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Frédéric Charve
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UMR 7640 du CNRS, 91128 Palaiseau Cedex, France.
E-mail: charve@math.polytechnique.fr

1 Introduction

1.1 Meécanique des fluides

Commencons par écrire le systéme de Navier-Stokes incompressible dans R? :

o +v.Vv —vAv = —Vp
(NS,) dive =0

V/t=0 = Vo-

Ce systeme donne d’un point de vue Eulérien ’évolution de la vitesse tridimensionnelle v
d’un fluide incompressible et de viscosité v > 0.

Le temps t € R et la variable d’espace z € R3. Les inconnues de ce systéme sont la
vitesse v = (v!(t,z),v%(t,z),v3(t,2)) et la pression p = p(t, x).

La condition divy = 0 traduit I'incompressibilité du fluide considéré tandis que la
notation v.V désigne v.V dlef Z?Zl v 0;.

Le théoréme suivant est dit a Jean Leray (1934) et fournit des solutions faibles, dites
de Leray, sans que 'on ait, en dimension supérieure a trois, de résultat d’unicité:

Théoréme 1.1 Supposons que vy € L?, div vg = 0. Alors il existe un champ de vecteurs
v e L®(Ry, L?) N L* (R, H'), et une pression p € Lg(RJF,LZ) (ou bien L?*(R; x R?) en
dimension deux) solutions de (N S,).

De plus, nous avons I'estimation d’énergie suivante: pour tout temps t > 0,

t
()22 + 20 /0 IVo(t') 224t < uo]2.

Remarque 1.1 En dimension deux, on peut prouver I'unicité des solutions, et de plus,
Pestimation précédente devient une égalité. On a donc affaire a un probléme globalement
bien posé.

Remarque 1.2 L’équation posséde une invariance par changement d’échelle : si v est
une solution de N S,,, alors Av(\?*t, \z) est encore solution pour la donnée initiale Avy(Ax)
et espace L?(R?) est invariant par ce changement d’échelle ce qui est faux en dimension
trois. Par contre en dimension trois, lespace H > (qui s’injecte dans L? par les injections
de Sobolev) est bien invariant par cette transformation.
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Enongons le théoreme suivant, di & Fujita et Kato (1964) et qui fournit existence et
unicité, localement en temps, pour des données initiales plus régulieres:

Théoréme 1.2 Supposons que vy € s,

Alors il existe un unique temps maximal T* > 0 et une unique solution de (NS,)
v € CO[0,T*], H2) N L3, ([0,T*], H?).

De plus, on a le critére d’explosion suivant: si T* est fini alors fOT* Hv(t)Hz%dt = +o0.

Enfin on dispose d’une condition de petitesse de la donnée initiale qui donne un temps
d’existence infini: il existe une constante ¢ > 0 telle que si ||U0HH% < cv alors T* = .

Remarque 1.3 Nous disposons aussi d ’lun résultat de propagation de la régularité au
sens ot si la donnée initiale est dans Hz N H® avec s > % alors sur intervalle [0,T*]

(donné par le théoréme précédent) la solution a aussi cette régularité.

1.2 Fluides géophysiques

Par fluide géophysique nous désignons un fluide réparti sur un volume grand par rapport
a I’échelle planétaire: 'atmospheére ou les océans. Deux choses distinguent principalement
la dynamique des fluides géophysiques des autres disciplines consacrées a ’étude de la
mécanique des fluides: il s’agit de la rotation et de la stratification.

Le fait que la Terre tourne autour de son axe introduit, lorsque 1’on observe le mou-
vement dans un repere lié a la Terre, dans les équations du mouvement deux termes
d’accélération qui peuvent étre interprétés comme des forces: la force de Coriolis et la
force centrifuge. Méme si dans la vie quotidienne la force centrifuge est la plus ”palpable”
des deux, ce n’est pas elle qui a le plus d’importance. On se contente de 'inclure dans
le gradient de pesanteur pour constituer ce que I’on nomme le géopotentiel. Le facteur
crucial est en fait la force de Coriolis dans les mouvements géophysiques.

L’un des effets majeurs de la force de Coriolis est de forcer a une certaine rigidité
verticale le fluide considéré, au sens o, lorsque des fluides homogenes tournent rapidement,
on observe des mouvements en colonne, c’est-a-dire que toutes les particules le long de la
méme verticale bougent de concert en gardant leur alignement vertical. Ce résultat porte
le nom de théoreme de Taylor-Proudman.

Les travaux exposés dans [9] vérifient cette observation, en tirant parti de propriétés
dispersives.

Dans les fluides atmosphériques ou océaniques de grande étendue, un tel état de par-
faite rigidité verticale n’est pas réalisé, principalement parce que la rotation n’est pas assez
rapide, et la densité, pas assez uniforme. Cependant les mouvements dans l’atmosphere,
les océans, et sur d’autres planetes montrent une forte tendance vers cette répartition en
colonnes: par exemple, on a pu observer certains courants situés dans 1’Atlantique Nord-
Ouest qui s’étendent verticalement sur 4000m sans changement significatif d’amplitude ou
de direction.

En faisant une analyse d’échelle et en ne gardant formellement que les termes d’ordre
le plus bas, on obtient le modeéle géostrophique, qui revient a se placer dans le cas ou la
rotation serait exactement équilibrée par le gradient de pression. On observe des com-
portements tres proches de cet équilibre dans certains jets océaniques, ou dans le cas de
certains vents. Mais ce modele géostrophique présente le désavantage de ne pas permet-
tre d’étude de I’évolution en fonction du temps. C’est dans ce but qu’a été introduit le
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systeme quasigéostrophique, qui revient a ajouter les termes d’ordre supérieur. Dans ce
systeme, on prend en considération non seulement la rotation mais aussi la stratification.

Le second attribut de la dynamique des fluides géophysiques, la stratification de la
densité, apparait naturellement lorsque 'on considére des fluides de densité variable (par
exemple air chaud ou froid, eau douce ou salée...). La pesanteur joue un role important
puisqu’elle tend a abaisser les fluides les plus lourds et élever les fluides les plus légers.

Sous des conditions d’équilibre, le fluide est stratifié de facon stable et consiste en
un empilement vertical de couches horizontales de méme densité, la densité décroissant
lorsque croit I'altitude. Les mouvements du fluide dérangent constamment cet équilibre
que la gravité s’efforcera systématiquement de rétablir: ces petites perturbations créent
des ondes internes (par exemple les vents dominants dans l’atmosphére sont dus a la
différence de température pole-équateur).

En résumé nous avons a considérer deux phénomenes aux effets tres différents: la
rotation tendant & une répartition en colonnes verticales, et la stratification, tendant a
maintenir autant que possible une répartition en couches horizontales de méme densité.

Nous nous placerons dans le cas de mouvements de grande échelle, situés sur des
latitudes moyennes (c’est-a-dire éloignés de I'équateur et des poles). On distinguera les
mouvements lents (qui seront proches du modele quasigéostrophique, voire géostrophique)
et les mouvements rapides (de l'ordre de la journée) qui eux seront trés influencés par la
rotation.

1.3 Equations primitives

La conservation de la masse, de la quantité de mouvement, ’utilisation de 'approximation
de Boussinesq (on renvoit par exemple a [2] et [10]) et adimensionnement introduit par
Majda ([11]) permettent d’écrire le systeme des équations primitives:

OU. +v.VU. — LU. + 2 AU. = L(-va.,0)
(PE:) dive. =0 ) )
Ue ji=0 = V.
Les inconnues sont U, = (v., ) ol v est la vitesse tridimensionnelle et 6. la température
potentielle scalaire, et @, la pression.

Toutes ces fonctions dépendent de (¢,7) € Ry x R3.
L’opérateur L est défini par

LU. = (vAv., V' A6,)

et A par:
0 -1 0 0
1 0 0 0
A= 0 0 0 F1

0 0o —F1 0

Les parametres sont la viscosité v, la diffusivité thermique v/, le nombre de Rossby &
(petit parametre) et le nombre de Froude F.
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L’étude des asymptotiques des équations primitives en fortes rotation et stratification
se fait avec la convergence du seul petit parametre € vers zéro. Rappelons que, suivant les
changements d’échelle de [11] nous avons nommé £ nombre de Rossby mais qu’il prend en
compte non seulement ’évanescence du parametre Ro qui mesure 'importance de la force
de Coriolis, mais aussi celle du parametre F'r qui mesure la rigidité de la stratification, et
il s’agit alors de vérifier mathématiquement la convergence, lorsque € tend vers zéro, vers
le systeme quasigéostrophique. Nous allons rappeler dans la partie suivante une liste de
résultats concernant les asymptotiques du systeme des équations primitives.

1.4 Approche formelle

L’approche formelle est décrite en détails dans [3]. On suppose que U — U et &, — P
lorsque € — 0, ceci de facon suffisamment forte pour que 'on n’ait pas de probleme de
convergence pour les dérivations ou les produits.

Le probleme est évidemment le comportement des termes du systéme comportant au
dénominateur le petit parametre €.

Au fil du calcul, on utilise I'incompressibilité et on est ainsi amené & introduire de
fagon naturelle la quantité suivante que I'on appelle tourbillon potentiel :

Q=0U? — U — FosU*,
ainsi que, comme candidat limite, le systeme quasigéostrophique :

02
_ 61
0
Fos

U —TU = A1 (UVQ)

I'= AApfl(Vaf + 1/822 + V’F2832),
Ap =07 + 05 + F?03,
Q = WU — U — FOsU*,

o))
—0,
0
Foy

U= AR

Revenant aux équations primitives on utilise le tourbillon potentiel 2, = 811)2 — 621); — Fos0.,
ce qui nous permet dans la suite de scinder la solution U, en sa partie quasigéostrophique
(Pobjectif est d’éliminer les termes comportant € en dénominateur en définissant un
élément du noyau de l'opérateur PA) :

—0y
0 _
UE,QG = 01 Ap 195
—F0s

et enfin sa partie oscillante
Us,osc = Us - UE,QG-

Cette décomposition se résume en fait en une décomposition orthogonale du méme type
que celle obtenue lorsque 'on définit le projecteur de Leray P sur les champs a divergence
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nulle : il existe deux opérateurs pseudo-différentiels homogenes de degré zéro, notés P et
Q, tels que U, gg = QUs, et Us o5 = PUs.

2 Enoncé des résultats

La matrice A étant antisymétrique, les méthodes d’énergie, utilisées pour la démonstration
du théoreme de Leray et de celui de Fujita et Kato dans le cas du systeme de Navier-Stokes,
sont inchangées et fournissent le méme type de résultats concernant les solutions faibles
et les solutions fortes.

Théoréme 2.1 Supposons que la donnée initiale Uy € L?(R?), alors il existe pour tout
e > 0 une solution de Leray du systeme (PE.), U, globale en temps, appartenant a
Pespace L=®(R, L*(R3)) N L2(Ry, H'(R?)) et satisfaisant I'estimation d’énergie suivante
(avec vy = min(v,') > 0) :

t
Vi€ Ry, [U-(t)l[72ms) + 2V0/0 IVU(0)1 72 gsydt < 100172z

Enongons d’abord les résultats concernant les solutions faibles:

Théoréme 2.2 ([3]) Si la donnée initiale Uy appartient & L?(R?) et si I'on considére une
suite de solutions de Leray (U.).>0 alors, la partie oscillante Uy o4 tend vers zéro quand e
tend vers zéro, dans I’espace LZQOC(RJ” Li(R3)) pour tout q €]2,6].

Théoréme 2.3 ([3]) Sous les mémes hypothéses, il existe une suite extraite de la partie
quasigéostrophique U, g qui converge pour tout q €]2,6[ dans I'espace L2, (R, quoc(]R?’))
vers une fonction Ugq de la forme (v!,v2,0,0) et solution du systéme:

02
—0,
0
Fog

(QG) (U —TU = Apt(v.VQ),

avec I' 'opérateur elliptique d’ordre deux défini par T' = AAp~1 (10,2 4+ 10, 4+ V' F205?).

Remarque 2.1 En notant U.VU pour simplifier v.VU si U = (v,6), et en utilisant les
projecteurs, on ré-écrit le systéme précedent en:
{({%UQG — FUQG + Q(UQg.VUQg) =0 (1)

Uac =0 = Uoa-

Dans ce qui suit on s’intéresse au cas d’une donnée initiale plus réguliere: Uy €
HY(R3) N H2(R?) et Up e € L2(R3).

Méme s’il n’y a pas, contrairement au systeme de Navier—Sjc?kes, d’invariance par
changement d’échelle, il est naturel de choisir une donnée dans Hz. En effet cet espace
est invariant par le scaling du systéme de Navier-Stokes et comme A est antisymétrique
et disparait de toute estimation d’énergie, on peut comme pour le théoreme de Leray
obtenir ’analogue du théoreme de Fujita et Kato pour les équations primitives: il existe
un unique temps d’existence maximal 7" > 0, et une unique solution U, € C([0, T, H %) N
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Lt ([0, T7], H%) De plus, si T est fini alors fOTE* ||U€(t)H2%(R3)dt = 400 ; et enfin, il existe
une constante ¢ telle que si ||Up]| . 1 < cwy, alors T = +o0.

H32 (R3

Contrairement aux solutions de I(Jer)ay, ici les solutions sont uniques pour chaque £ mais
on ne sait pas si elles sont globales en général. Le théoreme de Fujita et Kato fonctionne
aussi pour le systeme (QG) et de méme on ignore si la solution unique est globale lorsque
la donnée initiale n’est pas petite.

Dans [4] on montre de méme que dans [13], (a la différence que 1'on est dans Iespace
entier et non plus périodique) que le systeme quasigéostrophique a une unique solution
globale, sans hypothese de petitesse des données initiales:

Théoréme 2.4 Supposons que Uy ge € H'(R?), alors le systéme (@é) a une unique
solution, globale, dans L™ (R, , H') N L*(R,, H?).

Notons que Uy € H'(R?) N H%(R?’) et Upoc € L*(R?) impliquent Uy g € H'(R?).
Le temps d’existence global est obtenu grace a la forme spéciale du systeme vérifié par
le tourbillon potentiel g, o comme dans le cas bidimensionnel pour Navier-Stokes, et
contrairement au cas tridimensionnel, il n’y a pas de terme de stretching Q.VU.
Définissons W, comme étant la solution du systeme linéaire suivant :

1
oW, — LW, + E}P’AWE =-G
Wa/t:o = UO,osc = P(U0>
dans lequel G est un terme de force extérieure
—F 0503
F0,02

0
(67 + 03)03

def

G = PP(Uga-VUqa) — F(v —v)AAL Q- (3)

Théoréme 2.5 ([4]) Supposons que Uy € H'(R?) N H%(R?’) et Up,gc € L*(R3) et soit
W, définie comme précédemment. Alors on a les résultats suivants :

o W, existe globalement et est unique dans ’espace E° pour tout s € [%, 1].

e De plus |We| |12, 1) — 0 quand € — 0.

e Si on note . d:ef U, — lﬂ; — W,, alors si ¢ est suffisamment petit, v. € FE° et
converge vers zéro dans E° pour tout s € [%, 1].

e Enfin si¢ est suffisamment petit, U, est dans E* (donc globale) et UE—(jQVG =v+W;
tend vers zéro lorsque € tend vers zéro, ceci dans I'espace L?(R,, L™).

Nous pouvons obtenir des résultats beaucoup plus précis sur la vitesse de convergence
vers la limite quasigéostrophique sous des hypotheses de plus grande régularité (en perme-
ttant méme une explosion des normes des données initiales lorsque le nombre de Rossby

tend vers zéro).

Théoréeme 2.6 ([5]) Soient 3 > 0, a > 0 et supposons que Uy . = Uy c.oc + Uoe,o0s¢, OU
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° ||U0’5,QG — U()’Qg||H1 < Ce, avec Uy ga € HtH
. l o 7z .\ . .
® Upeosc € L'NnHzN H”ﬁ, réguliére mais avec des normes explosives :

HUO,E,OSCHLl + ||U0,6,OSCH 21+ HUO,E,OSCHleLB < alog ‘ 10g5|'
H?2

Avec les mémes notations pour E° et W, alors pour tout M > 0, il existe une constante
K° >0 et uneg > 0 (dépendant de 3 et M) tels que, si w = M — aK° et a < %, alors

on a les résultats suivants :

o W, existe globalement, est unique dans ’espace E° pour tout s € [%, 1] et sie < go,
IWellr2(r, poey < K°lloge|™.

o Sin, d:ere—(ijg—Wg, alors si € est suffisamment petit, 7. € E° pour tout s € [%, 1]
et tend vers zéro dans E°, pour tout s € [1,1]: [|7.| g+ < K°|loge| ™.

e FEnfin, si e est suffisamment petit, U, est définie globalement et U, — @; =+ W,
vérifie |Us — Uga|l 2, 1) < K% loge|™.

Dans le cas ou les viscosités sont égales on a de nombreuses simplifications.

Théoréme 2.7 ([5]) Supposons quev =" et que Uy = Up e, 0c+Uo.e,0sc; avec ||Upe,oa—
Uo.oclla < Ce, Upge € H™P et ||Upcoscllivs < alloge|. Soit ES et W toujours les
mémes, G étant simplifié en :

G = PP(Uga-VUga). (4)

Alors il existe une constante K% > 0 et eg > 0 telle que si on définit v = W et

w=py—aKk’ etsja<%et5§so alors on a :

e WL est globale, unique dans E* pour tout s € [%,1] et on a I'estimation [Well 2w, o)
K%, 7
. def — |D| \ - s
e Si on note 6. = U. — Ugg — X(R_8>W5’ ou R, = ¢77, alors 6. € E® pour tout
s€[3,1] et |6:]|ps < K% Vs e [5,1].

o Enfinsie < e, |Us — Ugcll 2, 1oy < K0

Nous insistons sur le fait que ces résultats ont été obtenus gréace a des raffinements des
estimations dispersives qui, dans I'optique d’une estimation de la vitesse de convergence,
nécessitent des estimations beaucoup plus précises sur les éléments spectraux du systéeme
linéarisé.

3 Effet dispersif

3.1 Pénalisation

Si 'on applique le projecteur P de Leray sur les champs a divergence nulle :

1
O + P(0:.VU;) — LU. + ~PAU. =0,
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On est face a un systeme de la forme :

R(D)
€
Le terme R(D)U est dit pénalisé lorsque ¢ — 0, on examine alors son noyau, et 1'on
s’attend a ce que la limite y appartienne. Dans notre cas le noyau correspond exactement

aux champs de vecteurs quasigéostrophiques.

Or pour exprimer la solution du systeme linéarisé, on utilise la formule de Duhamel:

o L g R
on est donc ainsi amené a étudier les valeurs propres de L — —.
€

U — LU + U =Q(U,U).

Siv # v/, L et R ne commutent pas (alors que c’est le cas lorsque v = v/). Nous
avons donc presque coincidence entre la décomposition spectrale en variable de Fourier

pour lopérateur L — — et la séparation partie QG /partie oscillante.

€
Il apparait nécessaire de faire le tri et c’est a ce moment que va servir la dispersion.
Pour cela, on considére le systeme linéarisé auquel on s’intéresse dans la section suivante.

3.2 Systeme linéarisé

1
oWe — LW, + E}P’AW8 =0.

En variable de Fourier on obtient que:

— — 1 —
8tVVs,osc = LWs,osc - gIP)AWs,osc (5)
—v 0 0 0
0 —v O 0 1 ~\—=
- ( 0o 0 —v o |EF- EPA)WE’OSC'
0 0 0o -

Rappelons qu’en variable de Fourier le projecteur de Leray s’écrit:

£ +&3 §182 §1&3 0

€2 KPP
n L Gb G180 68 0
P= €17 €2 €2
L G& Ll §+8 0
I35 145 €17
0 0 0 1
Et ’équation linéarisée devient:
8t/m75,osc = B(§> €>/W76,OSC 5 (6)
o Ge  8+8 i
1e2 182 5 T 83 0 183
A e FIeP
_6% + 53 —V|£‘2 o @ 0 5263
B(g,¢) = el¢l? el¢f? A
% _% —1/‘§|2 _61 +§2
el¢]? el¢]? h el |¢?
/1 ¢|2
0 0 F —v'[¢]
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Pour des raisons exposées dans [3] on tronque les fréquences sur I’ensemble

Chrn={¢€R’ tq [E|<R, &=},

et on détermine les éléments propres de la matrice B: si £ € C, g et € proche de zéro, on
a quatre valeurs propres distinctes: pg, i, A et A correspondant aux quatre projecteurs

P; = Fﬁl(lpi(é.ag»'

po = —v[¢f?
o (e2 TN
p=—(vE +vés + VF?E) + reste
1%
;LElr

2y
A=—1(§E]* + F\§| + reste,

avec (&) = z (1 + I‘U‘;f) + %(1 — I‘U;é‘%)

On vérifie aussi que, les vecteurs propres n’étant plus orthogonaux, les normes des pro-
jecteurs P; ne divergent pas en fonction de €.

3.3 Dispersion
Nous avons donc a étudier un opérateur de la forme :
fro [ eI f(e)de
]R3

oo M(E,e) = ~(OIE +ilmE +iES(E2) + S (6.0

et (€)= (1+‘;§)+%’(1—g§).

De plus 7 est minorée sur C, g par vy > 0. On regarde donc:

K(et,2) = | w(e)e mORPHigfrists€a) s € iz ge

e la fonction ¢ € C§°(R3) est radiale, & support dans C%’Q R, et vaut 1 pres C, g.
o V&€ Crp, T(€) > 1y >0.

e 5,5 et toutes leurs dérivées par rapport a £ sont bornées sur C, g par une constante
AR

Enoncons maintenant ’estimation dispersive qui nous permettra d’obtenir les estima-
tions de Strichartz.
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Lemme 3.1 Estimation dispersive
II existe une constante C' = C}. g . telle que pour tout z € R3 et tout e suffisamment
petit, on ait:

71/07"21& I

[K(e,t,2)| < Ce 16 (2)2,

SIS

La preuve est trés proche de celle donnée dans [9] pour le cas des fluides tournants :
I'idée de base consiste en une version simplifiée de la phase stationnaire. Grace a la
restriction a C, g on peut se débarrasser de la singularité en zéro, ce qui implique en fait
que tout se passe comme dans le cas d’une phase non stationnaire. Commencons par noter

lF
"= P
Comme on a choisi 9 radiale, un changement de variable (rotation autour du troisieme
axe de coordonnées) nous permet de supposer que zo = 0 (I'invariance par une telle rota-
tion est justifiée dans [3] lorsqu’on calcule les expressions des valeurs propres et vecteurs
propres, et qu’on constate l'invariance de chaque coefficient).
Puis, notons = —0¢,b(§) et définissons I'opérateur:

1 .
L= W(l +45(£)0¢,)
itd

qui agit sur la variable & et vérifie E(eiib) =e'cl,
Le fait que I'on peut supposer z; = 0 implique que e**¢ ne dépend pas de la variable
&9 donc:
L(eiz.gez‘gb) — iz bgith

Par intégration par parties, on obtient:

K(s, ¢, z) _ / eigb(£)+iz.££T(w(§>67tT(§)\5\2+istS(§,s)+52tS’(£,s)+iz.§)>d§2d£1d§3'
C

5.2R
De méme que dans [9], on exprime le transposé de 'opérator L:

1 . 1—Lp2 i3
1_1_5/62 _1852/8(1_‘_%/62)2 - 1_‘_5628529

L£"(g) = ( )g

En remplacant £7 dans I'intégrale, on arrive  :

1 1+ 152 rya
K(e,t, 2 g/ ———— + Ag(§)——F—== ) ||[v ooe*t’jo(ﬁ) estAl(g,g)7
Ketas [ (2 + 2O g ) 1ol
A o
+- ji% (196l + 00 A5(€) + etllbl oo Aa(E) )0 5 410 g
S

ol les coefficients Ay, ..., A4 sont des fractions rationnelles de £ mais en fait ne dépendent
que de [¢], ||F, et les dérivées de S and S” sont aussi facilement bornées inférieurement
et supérieurement par des constantes strictement positives sur C%}Q r et donc:

7‘2 /
CT7R7F,’L[}(1 + t + €t>€_tl/0 TeEtC T,Rdg

K (.1, 2)] < / !

132
Cr2r L+26
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Il existe un €, g, suffisamment petit tel que pour tout ¢ < e, g ,:

T2 ! T2
(1+t4et)e 0T < O g p e ™00

Alors:

2 1
[K(e,t,2)] < C, ,R,F,wewow/ d¢
" C%,2R 1+ E(FQ - 1>2£§§%

e lElRkel

2 1
< C,prype M0 / — s d&
Cson 1+ 285ChRE

Et un changement de variable donne ’estimation de dispersion suivante :

—u0r2t IS

|K(€¢tvz)|§CT,R,F,V,V/€ 16 (Z) .

N

3.4 Estimations de Strichartz

En utilisant un argument classique de type TT™ et la dispersion, nous obtenons :

Lemme 3.2 Estimations de Strichartz
Supposons que U vérifie sur [0,T] le systéme:

1
oU — LU + EIP’.AU =F
divv=0
Uj=o = Uo € L2(R3),

et que -
suppUy U suppF(t) C Cp R.

Alors il existe une constante C = C,. g r telle que I'on ait, pour i = 3 ou 4:

1
1P (Ul L 0,17, Lo (r3)) < CeX (HPi(UO)HL? + HPi(F>||L1([0,T},L2(R3)))

Comme les vecteurs propres ne sont pas orthogonaux (comme c’est le cas pour les
fluides tournants par exemple), et que la solution a une composante non nulle selon le
deuxieme espace propre, il nous faut borner les normes des projecteurs P; ce qui nous
permettra non seulement de donner les estimations des projections de U,s. dans les deux
derniers sous-espaces propres (correspondant & A et \) et donc borner ceci avec les normes
de Uy et F', mais aussi d’estimer la projection P2, qui tend elle aussi vers z’ero. Nous
prouvons ceci dans [3] ce qui nous permet d’obtenir les estimations de Strichartz suivantes:

Lemme 3.3 Sous les mémes hypothéses, il existe une constante C' = C,. g r telle que:

1
|(Ps + P)Ul s e, vy < CeF (IT0llzz + IFllpa e 2oy )
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En prenant y € C§°(R) valant 1 pres de zéro (par exemple suppx C B(0,1), et x =1
pres de B(0,4).) et on décompose la partie oscillante selon :

D
Ue,osc = (1 - X(%))Ua,osc + X(

| D3|
T

s AR LS N A

ot F~! est I'opérateur de Fourier inverse et:
o x(D)f = F 1 (x(€DF©)

o x(IDs)f = F (I F(©)-

On prend r et R de facon que les deux premieres parties soient petites et une fois fixés,
on estime la derniere partie grace aux estimations de Strichartz ce qui donne le théoreme
2.2. En utilisant ce résultat et un argument de compacité faible nous obtenons le théoréme
2.3.

4 Eléments de démonstration du théoréme 2.5

4.1 Les différents systéemes

Ré-écrivons le systeme primitif en utilisant le projecteur de Leray :

1
O + P(U=.VU,) — LU + ~PAU. = 0
Ue ji=0 = Uo-

Remarquons que (@C:’) est équivalent au systéme suivant:

_ 1 S
atUQG’ - LUQG’ + EPAUQG = —P(UQg.VUQg) + G
UQa j1—o = Uooa € H'(R?) N L*(R?),

—F 0,03
F0,02
0
(0 + 05)05

ot G =PP(Uge.VUga) — F(v —v)AAR? Qo (10)

En effet, nous pouvons écrire que:
. 1 . . . . 1
Uga — LUga + EPAUQG = (0Ugc —T'Ugc) + TUga — LUgec) + EPAUQG’
I 1
=—-0QWUga.VUga)+ (I' = L)Ugc + EIP’AUQG
Et d’apres [3] on a:
° A(jQVG = —(VAFQAQ/C;, 0) qui est dans le noyau de P,
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—F&E3

o (0= D)Ugo = —iFw -l | F98  1ag,
(5% + 53)53

o et — QUge-VUge) = ~PQ(Uga.VUge) = —P(Id — P)(Uge-VUge)
= —P(Uqga-VUqga) + PP(Uga-VUqa)

Il est important de remarquer que G est la somme de deux termes qui sont tous deux
a la fois de divergence nulle et de tourbillon potentiel nul, nous montrons dans [4] des
estimations sur ces termes.

Comme dans [9] pour les fluides tournants, on voit bien que '’étude de la différence

V. d:ef U. — (jQVG ne fournira aucun résultat de convergence car le forcage G ruine toute

approche par des méthodes de type estimation d’énergie/Gronwall.

Nous allons donc utiliser la solution du systéme linéarisé avec comme force extérieure
ce terme G justement pour faire osciller ce terme génant grace a la dispersion. On regarde
donc le systeme :

_ 1 - _
{atwg LW, + AW, = -G a1

Wa/t:O = UO,osc'

Pour profiter des effets dispersifs il ne faut pas oublier que nous avons besoin de
troncatures en fréquence et que la dispersion ne concerne que les deux dernieres valeurs
propres de la matrice B, ce qui nous fait introduire le systeme suivant :

1
QW = LW T 4 “PAWDH = —Pr pP31G

: (12)
Wg’ Jt=0 = PT,R]P)3+4U0,OSC>

—

ol P34 est le projecteur sur les deux derniers sous-espaces propres de L — %IP’A, et Prr
est un opérateur de troncature en fréquence :

1Dl

Por=x(Ph - (22!

); (13)

olt x est une fonction C*° & support dans [—1,1] et valant 1 dans [—1,1], et (F~1 est
Popérateur de Fourier inverse): x(|DJ)f = F~* (x(€))f(€)) et x(IDs))f = F~ (x(&D) f(©)).

Nous regardons donc le systeme vérifié par U.—Uga— W, ’R, la nouvelle force extérieure
est maintenant G' — P, P31 4G et elle est arbitrairement petite. On définit ensuite :

55 d:ers - U/:C;é - WST’R

(14)
oo Sy, _wrn

Nous renvoyons a [4] pour les détails mais précisons que 'objectif est d’obtenir des
estimations d’énergie pour (11) and (12), que I'on utilise pour estimer les énergies de §”. et
de, et montrer qu’elles sont arbitrairement petites en utilisant I'estimation de Strichartz
globale suivante :
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Lemme 4.1 ([4]) Estimation de Strichartz globale il existe une constante K™ telle que
si € est suffisamment petit,

1
||W5T’RHL2(R+,L0<>(R3)) < es K"

Ceci permet d’estimer les termes de force extérieure du systeme de . et on montre

par un argument de type bootstrap la convergence vers zéro.

Puis 7, qui n’est autre que la différence entre 4. et 0., est estimée et enfin, une injection

de Sobolev H2(R3) «— L*(R3) permet d’obtenir que U, — @; converge vers zéro dans
I'espace L2(R,, L™).
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