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1 Introduction

Beaucoup de travaux récents dans le domaine des problèmes inverses ont été consacrés à la détermina-
tion (partielle) du coefficient γ de l’équation de conductivité ∇ · γ∇u = 0 dans Ω, u = f sur ∂Ω,
à partir de la connaissance (partielle) de l’opérateur Dirichlet-Neumann Λγ : f 7→ γ ∂u

∂ν
|∂Ω. Les

résultats obtenus comprennent des résultats d’unicité, des résultats de stabilité et des algorithmes
de reconstruction [1, 18, 24, 38, 44, 46, 50]. Les résultats de ces algorithmes sont insatisfaisants à
cause de trois difficultés majeures.

(i) L’application γ 7→ Λγ est fortement non-linéaire.

(ii) Le caractère mal posé du problème qui se traduit par une faible sensitivité de Λγ à certaines
variations de la conductivité γ.

(iii) De plus, en pratique, on ne dipose que d’un nombre fini de mesures et non pas de l’opérateur
de Dirichlet-Neumann Λγ tout entier.

Ces difficultés ne sont surmontables que dans un cadre asymptotique utilisable en imagerie médicale
[49, 10] ou en contrôle non-destructif de structures métalliques. A.P. Calderón [20] fut le pionnier
de ce type d’approches asymptotiques.

L’objet de cet article est de présenter d’une manière synthétique les résultats obtenus sur ce
thème. Nous renvoyons à [3] pour une présentation plus détaillée.

2 Le problème de conductivité inverse

Soit Ω un ouvert borné Lipschitzien de Rd, d ≥ 2, et ν la normale sortante au bord ∂Ω. Le
vecteur ν existe pour presque tout x ∈ ∂Ω. On suppose que Ω contient m inhomogénéités sous
forme de

⋃m
l=1Dl, où Dl = zl + ρlBl, les domaines Bl, pour l = 1, . . . ,m, étant Lipschitziens et

bornés. Les points zl déterminent les centres de ces inhomogénéités et les petits paramètres ρl

caractérisent leurs ordres de grandeur. On note par ρ = max
l=1,...,m

ρl. La conductivité du milieu

ambiant Ω\
⋃m

l=1Dl est égale à 1 et celle de l’inhomogénéité Dl vaut kl, où 0 < kl 6= 1 < +∞, pour
1 ≤ l ≤ m. Enfin, on suppose qu’il existe une constante c0 > 0 tel que |zl − zl′ | ≥ 2c0 > 0,∀ l 6= l′

et dist(zl, ∂Ω) ≥ 2c0 > 0,∀ l.
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On note par Eρ la solution du problème de conductivité





∇·
(
χ(Ω \

m⋃

l=1

Dl) +

m∑

l=1

klχ(Dl)
)
∇Eρ = 0 dans Ω,

∂Eρ

∂ν

∣∣
∂Ω

= g,

∫

∂Ω
Eρ = 0,

où χ(D) désigne la fonction caractéristique de D, et par E0 celle en l’absence d’inhomogénéités.
La condition g ∈ L2

0(∂Ω), où L2
0(∂Ω) est le sous-espace des fonctions de L2(∂Ω) d’intégrale nulle,

est bien nécessaire pour que le problème de conductivité admette une solution.

2.1 Formules asymptotiques

Pour énoncer les principaux résultats de cette section, il nous faut maintenant introduire les po-
tentiels de simple et double couche. Ils sont construits de la façon suivante. On part de la solution
fondamentale

Γ(x) =





1

2π
ln |x|, d = 2,

1

(2 − d)ωd

|x|2−d, d ≥ 3,

du Laplacien ∆ dans Rd; ωd est la surface de la sphère unité Sd−1 ⊂ Rd. Les potentiels de simple
et double couche d’une densité φ, portée par ∂D où D ⊂ Rd est un domaine borné Lipschitzien,
sont définis par

SDφ(x) :=

∫

∂D

Γ(x− y)φ(y) dσy, x ∈ Rd,

DDφ(x) :=

∫

∂D

∂

∂νy
Γ(x− y)φ(y) dσy , x ∈ Rd \ ∂D.

Pour une fonction u définie sur Rd \ ∂D, on pose

∂

∂ν±
u(x) := lim

t→0+
〈∇u(x± tνx), νx〉, x ∈ ∂D,

où νx, pour x ∈ ∂D, désigne le vecteur normal en x à ∂D. Les formules de trace suivantes sont
démontrées par Verchota [51] :

∂

∂ν±
SDφ(x) = (±

1

2
I + K∗

D)φ(x), x ∈ ∂D,

(DDφ)|± = (∓
1

2
I + KD)φ(x), x ∈ ∂D,

où

KDφ(x) =
1

ωd
v.p.

∫

∂D

〈y − x, νy〉

|x− y|d
φ(y) dσy

et K∗
D est l’adjoint de l’opérateur KD dans L2(∂D). Lorsque la surface ∂D est Lipschitzienne, KD

est un opérateur borné sur L2(∂D) et sa définition s’obtient par une intégrale singulière dont le
calcul se situe entièrement sur ∂D [25]. On a le résultat fondamental suivant.

Théorème 2.1 ([28], [51]) Soit D un domaine borné Lipschitzien et |λ| ≥ 1
2 . Alors, l’opérateur

λI −K∗
D : L2

0(∂D) → L2
0(∂D) est un isomorphisme.
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Soit maintenant

Hρ[g](x) = −SΩ(g)(x) + DΩ(f)(x), x ∈ Rd \ ∂Ω, f := Eρ|∂Ω.

Remarquons d’abord que par construction, Hρ[g] est une fonction harmonique dans Rd \ Ω et Ω.
Elle se calcule dans Rd \∂Ω à partir de la donnée de Neumann g et de la mesure f par une intégrale
sur ∂Ω. L’idée d’utiliser cette fonction harmonique Hρ[g] est introduite dans [34] où les auteurs
montrent en particulier qu’en dimension d = 2, Hρ[g](x), x ∈ Rd \ ∂Ω, détermine d’une manière
unique, pour un seul choix de g 6= 0, toute inhomogénéité de conductivité de forme circulaire.

Nous nous proposons de reconstruire les inhomogénéités
⋃m

l=1Dl à partir de Hρ[g](x), x ∈ Rd\Ω.
La formule de Green nous apprend que [34]

Hρ[g](x) =





Eρ(x) −
m∑

l=1

(kl − 1)

∫

Dl

∇yΓ(x− y) · ∇Eρ(y) dy, x ∈ Ω,

−

m∑

l=1

(kl − 1)

∫

Dl

∇yΓ(x− y) · ∇Eρ(y) dy, x ∈ Rd \ Ω.

L’asymptotique de la fonction harmonique Hρ[g](x), x ∈ Rd \ Ω, lorsque ρ → 0, est fournie par
l’énoncé suivant.

Théorème 2.2 ([12], [4]) Supposons que Bl = −Bl, pour l = 1, . . . ,m. Alors, on a

Hρ[g](x) = −

m∑

l=1

ρd
l

ωd|x− zl|d
(x− zl) ·Ml · ∇E0(zl) +O(

m∑

l=1

ρ2d
l

|x− zl|d−1
), x ∈ Rd \ Ω,

où le tenseur de polarisation de Pólya-Szegö Ml est défini par

Ml(Bl, kl) :=

∫

∂Bl

y(λlI −K∗
Bl

)−1(ν) dσy; λl =
kl + 1

2(kl − 1)
.

La généralisation suivante du tenseur de polarisation de Pólya-Szegö est introduite dans [4].

Définition 2.3 ([4]) Le tenseur de polarisation généralisé d’ordre (α, β) ∈ Nd × Nd, associé à
(B, k), est défini par

Mαβ :=

∫

∂B

yα(λI −K∗
B)−1(

∂

∂ν
yβ) dσy; λ =

k + 1

2(k − 1)
.

Une définition équivalente est la suivante [5] :

Mαβ := (k − 1)

[∫

∂B

yα∂y
β

∂ν
dσy + (k − 1)

∫

∂B

yα∂ψ
β

∂ν

∣∣
−
(y) dσy

]
,

où ψβ est la solution du problème de transmission suivant :




∆ψβ(x) = 0, dans B ∪ (Rd \B),

ψβ|+ − ψβ|− = 0 sur ∂B,

∂ψβ

∂ν

∣∣
+
− k

∂ψβ

∂ν

∣∣
−

= ν · ∇xβ sur ∂B,

ψβ(x) → 0 lorsque |x| → ∞ si d = 3,

ψβ(x) −
1

2π
log |x|

∫

∂B

ν · ∇yβ → 0 lorsque |x| → ∞ si d = 2.

Quelques remarques sont maintenant nécessaires.
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(i) Dans le cas général (Bl0 6= −Bl0 pour un certain l0), l’asymptotique de la fonction harmonique
Hρ[g](x) fait intervenir d’une manière naturelle les tenseurs de polarisation généralisés définis
dans [4]. Elle s’écrit pour x ∈ Rd \ Ω :

Hρ[g](x) = −
m∑

l=1

∑

|α|+|β|≤d+1

ρ|α|+|β|+d−2

α!β!
∂αΓ(x− zl) ·M

αβ
l · ∂βE0(zl) +O(

m∑

l=1

ρ2d
l

|x− zl|d−1
).

(ii) Le reste O(
m∑

l=1

ρ2d
l

|x− zl|d−1
) est borné par C

m∑

l=1

ρ2d
l

|x− zl|d−1
, où la constante C dépend unique-

ment de la constante c0 et des caractères Lipschitziens de Ω et Bl, l = 1, . . . ,m. La constante
C explose lorsque l’un de ces domaines a un mauvais caractère Lipschitzien, ou en d’autres
termes, il est aplati [12]. On dit qu’un domaine étoilé B a un mauvais caractère Lipschitzien
si infx∈∂B x · νx est proche de 0. La constante C explose également lorsque l’une des inho-
mogénéités touche le bord ∂Ω.

(iii) On note que la formule asymptotique de Hρ[g](x) reste valable quand une ou plusieurs in-
homogénéités deviennent parfaitement conductrices ou isolantes, i.e. leurs conductivités k l

convergent vers +∞ ou 0 (λl → ±1
2).

(iv) L’asymptotique de la fonction harmonique Hρ[g](x) dans Ω est plus compliquée. Des couches
limites, dues au caractère singulier de la perturbation de la conductivité, sont construites
dans [9] pour obtenir un développement asympotique uniforme de Hρ[g](x) dans Ω.

(v) En utilisant les résultats de [21], on peut écrire des formules asymptotiques de Hρ[g](x) pour
x à l’intérieur ou à l’extérieur de Ω qui correspondent à des perturbations générales de con-
ductivité.

On considère une inhomogénéité D = z + ρB dans Ω ⊂ R2. On trace dans les figures suivantes

max
x∈S

log ‖Hρ[g](x) +
ρ2

2π|x− z|2
(x− z) ·M · ∇E0(z)‖,

où S est une surface fermée de classe C2 enveloppant le domaine Ω [15].
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Figure 1: inhomogénéité symétrique (a); non symétrique (b)
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Figure 2: reste en O(ρ4) pour (a); en O(ρ3) pour (b)

Le tenseur de polarisation de Pólya-Szegö M(B, k) =

∫

∂B

y(λI − K∗
B)−1(ν) dσy est un tenseur

symétrique, défini positif pour λ ≥ 1
2 et négatif pour λ ≤ − 1

2 [23]. Ses termes diagonaux Mii, i =
1, . . . , d, vérifient l’inégalité isopérimétrique suivante [45, 48, 37] :

|B|min(1, k) ≤Mii(B, k) ≤ |B|max(1, k).

Les bornes optimales suivantes peuvent être obtenues en adaptant les travaux de Polya, Schiffer et
Szegö [47, 45, 48]

d2

d− 1 + k
|B| ≤

Trace(M(B, k))

k − 1
≤ (d− 1 +

1

k
)|B|.

De plus, pour k fixé, la fonction B → M(B, k) est monotone : si B1 ( B2 alors M(B2, k) >
M(B1, k) si k > 1 et M(B2, k) < M(B1, k) si k < 1. L’analyse des propriétés du tenseur M est liée
à la théorie des matériaux composites, voir [39, 43, 22, 8].

Les tenseurs de polarisation généralisés possèdent des propriétés analogues, décrites dans les
énoncés suivants.

Théorème 2.4 ([5]) (i) Soient B1 et B2 deux domaines bornés Lipschitziens de Rd et k1 6= 1
et k2 6= 1 deux constantes strictement positives. Supposons que les tenseurs de polarisation
généralisés associés à (B1, k1) et (B2, k2) sont identiques. Alors, B1 = B2 et k1 = k2.

(ii) Supposons que aα et bβ sont des constantes tel que
∑

α∈I

aαy
α et

∑

β∈I

bβy
β sont des polynômes

harmoniques, où I est un ensemble fini de multi-indices. Alors,

∑

α,β∈I

aαbβM
αβ =

∑

α,β∈I

aαbβM
βα.

(iii) De plus, il existe une constante strictement positive C qui dépend uniquement du caractère
Lipschitzien de B et de la conductivité k telle que

∫

B

|∇(
∑

α∈I

aαx
α)|2dx ≤

k + 1

|k − 1|

∣∣ ∑

α,β∈I

aαaβM
αβ

∣∣ ≤ C

∫

B

|∇(
∑

α∈I

aαx
α)|2dx.
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2.2 Algorithmes de reconstruction

(i) Méthode de projection des courants. On se restreint au cas m = 1. Pour tout vecteur
a, on note par Ha

ρ (x) = Hρ[g](x), x ∈ Rd \ ∂Ω, où g(y) = ∂
∂ν

(a · y) sur ∂Ω. La méthode
de projection des courants, décrite dans [12], permet de reconstruire, modulo une erreur en
O(ρd), l’inhomogénéité D = z + ρB, de conductivité k, à partir de d mesures de Eρ sur ∂Ω
qui correspondent à g(y) = ∂

∂ν
(al · y) sur ∂Ω pour d vecteurs constants al, l = 1, . . . , d. Elle

est basée sur les deux lemmes suivants.

Lemme 2.5 (Estimation de l’ordre de grandeur de l’inhomogénéité[12]) Soit S une
surface fermée de classe C2 enveloppant le domaine Ω. Alors, pour tout vecteur a et a∗, on a

∫

S

∂

∂ν
Ha

ρ (x) a∗ · x dsx −

∫

S

Ha
ρ (x) a∗ · νx dsx = −ρda∗ ·M · a+O(ρ2d),

où M est le tenseur de polarisation associé à (B, k).

Cette formule permet de calculer une approximation symétrique M̃ du tenseur M et une
estimation ρ̃ de ρ. L’approximation du centre z de l’inhomogénéité est donnée par :

Lemme 2.6 (Localisation de l’inhomogénéité [12]) On suppose que B = −B. Soient

(ã1, . . . , ãd) une base orthonormée de vecteurs propres de l’approximation M̃ du tenseur de
polarisation de Pólya-Szegö M . Soit Σl ⊂ Rd \ Ω une droite parallèle à ãl, pour l = 1, . . . , d.
Alors, il existe un unique point z̃l ∈ Σl où H ãl

ρ change de signe (H ãl
ρ (z̃l) = 0). De plus,

z̃ =
d∑

l=1

(z̃l · ãl) ãl vérifie |z̃ − z| = O(ρd).

Lorsque on sait a priori que l’inhomogénéité D est une petite boule ou une petite sphère, un
algorithme plus simple [41] peut être utilisé pour trouver son centre z et son volume ρd|B|.
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→
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Figure 3: reconstruction d’une petite inhomogénéité par la méthode de projection des courants

Lorsque plusieurs petites inhomogénéités sont proches les unes des autres, nous pouvons les
remplacer par une ellipse qui induit les mêmes perturbations [6]. La méthode de projection
des courants nous permet ensuite de détecter cette ellipse. Les exemples numériques présentés
dans la Figure 4 démontrent l’efficacité de notre approche [6].

(ii) Approche variationnelle. Pour η ∈ Rd, on pose gη(y) = ∂
∂ν

(ei(η−iη⊥)·y) sur ∂Ω, où η⊥ est
un vecteur orthogonal à η. On a le lemme suivant.
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Figure 4: détection de l’ellipse équivalente

Lemme 2.7 (Localisation des inhomogénéités [11]) Soit S une surface fermée de classe
C2 enveloppant le domaine Ω. Alors, pour tout vecteur η ∈ Rd, on a

E(η) :=

∫

S

∂

∂ν
Hρ[gη ](x) e

i(η+iη⊥)·x dsx − i

∫

S

Hρ[gη ](x) νx · (η + iη⊥) ei(η+iη⊥)·x dsx

=

m∑

l=1

ρd
l (η − iη⊥) ·Ml · (η + iη⊥)e2iη·zl +O(ρ2d).

La fonction E(η) est alors approximativement la transformée de Fourier d’une combinaison
linéaire de dérivées de masses de Dirac aux points zl. On a

Ě '
m∑

l=1

ρd
l Llδ−2zl

,

où Ll est un opérateur différentiel elliptique d’ordre deux et Ě désigne la transformée de Fourier
inverse. La méthode variationnelle consiste à échantillonner E(η) pour un nombre fini de
valeurs de η et à calculer, par le théorème de Shannon [26], sa transformée de Fourier discrète
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inverse [11]. Le support de cette distribution donne une bonne approximation des centres z l

des inhomogénéités. La méthode est illustrée dans les exemples numériques présentés dans la
Figure 5. Sa stabilité est également mise en évidence [11].
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Figure 5: identification de 5 inhomogénéités par la méthode variationnelle en présence de 10% de
bruit avec (a) : 30 x 30 points d’ échantillonnage et (b) : 20 x 20 points

(iii) Approche par extension méromorphe. On suppose que d = 2. Pour simplifier, on iden-
tifie x ∈ R2 à x = x1 + ix2 ∈ C et Ml · ∇E0(zl) à ml. On peut montrer que

Hρ[g](x) = −<e

m∑

l=1

ρ2
lml

2π(x− zl)
+O(ρ4), x ∈ S = {x ∈ C, |x| = R},

où le rayon R est tel que Ω ⊂ BR = {|x| = R}.

La fonction
m∑

l=1

ρ2
lml

2π(x− zl)

est une fonction analytique harmonique dans C \ {zl}
m
l=1. Soit v(x) = <e

m∑

l=1

ρ2
lml

2π(x− zl)
et

w(x) sa conjuguée harmonique définie, à une constante additive près, par

w(x) =

∫ x

a

∂v

∂ν
(y) dsy pour tout x ∈ S,

où a ∈ S est une constante de normalisation. On a le lemme suivant.

Lemme 2.8 Il existe a ∈ S tel que

−
m∑

l=1

ρ2
lml

2π(x− zl)
= Hρ[g](x) + i

∫ x

a

∂

∂ν
Hρ[g](y) dsy +O(ρ3) pour tout x ∈ S.

La fonction
∂Hρ[g]

∂ν
(x) est calculée, pour x ∈ S, à partir de f et g par

∂Hρ[g]

∂ν
(x) = −

∂

∂ν
SΩ(g)|S(x) +

∂

∂ν
DΩ(f)|S(x).

L’approche par extension méromorphe consiste à utiliser la fonction

h(x) := v(x) + iw(x) =
m∑

l=1

ρ2
lml

2π(x− zl)
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en la variable complexe x ∈ S pour reconstruire les inhomogénéités
⋃m

l=1Dl. On peut
déterminer les centres zl en calculant d’une manière récursive la limite suivante :

lim
α→+∞

∫

S

h(x)x eαx dsx

∫

S

h(x) eαx dsx

.

On remarque qu’on n’a pas besoin de calculer la constante a introduite dans le lemme
précédent.

3 Le système de Lamé

Pour simplifier, on suppose que le domaine élastique Ω ⊂ R3 contient une seule inclusion D = ρB+z
dont les paramètres de Lamé sont (λ̃, µ̃). On considère le système de Lamé :





3∑

j,k,l=1

∂

∂xj

(
Cijkl

∂uk

∂xl

)
= 0 dans Ω, i = 1, 2, 3,

∂~u

∂ν
|∂Ω = ~g,

où
Cijkl :=

(
λχ(Ω \D) + λ̃χ(D)

)
δijδkl+

(
µχ(Ω \D) + µ̃χ(D)

)
(δikδjl + δilδjk).

Les paramètres de Lamé λ, µ, λ̃ et µ̃ sont constants. La dérivée
∂

∂ν
désigne celle par rapport à la

conormale :
∂~u

∂ν
:= λ(∇ · ~u)N + µ(∇~u+ ∇~uT )N sur ∂D,

où N est la normale à ∂D. La donnée de Neumann ~g satisfait la condition de compatibilité :∫
∂D
~g · ~ψ dσ = 0 pour tout ~ψ ∈ Ψ, où Ψ est l’ensemble de ~ψ satisfaisant ∂iψj + ∂jψi = 0, 1 ≤

i, j ≤ 3. On note par L2
Ψ(∂D) := { ~f ∈ L2(∂D) :

∫
∂D

~f · ~ψ dσ = 0 pour tout ~ψ ∈ Ψ }.
La solution fondamentale Γ = (Γij) du système de Lamé est définie par :

Γij(x) :=
A

4π

δij

|x|
+
B

4π

xixj

|x|3
, x ∈ R3, x 6= 0,

où

A =
1

2

(
1

µ
+

1

2µ+ λ

)
et B =

1

2

(
1

µ
−

1

2µ+ λ

)
.

Les potentiels de simple et double couche d’une densité ~φ portée par ∂D, où D ⊂ R3 est un
domaine Lipschitzien, sont définis par :

SD
~φ(x) :=

∫

∂D

Γ(x− y)~φ(y)dσy, x ∈ R3,

DD
~φ(x) :=

∫

∂D

∂

∂νy
Γ(x− y)~φ(y)dσy, x ∈ R3 \ ∂D.

Théorème 3.1 ([27]) On a les résultats suivants.
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(i) DD
~φ|± = (±

1

2
I + KD)~φ et

∂

∂ν
SD

~φ
∣∣
±

= (∓
1

2
I + K∗

D)~φ, sur ∂D, où KD est défini par :

KD
~φ(x) := v.p.

∫

∂D

∂

∂νy
Γ(x − y)~φ(y)dσy, x ∈ ∂D, et K∗

D est l’adjoint de l’opérateur KD

dans L2(∂D).

(ii) Les opérateurs 1
2I +K∗

D et −1
2I +K∗

D sont inversibles sur L2
Ψ(∂D) et L2(∂D), respectivement.

(iii) Le noyau de l’opérateur 1
2I + KD sur L2(∂D) est Ψ.

Théorème 3.2 ([29]) On suppose que (λ− λ̃)(µ− µ̃) ≥ 0. Pour tout ( ~F , ~G) ∈ H1(∂D)×L2(∂D),
il existe une unique paire ( ~f,~g) ∈ L2(∂D) × L2(∂D) telle que





S̃D
~f |− − SD~g|+ = ~F sur ∂D,

∂

∂ν̃
S̃D

~f
∣∣
−
−

∂

∂ν
SD~g

∣∣
+

= ~G sur ∂D,

et une constante C dépendant de λ, µ, λ̃, µ̃ et du caractère Lipschitzien de D telle que

‖~f‖L2(∂D) + ‖~g‖L2(∂D) ≤ C(‖~F‖H1(∂D) + ‖ ~G‖L2(∂D)).

De plus, si ~G ∈ L2
Ψ(∂D), alors ~g ∈ L2

Ψ(∂D).

D’une manière analogue aux tenseurs de polarisation généralisés, on introduit la notion de
tenseurs des moments élastiques.

Définition 3.3 ([7]) Pour un multi-indice α ∈ N3 et j = 1, 2, 3, on note ~f
j
α et ~gj

α les solutions
dans L2(∂B) du système :





S̃B
~f j
α|− − SB~g

j
α|+ = xαej |∂B ,

∂

∂ν̃
S̃B

~f j
α|− −

∂

∂ν
SB~g

j
α|+ =

∂(xαej)

∂ν
|∂B .

Pour β ∈ N3, le tenseur du moment élastique M
j
αβ associé au domaine B et aux paramètres de

Lamé (λ, µ) et (λ̃, µ̃) est défini par :

M
j
αβ = (mj

αβ1,m
j
αβ2,m

j
αβ3) =

∫

∂B

yβ~gj
α(y)dσy.

Pour α = ei et β = ep (i, p = 1, 2, 3), on note mij
pq := m

j
αβq, p, j = 1, 2, 3.

Proposition 3.4 ([7]) (i) Le tenseur du moment élastique est symétrique : mij
pq = m

ij
qp, m

ij
pq =

m
ji
pq, et mij

pq = m
pq
ij , p, q, i, j = 1, 2, 3.

(ii) Le tenseur du moment élastique est défini positif (si µ̃ > µ, négatif dans le cas contraire) sur
l’espace des matrices symétriques.

(iii) Pour i 6= j, il existe une constante C qui dépend uniquement de λ, µ, λ̃, µ̃ et du caractère
Lipschitzien de B telle que

µ

∣∣∣∣
µ− µ̃

µ+ µ̃

∣∣∣∣ |B| ≤ |mij
ij | ≤ C|B|.
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3.1 Reconstruction d’une inclusion élastique

Soit la fonction ~H[~g] définie par :

~H[~g](x) := SΩ(~g)(x) −DΩ(~u|∂Ω)(x), x ∈ R3 \ Ω.

Cette fonction se calcule à partir de (~u|∂Ω, ~g). On a la formule asymptotique suivante.

Théorème 3.5 ([7]) Pour x ∈ R3 \ Ω, on a

~H[~g](x) =

3∑

j=1

3∑

|α|=1

4−|α|∑

|β|=1

ρ|α|+|β|+1

α!β!
(∂αUj)(z)∂

βΓ(x− z)Mαβ
j +O(

ρ6

|x|2
).

L’algorithme suivant, de type projection des courants, qui exploite la formule asymptotique
précédente afin d’identifier l’inclusion élastique D est décrit dans [7]. Soit

Euv = (δiuδjv)
3
i,j=1 et ~guv :=

∂(Euv~x)

∂ν
|∂Ω.

On calcule la quantité

huv
kl := lim

t→∞
t2Hk[~guv ](tel), k, l, u, v = 1, 2, 3.

Les valeurs muv
kl , u, v, k, l = 1, 2, 3 du tenseur du moment élastique peuvent être approchées, modulo

une erreur en O(ρ3), comme suit :

ρ3mvu
ii = −

8πµ(λ+ 2µ)

3λ+ 5µ

[
λ+ µ

2µ

3∑

k=1

huv
kk + huv

ii

]
+O(ρ6),

u, v, i = 1, 2, 3,

ρ3mvu
kl = −4π(λ+ 2µ)huv

kl +O(ρ6), u, v, k, l = 1, 2, 3, k 6= l.

Ayant obtenu ρ3muv
kp, l’approximation |ρ3m

ij
ij| ' ρ3|B|, pour i 6= j donne une estimation de la taille

de D. Pour localiser l’inhomogénéité D, l’idée est la suivante : à partir de ~H[~guv ], on détermine

∇Γ(x− z). Ce qui donne
x− z

|x− z|3
pour x proche de l’ ∞ et donc, le centre z.

Les tests numériques suivants publiés dans [32] confirment l’efficacité et la stabilité de cet
algorithme.
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Figure 6: reconstruction d’une inhomogénéité élastique avec connaissance a priori de ses coefficients
de Lamé
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Figure 7: estimation de la position et de la taille d’une inhomogénéité élastique sans connaissance
a priori de ses coefficients de Lamé
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anomaly detection, à parâıtre dans SIAM J. Appl. Math. (2004).

[11] Ammari H., Moskow S. et Vogelius M., Boundary integral formulas for the reconstruction of
electromagnetic imperfections of small diameter, ESAIM: Cont. Opt. Calc. Var. 9 (2003) pp.
49–66.

[12] Ammari H. et Seo J.K., A new algorithm for the reconstruction of conductivity inhomogeneities,
Adv. Appl. Math. 30 (2003), 679–705.

[13] Ammari H. et Uhlmann G., Reconstruction of the potential from partial Cauchy data for the
Schrödinger equation, Indiana Univ. Math. J. 53 (2004), 169–183.

[14] Ammari H., Vogelius M. et Volkov D., Asymptotic formulas for perturbations in the electro-
magnetic fields due to the presence of imperfections of small diameter II. The full Maxwell
equations, J. Math. Pures Appl. 80 (2001) pp. 769–814.

[15] Ammari H. et Volkov D., Correction of order three for the expansion of two dimensional elec-
tromagnetic fields perturbed by the presence of inhomogeneities of small diameter, J. Comput.
Physics 189 (2003), 371–389.

[16] Beretta E., Francini E. et Vogelius M., Asymptotic formulas for steady state voltage potentials
in the presence of thin inhomogeneities. A rigorous error analysis, J. Math. Pures Appl. 82
(2003), 1277–1301.

[17] Beretta E., Mukherjee A. et Vogelius M., Asymptotic formuli for steady state voltage poten-
tials in the presence of conductivity imperfections of small area, Zeitschrift für Angewandte
Mathematik und Physik. 52 (2001) pp. 543–572.

[18] Borcea L., Berrymann J.G. et Papanicolaou G.C., High contrast impedance tomography, Inverse
Problems 12 (1996) pp. 1–24.
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