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Solutions globales pour I’équation de Schrodinger
a nonlinéarités quadratiques et & données petites

Jean-Marc DELORT

1 Solutions globales de I’équation de
Schrodinger

: ip _ 10 _ 19
On note (t,z) les coordonnées sur R x R*, Dy = 5, Dy = 90
d
j=1,-+-,d,DZ =3 D3, et on considére I'éequation de Schrodinger nonli-
1
néaire

(1) { (Dy + D2)u = F(u, Dyu, @, Dyu)

Ujt=0 = EUQ

ou F' est un polynéme a coefficients complexes nul au moins & 'ordre 2 en 0,
ug une donnée intiale assez réguliére et ¢ > 0 un petit paramétre.

Le probléme de l'existence locale d’une solution, pour des données assez
petites dans un espace de Sobolev convenable, a été résolu en 1993 par Ke-
nig, Ponce et Vega dans [11] . L’existence locale pour de grandes données
a été prouvée par Hayashi-Ozawa |10] en dimension 1 et par Chihara [2| en
dimension d > 2. Plus récemment, Kenig, Ponce et Vega [12]| ont étendu ces
résultats & des équations de Schrodinger généralisées.

Le probléme auquel nous nous intéressons ici est celui de 'existence glo-
bale & données petites. En dimension d’espace d > 3, Chihara [3| a obtenu
I’existence globale & données petites lorsque la nonlinéarité est cubique. Haya-
shi et Hirata [7] ont traité le cas de certaines nonlinéarités quadratiques, en
dimension d > 3. En dimension 2 d’espace, I'existence globale a été prouvée
par Chihara [4] pour des nonlinéarités cubiques.

Dans tous les résultats d’existence globale que nous avons mentionnés
jusqu’a présent, la nonlinéarité peut étre considérée comme une perturba-
tion & courte portée de la partie principale de 'opérateur. En effet, si u
est solution de 1’équation de Schrodinger linéaire (D; + D2)u = 0 en di-
mension d d’espace, |[u(t,.)||z~ est 0(¢t~%2) lorsque ¢t — +o0. Si nous écri-
vons la nonlinéarité comme somme d’expressions V;.u, Vs.(Du), V3.4, Vi(Du),
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ou Vj(u, Dyu, @, Dyu) sont des potentiels s’annulant & I'ordre £k > 1 en
(u, Dyu, 4, Dyu) = 0, ces potentiels, calculés sur une solution linéaire, vé-
rifieront donc

(2) | Vi(u, Dy, @, Dpu)(t,.) || = 0t F4?) ¢ — +oo .

Nous dirons que la perturbation nonlinéaire est a courte portée si ces ex-
pressions sont intégrables lorsque ¢ — +o00 i.e. si k% > 1, et a longue portée
en cas contraire. Notre but est d’étudier les problémes a longue portée les
plus simples i.e. ceux pour lesquels k% = 1. Dans la mesure oll nous nous
limitons & des nonlinéarités réguliéres, les seuls cas possibles sont donc k = 2,
d =1 (nonlinéarités cubiques en dimension 1) ou k = 1, d = 2 (nonlinéarités
quadratiques en dimension 2). Le premier cas a été traité par Hayashi et
Naumbkin [8], qui ont prouvé que si la nonlinéarité cubique vérifie une “condi-
tion nulle” convenable (i.e. une condition de compatibilité avec 1’équation),
il y a existence globale.

Dans le cas d’une nonlinéarité quadratique en dimension 2, outre un ré-
sultat de Cohn [5| concernant un exemple de nonlinéarité, le seul résultat
connu, dit & Hayashi et Naumkin [9], concerne des données initiales analy-
tiques réelles, pour lesquelles une approche de type Cauchy-Kowalevsky est
possible.

Notre but ici est d’étudier ce probléme, pour des données de Cauchy dans
un espace de Sobolev & poids convenable. Nous nous plagons donc désormais
en dimension d = 2 et considérons pour M € N I'espace
(3) HY ={ue L*(R*);Va,B € N, |a|+ |B]| < M , 2°0%u € L*(R®)} .
La nonlinéarité quadratique F' sera de la forme
(4) F(u, Dyu,t, Dyu) = Qq(u, Dyyy Dyyu) + Q2(%, Dyyu, Dyyu)

ol Q1 et Q)2 sont quadratiques, et s’annulent respectivement lorsque D,u = 0
et Dyu = 0. Afin de simplifier certaines notations ultérieures, nous prendrons
les données de Cauchy sur t = 1 au lieu de t = 0. Le théoréme principal est
alors le suivant :

Théoréme 1 Il existe My € N et pour tout M € 2N, M > M,, il existe
g0 > 0 tel que pour tout € €]0, go[ et tout uy dans la boule unité de HM4(R?),
il existe une unique solution u € C°([1, +oo[, HM) au probléme

(5) { (Dt + D3)u = Q1 (u, Du) + Q2(, Dyu)

Ut=1 = €Uy -
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Remarques :
e La perte de régularité entre la donnée et la solution dans I’énoncé ci-dessus
n’est qu’apparente. Elle résulte du fait que nous exprimons la régularité de
la solution dans un espace plus grand que celui que nous utiliserons de fait
dans la preuve.

e L’hypothése sur la nonlinéarité exclut des nonlinéarités de la forme u?
ou %2. Une hypothése analogue est faite par Hayashi et Naumkin pour les
nonlinéarités cubiques en dimension 1. Une telle condition est reliée au fait
que la solution de I’équation de Schrodinger linéaire oscille selon une phase
présentant un point critique & 'origine.

e Le fait que dans (4) il y ait découplage entre les nonlinéarités en (u, D u)
et celles en (2, D,u) signifie que I'on interdit des expressions du type u.D, .,

ou (Dy,u).(Dy,u). Une telle condition (qui, pour des raisons d’homogénéité,
n’a pas d’analogue en dimension 1 pour des nonlinéarités cubiques, mais qui
apparait déja dans les travaux d'Hayashi et Naumkin consacrés a la dimension
2) n’est pas purement technique : nous indiquerons ci-dessous les phénoménes
particuliers induits par de telles nonlinéarités.

Nous obtiendrons également une description asymptotique de la solution
du théoréme 1, qui montre que celle-ci & méme comportement qu’une solution
linéaire lorsque le temps tend vers I'infini.

Théoréme 2 Il existe vy, € L®(R?) telle que (1+ |z|)Mvs € L¥(R2) et que
la solution u du théoréme 1 vérifie

1 .22
© 10+ (a0 = 150 D) ) an = 00— o0

pour tout 6 €]0, 3.

Indiquons la stratégie générale de la preuve. Nous effectuons le changement

de variables
(7) T=t X= %

et recherchons u en fonction d’une nouvelle inconnue w sous la forme

1 .2
(8) u(t,xz) = ge“_tw(t, %) .
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Si on pose §(T, X) = Tff2 et Z = (Z21,25),Z; = D;fj + %, u est solution de

(5) si et seulement si w vérifie

2 . . [
9) { (Dr + l;—’z‘)w = 7eQ1(w, Zw) + 17 Qq(w, Zw)
W|IT=1 = €W

ol wy est défini & partir de uy par (8) & T = 1.

Dans les nouvelles coordonnées, Dx est la traduction de 'opérateur tD, —
3, qui est d’utilisation constante dans les problémes d’existence globale a
données petites pour 1'équation de Schrodinger (il s’agit de ’analogue des
“champs de Klainerman” dans ce cadre). Expliquons quelles sont les difficultés
dans 'obtention de solutions globales pour (9).

Le premier probléme qui se présente est lié au fait que le membre de droite
de (9) contient des dérivées de la forme ZXw. Compte-tenu de la forme de
I'opérateur, il serait naturel de rechercher la solution dans un espace de la
forme

(10) {we I2(R); Dy (2X)"w € 17}
pour des indices s et s’ fixés assez grands. Le membre de droite de (9) serait
alors au mieux dans un espace de la forme (10) avec s’ remplacée par s'—1. Or
la seule utilisation de la conservation de la norme L? par résolution linéaire ne
permet pas de récupérer une telle perte de dérivée. La maniére de contourner
cette difficulté est toutefois bien connue : il suffit en effet de faire appel
a l'effet régularisant local de 'opérateur de Schrédinger. En I'absence des
fonctions oscillantes €, 2 dans le membre de droite de (9), on pourrait
donc espérer résoudre le probléme dans une version localisée de 1'espace (10).
Ces facteurs oscillants introduisent toutefois une difficulté supplémen-
taire : en effet Dye® = TXe® tend vers l'infini si T — 400, donc ne peut
appartenir & un espace du type (10) avec s > 0 et estimations uniformes en
temps. La seconde idée que nous utiliserons consistera & éliminer ces facteurs
oscillant par ’adjonction & w de termes correcteurs. Cela permettra de rem-
placer dans le membre de droite de (9) les expressions €@y, e3(Q, par des
termes du méme type dans lesquels les exponentielles oscillantes sont rem-
placées par des quantités de la forme (1 + %—3‘)’]\’6“’, (1+ %)’Ne*‘q'w, (ou,
de maniére équivalente, (1 + TX2)Ne (1 + TX?%)Ne 3¥) avec N assez
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grand. De telles expressions ne sont pas dans un espace de type (10), mais
appartiennent a une version affaiblie de celui-ci, donnée par

Dx
VT

ou s est de I'ordre de N. Il se trouve que cet espace affaibli sera suffisant
pour nous permettre de résoudre le probléme étudié.

Dx

(11) {we LR ; (Z2)(55) we L}

2 Espaces de Sobolev

Nous allons définir précisément ’espace du type (11) que nous utiliserons.
Dans la mesure ol nous ne reviendrons pas aux anciennes coordonnées, nous
notons désormais (¢, z) au lieu de (7, X).

+oo )
Nous fixons une partition dyadique de I'unité x (&) + > ¢(277€) = 1 avec
0

X € CP(R?) , ¢ € C°(R? — {0}) et nous définissons les multiplicateurs de
Fourier associés pour v € S'(R?)

A =Fp(277E)o(€)],j €N
Av =FHx(€i(&)],

+00
de telle maniére que v = ) Aj;v. La caractérisation de l'espace H® par
-1

(12)

la condition [|A;v|z < C¢;277% pour une constante C' > 0 et une suite

(¢;); dans la boule unité de £ admet une version localisée : choisissons ¢ €

C(]—1,1[%), ¢ > 0 telle que Y. ¢(x—q) = 1. Si ¢ (z) = ¢(x — q), Uespace
qeZ?

H?* est caractérisé par l'existence de C' > 0 et d’une suite (c;,);, dans la boule

unité de £3€2 telle que pour tous j, g

(13) g (2)Ajv]| 12 < Ceje2 7% .

Si la condition K?ﬁg est remplacée par E?Ego, nous obtenons une version unifor-
mément locale de I'espace H®. Nous allons nous inspirer de cette caractérisa-
tion pour définir les espaces dans lesquels nous mesurerons I'effet régularisant

local de 'opérateur de Schrodinger.
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Définition 3 Soient s, s', a, o des réels, r € [1,+o0]. Une distribution v(t, x)

est dans ’espace F;,’Z’,,T siv € L2 ([1,+00[,S'(R)) et s'il existe C > 0 et

des fonctions (c;q(t));q vérifiant

(14) N | |
olld(2)Ajv(t, 2)llr2an) < Cejo() () () L+ ) o1+ %)~

{+1
esup ([ les(t)PL) € £(25).

La signification de la condition précédente est la suivante :

e L’indice s (resp. s') indique le nombre de dérivées du type % (resp. %)

que l'on peut faire agir sur v tout en conservant des estimations uniformes

en temps dans la région de ’espace de Fourier % > 1 (resp. % > 1).

e L’indice a (resp. o) mesure le comportement de o(t, £) dans la zone % <1

(resp. @ < 1).
e La condition sur c;,(t) est une condition localement L? par rapport a %,
I’exposant r mesurant la décroissance de v par rapport & z — oo.

Nous utiliserons aussi la version suivante de ’espace d’énergie associé a
I’équation :
Définition 4 On note H**, Uespace des v € L2 ([1,+oo, &' (R?)) telles

o, loc
qu’il existe C > 0 et (c); dans la boule unité de ¢* avec

% o 2,
(15)  [[Aj(t, o)l L2 < CCj(%) (7) (1+ %) (1+ ?) )

L’inégalité linéaire que nous utiliserons est alors donnée par le théoréme
suivant :

Théoréme 5 Soient s, s, a, o’ des nombres réels vérifiant

(16) %+a'<0,s+a20,s'+a’20.
1
Sivg € Ht ' (R?) et f € Faszz,’f, la solution v du probléme
(17) (Dy + Dt—g) v =f
V=1 = Yo
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/g1
ss+2

est dans H Zi, NF, v et vérifie
(18) [0l oo 0]l _cwry <O Mvollgars + 1 FIl_awmy )
*a,a’ Fa,al,o?) Fa,a’,12

La preuve du théoréme repose sur les mémes idées que celles utilisées par
[12] dans le cadre local en temps. L'inégalité (18) refléte l'effet régularisant
local de Kato : relativement & l'indice §', il y a gain d’une demi-dérivée par
rapport & la donnée initiale et d’une dérivée par rapport au second membre.

3 Réductions et preuve du théoréme d’existence
globale

Nous utiliserons pour la recherche de la solution I’espace

’ s.g/+1 '
(19) B, =F T

a,a’ ;00 a,a’ ,00 —a,o!

(ainsi que I'espace analogue obtenu en remplagant ci-dessus oo par r) pour
des indices a, o, vérifiant

(20) —2<a+a'<—1,a'>1,%+a'<0,

i.e. lorsque (a, @') reste dans la partie hachurée du dessin ci-dessous :

'

Ao
(-4.2)

De plus, (s, s') vérifieront

(21) a+2d'+4>s>ad' +2, a+2d +4>s>2(a+2a' +2),s+s >10.
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Dans la pratique, (a, ') sera proche du point (—4, 2) dans la zone hachurée,
s sera proche de 4, par valeur inférieure, dans les deux intervalles déterminés
par les deux premiéres conditions (21), et s’ sera suffisamment grand.

Remarquons que l'inégalité (15) de la définition de ﬂi’j;,, entraine que si
v est dans cet espace, l'injection de Sobolev fournit la majoration suivante
de [lv(t, )|z :

(22) [v(t, )z < Z [Ajo(t,)|lpe < 022] |Ajo(t, )|
2] j 2]
< 2]

c Z C Z \/_ t)

729 <Vt ],\/_<21<t

j !

PILIE 2y
jit<2i

Les deux derniéres sommes se majorent compte-tenu de (20), (21) par

C (\/flfa +tl3 ) qui tend vers 0 si t — 4o00. La premiére somme est contro-
lée par Ct~ 2% Si nous avions £ + o' > 0, les éléments de Ea’a 0o devraient
donc tendre uniformément vers (] lorsque t — +o00 : cet espace ne pourrait
donc pas contenir la solution de I’équation (D; + )u = 0. Cela explique

I'hypothése § + o' < 0 dans (20). Le calcul (22) nous montre alors que nous
ne pouvons espérer déduire de ’appartenance a E;so:,oo une estimation uni-
forme en norme L°°. Dans la mesure ol nous aurons besoin d’un espace dont
les éléments sont uniformément bornés en temps, nous introduisons

D
23 B =B, nL®=E, v (=)o € L
(3) B, =B, o, { () }

ou x € C°(R?),x = 1 prés de 0, et ou la derniére inégalité provient du fait

qu’une estimation L* de (1 — X(%))v découle du calcul (22).

Indiquons l'idée de la preuve du théoréme sur un exemple dans lequel
nous ne retenons que l'une des contributions au membre de droite de (9) :

D? 1., D
24 D, + =2 w = —ew (=2 w) .
(24) (D + 2w = 0 (“w)
Nous souhaitons résoudre ce probléme dans un espace du type E; ‘Z, oo les

indices vérifiant (20) et (21). En particulier s doit étre assez grand. Nous
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ne pouvons toutefois espérer mettre w dans un tel espace puisque dans le
membre de droite e n’admet pas I'action d’une seule dérivée en % tout
en conservant des estimations uniformes lorsque t — 4+00. Nous allons donc
tenter d’éliminer le terme le plus singulier du membre de droite en recherchant

w sous la forme
(25) w=v+ Vi(v)e

ol v sera assez régulier et V;(v) une fonction de v a déterminer. Plus préci-
sément, nous souhaitons trouver

(26) ve B, ., Vilv) € BSVTN C B,
ot (3 est donné par # = 2(a + o + 1) et est donc un indice proche de o + 2
lorsque (a, @) est voisin du point optimal (—4, 2). De plus nous désirons que
Vi(v) ait une certaine décroissance en espace i.e.

(27) (Viz)*Vi(v) € 2L

!
& 71

Si nous substituons I’expression (25) dans (24) nous obtenons

(Di+ 28) (0 + Vi(v)el®) = LettyPery

(28) +1e2 [0 21V, 4 V3 oo

D
+%e319V1%V1 + autres termes.

Examinons les diverses contributions au membre de droite, en écrivant de
maniére générale un produit a.b sous forme de paraproduits et restes, suivant

Bony [1],
(29) ab=T,b+ Tya + R(a,b),

et en nous souvenant que si a et b sont L, le premier terme a la méme
régularité que b, et le second la méme régularité que a. Appliquons cela avec
a = ¥ b = VI%VL Compte-tenu de I'hypothése (26), et sous réserve
d’étudier les produits d’éléments des espaces que nous avons introduits, il est
raisonnable de conjecturer que b € Ezsa’,_ 11. Par conséquent, T,b+ R(a, b) sera
aussi dans cet espace. Pour prouver que a.b posséde cette méme régularité,
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il reste d’aprés (29) & étudier Tya. Or, modulo des commutateurs que nous
n’écrivons pas, cette quantité vaut

—4 _3i0\ __ 7
(30) T(<\/Zac>2v1)(<\/5@2%VI)«\/E"J> ™) = Tab .

L’hypothése de décroissance (27) permet de montrer que & posséde une régu-
larité minimale, qui assure que la régularité de (30) est essentiellement celle
de b. Or I'action de % sur e faisant apparaitre un facteur croissant comme
(v/tx), la structure de b montre que ce terme peut appartenir 4 un espace du
type E ‘;, - bour s < 4, ce qui est I'une des conditions imposées a cet indice.

Ce ralsonnement laisse donc espérer que (30), et par conséquent e3¢V} %Vl,
sera dans E>* SR L.

Considérons maintenant le premier terme du membre de droite de (28) :
posons a = €%, b = UDxlv Comme ci-dessus, I’hypothése de régularité (26)
sur v entraine que T,b + R(a b) est dans E” o o 11 Par contre, dans la mesure
ou v, a la différence de V;, n’a aucune decrmssance nous ne pouvons espérer
mettre Tya dans un espace du méme type. Nous allons donc choisir le cor-
recteur V] (v) de maniére a éliminer cette contribution génante. Remarquons
d’abord que

D2

(31) (D; + "

“2)(e") = AU, D)

ou A(t,&) = ? + % est un symbole elliptique d’ordre 2 en % Nous posons
alors

(32) Vi(v) =T b., (A(t, D)7'¢”) .

Remarquons que ce choix de V;(v) assurera la condition de décroissance (27) :
'action de A(t, D)1 sur e? fait gagner deux dérivées de la forme 2 \[ ce qui

de maniére équivalente se traduit par le gain d'un poids (v/tx)~2 devant
I'exponentielle. D’autre part, nous aurons d’aprés (31)
(33)
(Dt + 12—23) (€Vi(v)) =T o.,, ((Dt + ?—E)A(t, D)’lew> + commutateurs
t

= ;T ., ¢ + commutateurs.
t

Par conséquent, (28) entraine

2
(34) (Dt 4+ L ) = %em |:’UDT

t2

thl v} + %R(v)
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ou R(v) € EY ‘;, 1 - Les termes entre crochet dans le membre de droite de (34)
on une décroissance en (v/tx)~2. Par conséquent, ils ne peuvent appartenir
& un espace de la forme précédente avec s > 2, alors que les conditions
(21) imposent que s soit proche de 4. On est donc conduit & éliminer la
contribution peu réguliére du terme entre crochets en itérant la méthode
de correcteurs que nous venons d’appliquer. Sans entrer dans les détails,
indiquons simplement qu’en répétant celle-ci, on réduit en fait (34) & une
équation de la forme

(35) (Dt + —2> b= %R(fu)

avec R(v) € EY Sa, -

L’étape suivante consiste a résoudre (35) par une méthode de point ﬁxe,
lorsque les données sont assez petites. Pour trouver une solution v € E; sa, o
il nous faut d’une part vérifier que le terme quadratique R(v) envoie cet es-
pace dans E? ’a, 1 Comme indiqué ci-dessus, cela résulte de la construction
de R(v) et de la preuve de théorémes de produit adaptés. Il faut d’autre

/
, . . , -1 . N o, .
part vérifier que si f est donné dans E.° ", la solution du probléme linéaire
9 k)

(Dt + ?—;) v = 1f avec donnée initiale H*** est dans E®*, . L’apparte-

a,a’ ,00
nance a Ea’sa 0o découle de l'estimation linéaire du théoréme 5. Il reste donc
a obtenir, compte tenu de (23), une majoration L* de v. Celle-ci va découler

de l'utilisation de 1'équation. En fait, la construction de R(v) entraine
(36) R(v) € Es’fx,_l avec 3 = 2(a+ o' +2).

Comme §+ o > 0, la majoration (22) implique que ||R(v)(t,.)||z~ =
0(t~%) t — +oo pour un réel § > 0. Un raisonnement d’injections de Sobo-

lev du méme type permet de déduire de appartenance de v a Ezsa o umne

estimation du méme type pour || “v( Nz = 0(t717%) t — 400 pour un
0 > 0. L’estimation L*> cherchée en découle par intégration en temps. La
résolution de (35) résulte alors d'un point fixe standard.

Indiquons pour terminer quelques difficultés supplémentaires que nous
avons occultées jusqu’a présent, et la maniére d’y faire face :

e Afin de résoudre (35), nous avons besoin d’obtenir (36) i.e. R(v) €

E% sa, ;- Le dernier indice inférieur dans cet espace indique que R(v) doit
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avoir une certaine décroissance en lorsque  — oo. Or v est dans un espace
uniformément local de type E® o « €t R(v) est essentiellement quadratique

a,a!,
en v. On ne peut donc espérer déduire de la seule hypothése v € E; Z, une
condition de décroissance sur R(v). Pour contourner cette difﬁculte nous
sommes amenés a introduire des versions a poids des espaces précédents.
Cette complication supplémentaire est également imposée par la structure

du terme nonlinéaire comme indiquée ci-apreés.

e Le membre de droite du modéle (24) que nous avons étudié ne refléte
pas parfaitement la structure du membre de droite de (9). Un choix plus
judicieux serait de prendre comme nonlinéarité

1. 1 . D T
37 —ePw(Zyw) = —ew [ =2 + = | w
(37) et w(Ziw) = - -t
qui fait apparaitre le poids z;. Afin de compenser celui-ci au voisinage de
I'infini, on est donc amené & introduire des espaces a poids de la forme sui-
vante

a,a’ ,00 aa’oo’ a,o!

(38)  Erua(M) ={ve B vy e, |7|<Mx7veE”_M}

pour M entier assez grand. On définit de méme E* (M) en remplagant

Q, of ,O0
dans (38) E par E, et on recherche la solution de (35) dans ce dernier espace,
aprés avoir réduit (9) & une équation de ce type, en écrivant w sous la forme

(39) w=wv+Vi(v)e? + V_g(v)e 3

pour des correcteurs convenables V; (v), V_3(v). Nous renvoyons a [6] pour des
énoncés plus complets (et plus techniques) concernant les conditions vérifiées
par ces correcteurs.

Indiquons enfin ou dans les raisonnements précédents intervient 1’hypo-
thése de structure (4).

e La condition (4) interdit des nonlinéarités du type uD,,u ou (Dy;u)(Dy,u).
La raison pour laquelle nous ne savons pas traiter de telles expressions est
lite au fait qu’aprés une réduction du type (8), on obtient une équation (9)
avec dans le membre de droite un terme oscillant en e =% Or la phase —@ est

“presque caractéristique” pour 'opérateur Dy + . Plus précisément, on a
D? , A
(40) (De+=2)(e ) = ;e—”
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pour une constante non nulle A. Ceci est & comparer & (31), dans lequel A
est remplacé par un opérateur elliptique d’ordre 2 A. Par conséquent, si 'on
essaie d’éliminer le terme oscillant du membre de droite de I'équation par
un correcteur du type (32), le gain de deux crans fourni par A(¢, D) ! est
remplacé par A1, qui ne donne aucun gain de régularité (ni de décroissance).
Le correcteur n’a donc plus de décroissance en une puissance négative de
(v/tx), ce qui entraine que le reste qu’il induit dans le membre de droite de
I’équation n’est pas meilleur que la quantité que 'on cherchait & éliminer!
La méthode de correcteurs devient donc inopérante. Il s’agit certainement la
d’une difficulté intrinséque au probléme, car le méme phénoméne de “calcul
asymptotique sans gain” apparait si 'on tente de construire des solutions
formelles pour ce type de nonlinéarités.

e Les autres nonlinéarités exclues par (4) sont les expressions en u?, 4. La
raison qui nous interdit de traiter celles-ci est liée au fait que pour controler
la solution v dans L, nous avons besoin de la propriété (36) avec un indice 3
tel que g—i— o/ > 0. Dans le cas de ’exemple que nous avons traité, le fait que

. -~ ! '_1 L,
R(v) envoie E2°, dans E3° " résulte de la structure en w2 w du membre
a7a ,OO ﬂ’a 71 D t
1

de droite de (24) : pour les petites fréquences, = fournit un gain qui est
la clef de la preuve de (36). Rien de tel ne se produit pour des nonlinéarités
en u? ou %2, et nous ignorons si on peut espérer I'existence globale dans ce
cadre.
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