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LA METHODE DE L’ENTROPIE RELATIVE POUR
LES LIMITES HYDRODYNAMIQUES DE MODELES
CINETIQUES

F. GOLSE, C. D. LEVERMORE, AND L. SAINT-RAYMOND

1. STRUCTURE FORMELLE DES MODELES CINETIQUES

La théorie cinétique classique décrit un gaz au moyen d’une fonc-
tion positive F' = F(t, z,v) représentant la densité des molécules qui,
A linstant ¢, se trouvent & la position x € RP (D = 2 ou 3) et sont
animées de la vitesse v € RP. Cette fonction F' est habituellement
nommeée “fonction de distribution” ou “densité microscopique”. Sup-
posons que les interactions entre molécules sont a courte portée. A
I’échelle du libre parcours moyen, c’est a dire la distance moyenne
parcourue par une molécule entre deux interactions avec les autres
molécules, ces interactions prennent la forme de collisions binaires ponc-
tuelles et instantanées.

L’évolution de F' est gouvernée par une équation cinétique de la
forme

(1) 8,F +v-V,F =C(F).

Le membre de gauche de (1) décrit la variation de F' die au mou-
vement rectiligne uniforme effectué par chaque particule entre deux
collisions, tandis que le terme C(F') décrit la variation de la population
de particules ayant une vitesse donnée en un point donné sous 1'effet
des collisions avec les autres particules.

L’exemple le plus fondamental d’opérateur de collision C est fourni
par l'intégrale de collision de Boltzmann

(2)  B(F,F)(t,z,v) = //SplxRD(FlFll — FF)c(v — vp, w)dwdv,

ou les notations F, Fy, F' et F] désignent respectivement les valeurs
F(t,z,v), F(t,z,v), F(t,z,v") et F(t,z,v]), les vitesses v’ et v] étant
définies en fonction de v, v; et w par

(3) vV=v—(v—v)w, vy=v(v—v) w.
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Ces relations représentent toutes les solutions du systémes d’équations
aux inconnues v’ et v}

(4) Vv =vto, O+ P =l 4
qui expriment la conservation de 'impulsion et de 1’énergie cinétique
pour toute collision entre paire de particules animées des vitesses v’
et v] apres collision et des vitesses v et v; avant collision, et vice-
versa. (On se limite au cas de gaz purs monoatomiques, pour lesquels
I’hypothese de collisions élastiques entre particules de méme masse n’est
pas trop irréaliste). La fonction c est appelée “noyau de collision”; elle
est de la forme
w-(v—u
(5) c(v—v,w) =|v—v|8 <|v—v1|,M>
v — v

ou X est la section efficace d’'une molécule (que I'on détermine & partir
de l'interaction entre molécules par un calcul de scattering classique:
cf. [18] §18). On supposera que le noyau de collision vérifie ’hypothese
dite “de cutoff angulaire des potentiels durs” de Grad [15], & savoir
qu’il existe C' > 0 et s € [0, 1] tels que, pour presque tout z € R” et
w e S§P-1

0<c(z,w) <Clz-w|(1+|2*1)

/ ez, w)dw > C V2| (14 |2)) L.
gD-1

L’intégrale de collision (2) fut proposée par Maxwell [25] dans le cas de
densités microscopiques indépendantes de x; 1’équation cinétique (1)
ou C est cette intégrale de collision (2) fut écrite par Boltzmann [4].
La dérivation rigoureuse de 1’équation de Boltzmann pour un gaz de
N spheres dures de rayon r a partir des équations de Hamilton dans
la limite ot NP~ — 0 (dite de Boltzmann-Grad) est diie & Lanford
[19]; voir aussi [7], [5].

L’exemple de 'intégrale de collision (2) suggere de considérer la classe
de tous les opérateurs de collision C vérifiant

(6)

e il existe un sous-espace vectoriel £ dense dans L!'(dv) et un
cone K ouvert dans £ et invariant sous l’action du groupe des
déplacements de RP tel que C définisse une application de classe
C? de K dans L'((1 + |[v]?)dv);

e pour tout déplacement 7 de RP et tout f € K, ona C(foT) =
C(f)oT;

e pour tout f € L et touti=1,...,D,1'on a

@ [ enw= [ ucw= [ Peia=o
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e (Théoreme H) pour tout f € K, C(f)In f € L*(dv) et I'on a

(8) /RDC(f)lndeSO,

avec égalité si et seulement si f est une distribution maxwelli-
enne, c’est a dire si et seulement si f est de la forme

_ _ P _lo—uf?
9) f(0) = Mpup(v) = We %
avec p > 0,0 > 0et u e RP.
e toute distribution maxwellienne appartient a I et annule C.

De méme que dans le cas de l'intégrale de collision (2), on notera
C(F)(t, @, v) = C(F(t,2,-))(v);

autrement dit, C agit sur la seule dépendance en v de F' et traite t et
x comme des parametres.

L’intégrale de collision de Boltzmann (2) f — B(f, f) est un exemple
d’opérateur de collision C vérifiant les propriétés ci-dessus, en prenant
par exemple pour K Iensemble des fonctions f continues sur R? et
vérifiant

f>0, f=0(|*"?) et |Inf|=0O(jv|*) pour |v] = +o0.

On en trouvera la preuve par exemple dans [7], [9] ou encore [5]. Sig-
nalons seulement que cette preuve repose sur les symétries de I'intégran-
de de (2) exploitées par Maxwell dans [25]; le théoreme H est di a
Boltzmann [4].

Bien que I’équation de Boltzmann ait été rigoureusement établie a
partir du principe fondamental de la dynamique, l'intégrale de col-
lision B décrite en (2) est un objet d’'un abord difficile, aussi bien
sur le plan numérique que théorique. Il est donc naturel de chercher
d’autres opérateurs de collision, vérifiant les propriétés ci-dessus, mais
d’écriture plus simple. Le plus connu de ces opérateurs est celui de
BGK (Bhatnagar-Gross-Krook)

(10) Cpax (f) = vips) (Mg — f)

avec les notations

(11)
1 1 1 2
ps = fdv, wup=— [ wfdv, 0;=— plv —us"fdv,
RD Pf JRP Pf JRP

ainsi que
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La fonction py — v(ps) > 0 est appelée “fréquence de collision”. On
vérifie aisément que I'opérateur de collision de BGK, Cpgx est défini
sur le méme coéne K (cité plus haut) que 'intégrale de collision de
Boltzmann, et qu’il vérifie la liste des mémes propriétés fondamentales
énumérées ci-dessus.

2. LIMITES HYDRODYNAMIQUES FORMELLES

Les limites hydrodynamiques de I’équation (1) sont celles ou la den-
sité microscopique F' est bien approchée par une maxwellienne dont les
parametres p, u et 6 sont des fonctions lentement variables de ¢ et x.
Par “lentement variables”, on entendra que les variations relatives de,
disons 10%, de ces parametres n’apparaissent que sur des échelles de
longueur et de temps grandes devant respectivement le libre parcours
moyen et le temps moyen entre deux collisions successives subies par
la méme particule.

De plus, le caractere incompressible d'un écoulement gazeux est le
cas limite correspondant & de faibles nombres de Mach (voir par ex-
emple [17], [20]). Au niveau cinétique, cela équivaut a considérer le
cas de densités microscopiques qui sont de petites perturbations d’une
maxwellienne uniforme donnée. Autrement dit, les densités micro-
scopiques relevant de ce type de limite asymptotique sont les f > 0
ol la vitesse macroscopique |uy| est treés faible devant la vitesse du

son 4/ %9]@ qui représente la vitesse d’agitation moléculaire moyenne.

Des mouvements macroscopiques appréciables dans un tel écoulement
gazeux ne sont donc observables qu’en temps grand.

Ces considérations conduisent a réécrire I’équation cinétique adimen-
sionnée sous la forme

1
(13) €. +v -V, F, = e—mC(F) ,

ou 0 < € << 1 (voir [2] pour une discussion détaillée de ce type de
scaling). Parallelement, on cherchera F, sous la forme d’une petite
perturbation d’une maxwellienne uniforme:

(]_4) FE = M(1 + 6g6) s ou M = M(l,(),l) .

(On peut toujours ramener la maxwellienne uniforme de référence M
a la gaussienne centrée réduite, par changement de repére galiléen et
scaling de la densité et de la température).

La forme particuliere (14) de la densité microscopique suggere d’effec-
tuer un développement de Taylor de 'opérateur de collision a 'ordre

2 en la maxwellienne uniforme de référence. Ceci amene & définir
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I'opérateur de collision linéarisé

(15) Lg=—M dC(M) - (Mg)
ainsi que de la hessienne de I'opérateur de collision
(16) Qlg,g) = sM~'d°C(M) - (Mg, Myg).

On postulera que £ possede la propriété suivante

e [ se prolonge en un opérateur de Fredholm auto-adjoint et posi-
tif sur L?(Mdv) de noyau

(17) Ker £ = Vect {1,vy,... ,vp,|v[*}.

Dans le cas de 'opérateur de BGK, on vérifie que 'opérateur de colli-
sion linéarisé est proportionnel & la projection orthogonale de L?*(Mdv)
sur Vect {1,vy,...,vp, |v|*}*, ce qui rend le résultat ci-dessus évident.

Dans le cas de 'opérateur de Boltzmann, la démonstration de la pro-
priété ci-dessus est diie & Grad [15]. La démonstration, trés technique,
repose sur ’hypothese (6) et constitue I'un des résultats mathématiques
fondamentaux sur I’équation de Boltzmann.

On peut alors réécrire 1’équation cinétique adimensionnée en termes
de fluctuations de densité microscopique

1
(18) eatge +v- ngﬁ + Eﬁgé = 6m_1Q(Qe> ge) + O(Gm_l) .
On utilisera désormais la notation

(19) (p) = ¢(v)M (v)dv , pour tout ¢ € L*(Mdv).

RD
Les quantités suivantes jouent un role fondamental dans ces limites
hydrodynamiques:

(20) Aw)=v®@v—3[v’I, B=1lv(v]>?-D-2).

Les composantes de A et de B appartiennent & (Ker £)* = Im £ car £
est un opérateur de Fredholm auto-adjoint. On notera £L7'A4 et L7!B
les antécédents de A et B appartenant & (Ker £)*.

Les limites hydrodynamiques formelles de (18) sont décrites ci-dessous.
Commencons par le cas de la limite Euler:

Théoréme 1. [1] Supposons que m > 1. Soit F,, famille de solutions
positives de (13) dont les fluctuations ge définies par (14) convergent
p.p et au sens des distributions vers une limite g lorsque ¢ — 0. On
suppose en outre que les familles

(21) (1+[v]*)ge et (1+ |7 Al +[L£B])Q(e, 9c)
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sont relativement compactes dans w-L;}, (dt;w-L'(Mdvdzx)). Alors g
est une mazwellienne infinitésimale

(22) g(t,z,v) = p(t,z) + u(t,z) v+ 0(t,z)1(jv]’ — D)

ot le champ des vitesses u et les fluctuations de densité et de température
vérifient les relations d’incompressibilité et de Boussinesq

(23) Viu=0, Vip+60)=0,
ainst que les équations d’Euler des fluides incompressibles

(24) Ou~+u-Vyu+ Vyp=0,
Le cas de la limite Navier-Stokes est presque semblable, mais il faut
expliquer comment 'on calcule la viscosité v et la diffusion thermique
k. Ces coefficients sont précisément donnés par les relations suivantes,
qui découlent de I'invariance de £ par rotation, héritée de celle de C:

(25)
<£_1AijAk:l> = V((sik(s_ﬂ + 6il6jk - %5ij5kl) ; <£_1BiBj> = %H(sij .

On vérifie grace a la positivité de £ que ces coefficients sont bien stricte-
ment positifs. Alors

Théoréme 2. [1] Supposons que m = 1. Soit Fe, famille de solutions
positives de (13) dont les fluctuations g. définies par (14) convergent
p.p et au sens des distributions vers une limite g lorsque € — 0 en
vérifiant (21). On suppose également que les suites

(26) (LAl + L7 B])[v]ge

sont relativement compactes dans w-L}, (dt; w-L*(Mdvdzx)). Alors g
est une mazwellienne infinitésimale (22) ou le champ des vitesses u
et les fluctuations de densité et de température vérifient les relations
d’incompressibilité et de Boussinesq (23) ainsi que les équations de

Navier-Stokes des fluides incompressibles

ou+u-Vou+ Vpp =vAgu,

2
(27) Ol +u-V,0 =rA0.

Ces résultats sont formels, car les hypotheses de convergence p.p.
de g. ainsi que les compacités faibles (21) (26) sont les points les plus

difficiles & vérifier. Ils reposent tous deux sur les relations (7) qui
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permettent d’écrire le systeme de lois de conservation
€0(ge) + Vi-{vge) =0,
(28) €01 (vge) + Vi (Age) = — 5 Vil 0] %ge) ,
edyz(([v]* = D — 2)g.) + Vi (Bge) = 0.

Ensuite, le fait que le coefficient du terme de plus haut degré en 1/e
dans (18) soit Lg., joint & la connaissance du noyau de £ explique la
forme limite (22). Maxwell [25] avait déja remarqué que le probléme de
la limite hydrodynamique vers le systeme d’Euler de la dynamique des
gaz compressibles se réduisait a savoir “fermer” un tel systeme de lois
de conservation. Dans le cas qui nous occupe, cela veut dire exprimer

1
~(Ag)) et H(Bgo)
en fonction de

<ge> ) <Uge> ) %<(‘U|2 -D-— 2)ge> )

au moins dans la limite ou € — 0.
Précisément, pour passer a la limite dans les termes

L(Age) et (Bge)

on les réécrit comme
(LTALiLg) et (LT'BiLg.).

On remplace ensuite le terme %[ﬁge par sa valeur tirée de 1’équation
(18). Nous renvoyons a [1] pour un calcul détaillé.

3. EVOLUTION DE L’ENTROPIE RELATIVE

Il existe plusieurs type de méthodes pour démontrer des résultats
comme les théoréemes 1 et 2. Hilbert étudia le probleme de la limite
hydrodynamique vers le systéme d’Euler de la dynamique des gaz [16]
dans le cadre de son 6eme probleme:

“Le Livre de M. Boltzmann sur les Principes de la Mécanique nous
incite a établir et a discuter du point de vue mathématique d’une maniére
compléte et rigoureuse les méthodes basées sur l'idée de passage a la
limite, et qui de la conception atomique nous conduisent au lois du
mouvement des continua”

Sa méthode consistait a représenter la solution F, par un développe-
ment en puissances de e. Il fallut attendre le travail de Caflisch [6] basé

ID. Hilbert: Sur les problémes futurs des mathématiques (trad. L. Laugel) pp.
58-114, Comptes-Rendus du 2éme congrés international des mathématiciens (Paris
1900), Gauthiers-Villars, Paris (1902).
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sur les estimations de Grad [15] du noyau de collision linéarisé pour que
la validité d’un tel développement asymptotique tronqué soit prouvée
localement en temps (avant 1’apparition de chocs dans le systéme lim-
ite). Dans [10] est expliquée l'utilisation de cette méthode dans le cas
du théoreme 2.

Toutefois ces méthodes ne sont pas adaptées au traitement de solu-
tions faibles, et donc n’envisagent qu'un ensemble maigre de solutions
dans la classe de toutes celles qui sont physiquement admissibles. Une
approche basée sur la fermeture du systéme (28) et sur les propriétés
de compacité découlant de I'équation de Boltzmann (13) a été pro-
posée dans [2]. Malheureusement, ces résultats ne sont pas tout a fait
complets, car ils reposent sur la possibilité d’écrire le systéme (28),
ce qui n’est pas garanti par la théorie actuelle des solutions faibles de
I’équation de Boltzmann die & DiPerna-Lions [11]. Nous verrons que
la théorie des solutions faibles du modéle de BGK est, a cet égard, plus
favorable.

La méthode que nous proposons ici est hybride, en ce qu’elle peut
considérer des solutions faibles de (13) mais utilise de maniére cruciale
que la solution du probleme hydrodynamique limite que ’on cherche
a approcher est au moins lipschitzienne. L’idée d’utiliser la notion
d’entropie relative pour ce type de probleme vient d’une part de la
notion de convergence entropique développée dans [2] et surtout de
I'élégante solution trouvée par H.T. Yau [29] au probleme de la limite
hydrodynamique des modeéles de Ginzburg-Landau.

Nous allons présenter cette méthode dans le cas de la limite Navier-
Stokes pour des solutions classiques de I'équation de Boltzmann.

Définition 1. Soit A une mesure positive sur un espace mesuré (X, A).
Soient F et G deuz éléments positifs de L' (X, X). L’entropie relative
de F' par rapport a G est

H(F|G) :/X [Fln (g) —F+G] dA .

(On remarquera que l’intégrande est une fonction définie A\-p.p., posi-
tive et mesurable, de sorte que l'intégrale est bien définie).

Soit donc u et @ solutions classiques des équations (27) sur R, x TP
(voir [8]). Pour € > 0 assez petit, €|6(t,z)] < 1 pour tout (¢,z) €
R, x TP. Posons alors

(29) Me(t,x,v):M(l_ee(t’x)’%’%)(v).
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Soit F, famille de solutions classiques de 1’équation de Boltzmann
rescalée (13) sur R, x TP x RP. Posons
1
Hf(t) = 6_2H(F€(t7 i ')|M€(t7 g )) )

et calculons

dH, d 1 d 1 M,

avec les notations de la section précédente. Dans toute la suite, nous
utiliserons la notation

(30)  b(v)=2%(Jv’—D—2), sibien que B(v)=b(v)v.

Observons que

M.
In ( ) = —T(u,8)+ edb(v) +eu-v,
M
avec
e2u?

(1 — )
Ainsi, en utilisant la relation d’incompressibilité V,-u = 0 ainsi que les
équations de Navier-Stokes (27), on trouve que

dH, 1d

(31) Le(u,0) = 5 — Z2(In(1 — €f) + ) .

dt = 6—2% <G€1nG€>d$
(32) — 28 06 + eu- G — (@T(w, )]
€
N TR e Ay o Ay A
T 24 el Ge)ax 1 2 3 4,

ou

33) L= 612 / le(u- VO — kAO)(BG.) + OV - (BG.)] da,

34 L=— [le(u-Vu+Vp—vAu) G +u-V - (AG.) dz,

62
1 1
(35) I; = 2 EV (VG )l e(u, 0)dx ,
(36) L= 612 / (GOT.(u, 0)dz

Etudions séparément ces diverses intégrales. D’abord

(bGe) = —1 + €(bg,) ,
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de sorte que

1
2 e(u -Vl — kAB)(bG)dx = /(u - VO — kAB){bg.)dzx .
Puis, en tenant compte du caractere auto-adjoint de £ dans L?(Mdv)
et du fait que, pour tout g € Ker £ 'on a (cf. [1], [5], Lemma 2.5, p.
74)

(g, 9) = 3L9°,

on trouve

<BGe> = €2<(£_1B) %*Cge> = 62<(£_1B) [Q(gﬁa gf) - (Eat +uv- Vm)ge]>

= (B — (L B)v- V. )

+ 62<(£_1B) [Q(gea ge) - Q( I{gea I{ge) - 681596 — v Vm(ge - I{QC)D

ot #(t,z,-) est la projection orthogonale (au sens de la mesure Mdv)
de ge(t,z,-) sur Ker L. Autrement dit

B, m,-) = pe(t,z) + uc(t, ) - v+ 0(t,z)(b(v) + 1)
de sorte que
(bge) = 0.(b*) — (pc + 0) = 220, — (p. +0,)
et que
(BG,) = %ez[uﬁe — kV0O|
— (L Bv- V(9. — %))
+ (L7 B) [Q(9e, ) — Q(Te, ") — €Drge]) -

Par conséquent
(37)

I = f [2£20,(u- V0 — KA0) + ZE20(V - (u ) — KA0)dz + Ry

avec
(38)

Ry = / (ub — KVO)V (pe + 0c)dz — / OV - (L7'Bv - Va(ge — "))dz

+ /0V : <(£_1B) (Q(geage) - Q( I{gea I{ge) - eatge»dx'

De méme, en tenant compte de ce que u est a divergence nulle, on a
(39)

]2:/[ue.(u.Vu+vp—uAu)+u-(V-u;@z—uAue)]derRz,
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avec

Ry = —/u V(LT Av - Vo (9e — Ho))dx
(40)
+/wvwwﬂ®@@ﬂa—q%u%wﬂmmm.

Ecrivons enfin

(41) I = —/V uck (B20% + |uf?) dz + Ry
avec

(42) R3 = /V cue [BE2267 + Lul® — LTe(u,0)] dz,
ainsi que

(43) L= _/ [252|V6]2 + v|Vul?] dz + Ry,
avec

(44) Ry = / [(1 + epe)e%atrﬁ(u’ 0) — 0 (T+2%92 + %|u|2)] de .

En regroupant toutes les relations (37) & (44) et en intégrant (32) en
temps sur [0, ¢], on trouve

(45)
H(t) = He(0)

t
- / / BE2Y0 - [(ue — u)(be — 0) — ub — 2V 0, + kVb]dzds

0

t

- / /Vu (ue — u)®? — u®? — 20Vu, + vVuldzds

0
+5 [(GmGta)ds - 5 [(6.nG)(0,2)ds

€ €

t ¢
+ / (R1 + Ro + Rs + Ry)ds + / /ue - Vpdzds .
0 0

Notons alors

t
X. :/ /gy\vu* + VT 2+ 22|70, Pda
(46) 0

1 1
+ 2 /(G6 InG)(t, z)dx — = /(G6 InG)(0, z)dz
ol (ux, 0,) est un point limite de (u., 0.) dans w-L>®(dt; L'(dz)) lorsque

€ — 0 (cf. la proposition 3.1 de [2] pour 'existence de tels points
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limites). D’apres [2] (lemme 4.7 et premiere inégalité de la p. 703), on
trouve que
(47) limsup X, <0.

e—0

Tenant compte de ce que u est a divergence nulle, on obtient alors que

(48)
H(t) = H(0)
—/t/¥va-(ue—u)(9€—a)dms
//Vu —u®2dxds+/tR1ds+X
/ [ 19— )+ V. — )T+ 2219 (6, — 6) P,

t
Ri:R1+R2+R3+R4+/ /ue-Vpda:ds

—2/[VVU:V(U€—U*) BE£2V0 - V(0. —0,)] dx .

D’apres (48) et (47),
H(t) < H(0)

(49) +/0 (IVu + VuT|peo () + || V0|1 (5)) He(s)ds

t
+/ (R + R2)ds + X, ,
0

Ri(t) = ([Vu + V|| oo (£) + | VO] = (2))

. ( / (L, — u’(t, 7) + 22210, — 0P (¢, 2)] da — He(t)) |

Si I'on savait que
(51)
la famille g2 est relativement compacte dans w-Lj,.(dt; L' (dx)),

(50)

alors on vérifierait sans peine que, pour tout ¢ > 0,

t
/ (R + R2)ds — 0
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lorsque € — 0. L’inégalité de Gronwall appliquée & (49) permettrait
alors de conclure que

H. —0

uniformément sur tout compact lorsque ¢ — 0, ce qui garantirait en
particulier que

ge = u - v+ 6b(v)

dans L2 (dt; L*(Mdvdz)) lorsque € — 0. Précisons d’ailleurs cela au
moyen de la notion de convergence entropique introduite dans [2].

Définition 2. Une famille a. de L*(Mdvdz) converge entropiquement
a ordre m > 0 vers a lorsque € — 0 ssi

e a. — a dans w-L*(Mdvdz) lorsque € — 0;
o 1+¢e"a. >0 p.p. pourtoute>0
o ¢ H(M(1+ €™a)| M) — 2f

La convergence entropique a un ordre m > 0 quelconque implique
la convergence forte dans L}, (dz; (L'((1+ |v[*)Mdv)): cf. proposition
4.11 dans [2].

Remarquons enfin que 'hypotheése (51) n’est pas vide: en effet elle
est vérifiée dans le cas de solutions classiques de 1’équation de Boltz-
mann convergeant vers des solutions classiques (& données petites) de
I'équation de Navier-Stokes: voir [3]. Toutefois, elle n’est pas absol-
ument nécessaire. On en utilise seulement une variante affaiblie (cf.
la section suivante), et ce uniquement dans le cas des limites Euler ou
Navier-Stokes incompressibles de solutions faibles globales de I’équation
de Boltzmann. Si l’on part de solutions faibles globales du modele de
BGK, il est inutile d’avoir recours a (51), comme on le verra également
dans la section consacrée a ce modele.

4. PRINCIPAUX RESULTATS DANS LE CAS DE L'EQUATION DE
BOLTZMANN

Nous allons esquisser dans cette section I’application de cette méthode
aux solutions renormalisées de I’équation de Boltzmann construites par
DiPerna-Lions [11] (rappelons qu’il s’agit, pour le moment, du seul
cadre ol 'on sache construire des solutions globales au probleme de
Cauchy pour I’équation de Boltzmann, pour toute donnée physique-
ment admissible, c’est & dire de masse, d’énergie et d’entropie finie).

Voici un théoreme portant sur la limite Navier-Stokes, correspondant
au résultat formel énoncé dans le théoréeme 2, et obtenu par la méthode
d’entropie relative. On se retreindra dans cette section au cas ou le
domaine spatial est le tore T?. Un énoncé équivalent sur la limite

Euler est exposé dans [5], (Théoréme 2.10, p. 108).
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Théoréme 3. Soit une famille g" — g™ = u™(x) - v entropiquement
a lordre 1, ot u™ est un champ de vecteurs & divergence nulle sur TP
tel que ’équation de Navier-Stokes

ou+u-Vyu+ Vpp =vAgu,

(52) Ve-u=0,

ot la viscosité v est donnée par (25), admette une solution classique
globale u de donnée initiale uw'™. Soit alors F, solution renormalisée
de l’équation de Boltzmann rescalée (13) avec donnée initiale Fei—o =
M(1 + eg™). Supposons que
e pour tout € > 0 la solution renormalisée F, satisfait a la loi de
conservation locale de ['tmpulsion

1
(53) 8t/vF€dv + ;Vm-/'v QvF.dv=0;
e la famille des fluctuations g. = F;X/IM vérifie
(54)
| |2 g€2

—=F—— est relativement compacte dans w-L*(dt; L*(Mdvdx)) .
I+ §6|ge‘
Alors ge(t,z,v) — g = u(t,x) - v entropiquement a l’ordre 1 pour tout
t > 0 lorsque € — 0, ot u est la solution de (52).
Cet énoncé appelle quelques remarques. En premier lieu, la con-
servation locale de I'impulsion (53) semble garantie par la propriété
(7). Malheureusement, les solutions renormalisées de DiPerna-Lions

ne vérifient pas 1'équation (13) au sens usuel des distributions, et seule
la conservation globale de I'impulsion est prouvée, a savoir la relation

/ (wF)(t, z)dz = / (WE)(0, )dz .

Ensuite, ’hypothése (54) peut paraitre étrange. Certes, il s’agit d’un
affaiblissement de I’hypothése (51) de la section précédente. Mais on
observera surtout que, a € > 0 fixé, la quantité

g:
1+ 3elgel
croit linéairement en g., ce qui rend plausible son controle par le théoreme
H, qui implique en particulier que
1 1 .
(55) 5 [wtes e < 5 [ heo@yis
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avec la notation h(z) = (1 + z)In(l + 2) — 2. Evidemment on ne
peut espérer controler g2 par (55) parce que la fonction h est sous-
quadratique. Ce & quoi une analyse minutieuse (basée sur l'inégalité
de Young pour les transformées de Legendre) de I'inégalité (55) conduit

a I’énoncé
e
su —— Yt,x)dx < +0,
t,6>1z)/ <1 + €lgel >( )

sup [ (o) ea)de = O(|mel),

>0 1+ %dge‘

lorsque € — 0: voir [2], corollaire 3.2 (3) et proposition 3.3. On voit
ainsi que I’hypothése (54) est sans doute beaucoup moins irréaliste que
(51) dans la généralité des solutions renormalisées (toutefois, comme
on I'a dit plus haut, 'hypothése (51) se trouve satisfaite dans certaines
situations particulieres, comme le cadre des solutions régulieres utilisé
par Bardos-Ukai [3]).

On observera également que cette méthode ne nécessite de démontrer
aucun résultat de compacité sur les solutions de (13). Ce trait I'oppose
a celle utilisée dans [2] dans le cas stationnaire, qui est basée sur les
résultats de moyennisation en vitesse des équations cinétiques [14], [13],
ou a celle de [21] pour le cas d’évolution qui utilise, outre la moyen-
nisation, les idées de Schochet sur le filtrage des ondes acoustiques,
sous une forme renouvelée dans [22]. La compacité est démontrée
par propagation de la convergence entropique initiale, au moyen de
I’estimation d’entropie relative présentée dans la section précédente.
Evidemment, la méthode de [21] permet de considérer des données
moins bien préparées que celles du théoreme 3, pour lesquelles elle
établit la convergence faible des fluctuations de densité microscopique.

Cette remarque sur la compacité explique pourquoi il existe un énoncé
analogue pour la limite Euler: cf. [5], théoréme 2.10 p. 108. En effet,
démontrer un résultat de compacité a priori des fluctuations de la den-
sité d’impulsion pour les solutions de (13) dans le cas m > 1 demeure un
probléeme ouvert majeur des EDP non linéaires, analogue au probleme
de la compacité pour des solutions de I’équation de Navier-Stokes avec
viscosité évanescente. La méthode d’entropie relative permet, la-aussi,
d’éviter cette question en utilisant la propagation de la convergence
entropique initiale, et reste pour l'instant la seule facon d’aborder la
limite de solutions renormalisées de 1’équation de Boltzmann vers des
solutions classiques de ’équation d’Euler incompressibles. Il semblerait
d’ailleurs (voir [23]) qu’on puisse éviter d’y supposer la conservation lo-

cale de I'impulsion.
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Voici, pour terminer, quelques indications sur la preuve.

Esquisse de la preuve. Comme on ne s’intéresse pas a 1’évolution des
fluctuations de température, on part de 'inégalité (48) ol ’on fait § =
0. On va la réécrire en I’adaptant un peu a cause de la renormalisation.
Notons dans ce qui suit

3
N€:1+%6gf, Ve = ZlnNe

les quantités liées a la renormalisation au sens de DiPerna-Lions, ainsi
que

G b .
© 1+ 3elg|’

et #§la projection orthogonale (au sens de la mesure Mdv) de g.(t, z, )
sur Ker £. Autrement dit

Ho(t,2,-) = pe(t, x) + te(t, ) - v+ 0.(t, 2) (b(v) + 1)

Un calcul fastidieux mais guere plus compliqué que celui de la section
précédente montre, grace a la conservation locale de I'impulsion (53),
que

(56)
t
H.(t) = H.(0) — / /Vu 08 —ue @ u— u @ u + (1 + ep)u®?|drds
0

t ¢
+Y6—V/ /|V(u* —u)|2dxds+/ R3ds.
0 0

Le terme Y, est analogue au terme X, de la section précédente:

t
YEZ/ /%V|Vu*+Vu*T|2
0

1 1
+ 5 [Gamaanis - GG,

2
11 vérifie également:

limsupY, <0,
€—0
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(loc. cit.). Enfin le terme de reste est donné par la formule
(57)
R=Y,— V/ 'V (u, — u)|?dz + 2V/Vu : V(ue — uy)dx

€

+ / Vp - (U, — epou)da — ¢ / Vu i V(po))ds

ot L
+/Vmu : <(£ A)e 1 N Lg. Ydz
+ / Vot : (LTTA® v(ye — Tge))dz + € / Vou : (L7 Adyye)da .

Un calcul élémentaire montre que
/ (Vu: [682 —ue @ u—u ® ue + (1 + epe)u®?]|dx
< / \Vu: (e —u)®?|dz
+ / [V : [(ue — @) ® u—u® (u. — i) — epu®]|dw
< / Vi, — ulds + / Yl [2ful|ue — ] + e|pe|[ul?]dz
< [ 19l - 20+ (14 p)fuPlda
+2/|Vu\[2\u|\u€—ﬁ€\ + elpe|ul?)dz
< 2|Vl H, + 2 [ Val2ulu. - 2] + elpdjulde,
puisque (voir [5], p. 105, formule (2.305-306)) ’on a

é/(GglnGdeZ %/(gf)dxz %/(Hf]f)dxz %/\u6\2dx.

Grace a cette deniere inégalité, on peut conclure en appliquant 'inégalité
de Gronwall comme expliqué dans la section précédente. L’hypothese
(54) permet enfin de montrer que les termes de reste tendent vers 0
(voir la discussion qui en est faite dans [5] p. 104, particuliérement
les résultats a-b, qui proviennent de [2] que 'on pourra consulter pour
plus de détails). O
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5. PRINCIPAUX RESULTATS DANS LE CAS DU MODELE DE BGK

Nous terminons cette description de la méthode d’entropie relative
en montrant comment on peut 'appliquer pour établir la limite Euler
du modele de BGK & fréquence de collision constante (disons égale
a 1 dans ce qui suit). On pourrait également utiliser cette méthode
pour le cas de la limite conduisant aux équations de Navier-Stokes
(couplées a I'équation de température), mais un résultat récent permet
de démontrer cette limite par des méthodes de compacité, et donc pour
des données initiales beaucoup plus générales: voir [28].

Le calcul formel de ’avant-derniére section permet d’ailleurs d’espérer
obtenir a partir du modele de BGK les équations d’Euler incompress-
ibles couplées a I’équation de transport de la température. Malheureuse-
ment, il subsiste encore des difficultés pour aller au dela d’un énoncé
formel.

On part donc du probleme de Cauchy pour le modele de BGK, con-
sidéré ici dans I'espace entier:

1
€0 F. +v-VyF. = —(Mp —F.), t>0, z,0€R”,
(58) e

F.(0,2,v) = F"(z,v) = M(1 +eg™(z,v)), =z,veRP.
On supposera que, lorsque € — 0,
(59)  g"(x,v) = ¢"(x,v) = u™ - v entropiquement & 'ordre 1.

Perthame [26] a démontré I'existence globale de solutions faibles pour
(58). Sa démonstration ne fait appel & aucun argument de renormal-
isation, et par conséquent, les solutions obtenues vérifient les conser-
vations locales de I'impulsion et de 1’énergie. Elle doit étre légérement
modifiée afin de prendre en compte des données initiales vérifiant (59)
— il consideére en effet des solutions convergeant vers 0 pour |z| — 400,
et non pas, comme ici, vers la maxwellienne M. Ainsi, pour tout ¢ > 0
fixé,

(€0 +v - V) (F. — M) € L>(dt; L*((1 + |v|?)dvdz)),
Fuimo — M € L'((1 + |[v]*)dvdz) .

Il suffit alors de multiplier chaque membre de 1’égalité ci-dessus par
|z -v/(1 + |z|?)Y/? (voir[24]) et d’intégrer sur [0,7T] x RP x RP pour
en déduire que F, € L} (dtdx; L*(Jv[*dv)). C’est cette estimation qui
légitime immédiatement les lois de conservation formelles obtenues a

partir de (7) pour C = Cpgk-.
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Théoréme 4. Soit une famille g vérifiant (59) ot u™ est un champ
de vecteurs a divergence nulle sur RP tel que I’équation d’Euler

ou+u-Vyu+ Vyp=0,

(60) Veu=0,

admette une solution classique u sur [0,T] x RP de donnée initiale u™,

et telle que Vu+ VuT € L®([0,T] x RP). Soit alors F. solution faible
de l’équation de BGK rescalée (58). Alors g.(t,z,v) = Mf&iw —
u(t,z)-v entropiquement a l’ordre 1 lorsque € — 0 pour tout t € [0,T],

ot u est la solution de (60).

Esquisse de la preuve. La démonstration de ce résultat suit de tres pres
celle du théoreme 3, & cela pres que ’on n’a pas besoin de s’inquiéter
du terme de production d’entropie (on utilisera seulement le fait que
ce terme est positif).

La principale différence vient de la facon dont on contréle le terme

1 1
2 // Vu: (v—eu)*?F.dvdr par 6—2H(F€\M(1,w,1)).

Comme dans [27], on utilisera ici la décomposition
1 1
—2// Vu: (v—eu)**F.dvds = — // Vu: (v — eu)®® Mg, dvdx
€ €

1
+ —2/ Vu: (v—eu)®*(F. — Mg,)dvdz
€ DE(t)

1
+ —2/ Vu: (v—euw)®?(F. — Mg,)dvdz
€ D2(t)

oll les ensembles D! (t) et D?(t) sont définis par
D.(t) = {z € R” |[epc(t,2)| < 5, le(uc(t,z) —u)| < 3, |ef] < 3},

et
DL(t) = (De (1)
Sur DL(t), on voit facilement que le terme de production d’entropie

controle F.— M, alors que sur D?(t) ce terme est controlé par I'entropie
relative. Voir les détails dans [12]. O
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