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Jean DUCHON!, Raoul ROBERT?

! Université LYON 1, Laboratoire d’Analyse Numérique,
CNRS UMR 5585, Bat.101, 43 bld du onze novembre 1918,
69622 Villeurbanne cedex, France.
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Résumé.

On étudie I’équation locale de 1’énergie pour des solutions faibles des
équations d’Euler et Navier-Stokes incompressibles tridimensionnelles. On
explicite un terme de dissipation provenant de 1’éventuel défaut de régularité
de la solution. On donne au passage une preuve simple de la conjecture
d’Onsager, améliorant un peu I’hypothése de [1]. On propose une notion de
solution dissipative pour de telles solutions faibles.

1 Introduction.

Dans cette étude, nous nous intéressons pour I’essentiel aux équations de
Navier-Stokes et Euler, incompressibles et tridimensionnelles. Par souci de
simplicité nous nous limiterons a 1’étude des écoulements sur le tore 7 =
(R/Z)? (conditions aux limites périodiques).

Considérons en premier lieu I’équation de Navier-Stokes. Pour un champ
de vitesse initial uy d’énergie finie, il est bien connu qu’il existe au moins une
solution faible (i.e. au sens des distributions) au probléeme de Cauchy [4, 5, 6].
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A priori cette solution est dans I'espace L>®(0,T; L?)NL?(0,T; H') et on n’a
pas de régularité suffisante pour montrer qu’elle satisfait 1’égalité de ’énergie ;
on sait seulement qu’on peut construire une solution faible vérifiant :

d r1, 9
— | = <0.
dt/?u dx—i-l//(Vu) dx <0

Nous montrons dans un premier temps que pour toute solution faible u de
I’équation de Navier-Stokes, on peut expliciter un terme de dissipation D(u),
distribution sur 0, T[x T, lié au défaut de régularité éventuel de la solution,
et tel que 'équation locale de I'énergie soit satisfaite :

1 1 1
at(EuQ) + div(u(§u2 +p)) — VA§U2 +v(Vu) ! +D(u)=0.

Ainsi la non conservation de I’énergie pour les solutions faibles de Navier-
Stokes a une double origine : d’une part un terme de dissipation visqueuse
et d’autre part un terme lié a un défaut de régularité éventuel de la solution.

En ce qui concerne 1’équation d’Euler, nous considérons des solutions
faibles dans I'espace L3(0,T; L?). Bien qu'il n’y ait & I’heure actuelle aucun
résultat général sur l’existence globale en temps de telles solutions, on en
connait des exemples (considérer n’importe quelle solution faible bidimen-
sionnelle donnée par le théoreme de Youdovitch [10]).

Selon une approche d’étude de la turbulence qui remonte & Onsager [7] il
se pourrait que le flot turbulent tridimensionnel soit convenablement décrit
par de telles solutions faibles. Il est facile de voir par une simple intégration
par parties que les solutions régulieres d’Euler conservent I'énergie, mais ce
calcul ne s’étend pas aux solutions faibles. On a pu mettre en évidence des
solutions faibles qui ne conservent pas I’énergie (Scheffer [9], Shnirelman [8]).

Les considérations précédentes sur la dissipation dans I’équation de Navier-
Stokes s’appliquent de la méme maniere aux solutions faibles d’Euler, pour
lesquelles on a également une équation locale de ’énergie :

at(%lﬂ) + div(u(%uz +p) +D(u) =0

Onsager avait conjecturé que des solutions faibles d’Euler satisfaisant une
condition de régularité hélderienne d’ordre > 1/3 devaient conserver I'énergie
cinétique. On doit a Eyink [2] d’avoir mis 'accent sur 'intérét de cette ques-
tion, il a également donné une preuve de la conservation de I'énergie sous
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I'hypothese plus forte que le champ de vitesse est holdérien d’ordre > 1/2.
Constantin, E et Titi [1] ont ensuite donné une preuve simple et élégante de
la conservation d’énergie sous 'hypothese plus naturelle et plus faible que u
est dans I'espace de Besov B3> avec o > 1/3.

La forme explicite du terme D(u) nous permet de donner une preuve de
la conjecture d’Onsager sous une hypothese de régularité un peu plus faible.

On aborde ensuite le probleme de distinguer parmi les solutions faibles
d’Euler ou Navier-Stokes celles qui sont physiquement acceptables. On constate
tout d’abord que les solutions faibles de Navier-Stokes construites par Leray
vérifient D(u) > 0. On montre également que toute solution faible d’Euler
qui est limite forte de solutions régulieres des équations de Navier-Stokes
vérifie cette méme condition. Ceci nous conduit a définir des solutions faibles
dissipatives : celles qui vérifient D(u) > 0.

2 Equation locale de I’énergie pour des solu-
tions faibles de Navier-Stokes et Euler

L’essentiel de notre démarche est exprimé par les deux résultats qui
suivent.

Proposition 1 Soit u € L?(0,T; H') N L*°(0,T; L?), une solution faible de
l’équation de Navier-Stokes sur le tore T :
o+ 0;(uu) —vAu+Vp=0 (1)
divu=0
Pour toute fonction ¢ indéfiniment dérivable & support compact sur R?,
positive, paire et d’intégrale 1, on note

et
D.(u)(z) = % [ V(&) dusu)?de, ot bu= (e +€) ~ u(a)

Alors, quand ¢ tend vers 0, les fonctions D, (u) (qui sont dans L*(]0, T[xT))
convergent au sens des distributions sur |0, 7[x7 vers une distribution D(u),
indépendante de ¢, et on a I’équation locale de I'énergie :

1 1 1
8t(§u2) + div(u(§u2 +p)) — VA§U2 +v(Vu)>+ D(u) =0 .
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Preuve. En utilisant I'inclusion de Sobolev de H! dans L% on voit facilement
que u est dans L3(0,T; L?) et donc usuy est dans L3/2(0,T; L*/?) de méme
que p puisque en prenant la divergence de 1’équation (1), on obtient :

—Ap = 8k6i(uz-uk),

si on désigne par p I'unique solution périodique de moyenne nulle, 'opérateur
linéaire qui a wu;uy fait correspondre p est fortement continu sur L? pour tout
1 < q< oo, et donc p € L¥2(0,T; L3?).

Maintenant régularisons ’équation (1) (on convole par ¢°), en posant
u® = ¢° xu, il vient :

ou® + 0;(wu)® —vAu* + Vp* =0,

on multiplie scalairement cette équation par u et (1) par u® puis on fait la
somme, on obtient :

O¢(u.u®) + div((w.u®)u + p°u + pu®) + E. — vA(u.u®) + 2vVu.Vu* =0,
ol on note
Es(t, .’L‘) = a,'(u,-uj)euj - uzu]@uj .

Puisque u € L3*(0,T;L?), u.u® converge vers u? et (u.u®)u + pu + pu®
converge vers (u? 4 2p)u au sens des distributions sur 0, T[x 7.

Comme de plus Vu® tend vers Vu fortement dans L?(]0, T[xT), E.(t, )
converge au sens des distributions vers

—0y(u?) — div(u(u? + 2p)) + vAu® — 2v(Vu)? .
Par ailleurs, un calcul direct donne
/Vgos(ﬁ).éu(éufd& = —0;(usuju;)° +20; (usug) uj +0; (ujuy) u; — 2uzu;0;u5 .

Or 0;(ujuj)*u; = 0;(ui(uju;)°), & cause de I'incompressibilité de u.

De plus 0;(u;(u;u;)® — (ujuju;)°) tend vers 0 au sens des distributions sur
10, T[xT et donc [ V©(£).0u(du)?dé a la méme limite que 2F.. B

Le méme raisonnement s’applique intégralement pour une solution faible
de ’équation d’Euler (v = 0) et donne.
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Proposition 2 Soit u € L*(0,T; L?) une solution faible de I’équation d’Eu-
ler. Alors les fonctions D.(u) convergent, au sens des distributions, vers
D(u), distribution indépendante de ¢ et on a l’équation locale de I’énergie :

8t(%u2) + div(u(%u2 +p))+D(u)=0.

Remarque. Dans les deux propositions précédentes, le terme D(u) mesure
une éventuelle dissipation (ou création) d’énergie liée & un défaut de régularité
du champ u, ce terme est sans rapport avec la présence ou non d’une viscosité.

Enonc¢ons maintenant une condition de régularité simple impliquant

D(u) =0.

Proposition 3 Supposons |[u(t,z + &) —u(t, z)||z3ax) < Ct)|E]M30(€]), ot
o(a) tend vers 0 avec a, et [I C(t)%dt < +o0.

Alors D(u) = 0.
Preuve. Ona | [ V¢ (€).0u(du)?dé| < [ |V (€)]|dul?dE, intégrons sur |0, T[x T

Jat [|D:(u)|dz < [dt [|Ve[lu(z+§) - ul@)lzs, dE

< Jo C%dt [ % |Ve(E)liElo®(1€])de ,
et en posant & = 7 on voit que ce terme tend vers 0 avec ¢. B

Remarque. Si u vérifie la condition de régularité ci-dessus on obtient donc,
en intégrant en x I’équation locale de I'énergie, que I'énergie cinétique est
conservée pour une telle solution faible de I'équation d’Euler. Ceci donne
une preuve de la conjecture d’Onsager [1, 2, 7] sous une hypothése un peu
plus faible que u dans I'espace L*(0,7"; By"*(T)) avec o > 1/3 et ou By'™®
désigne de maniere standard ’espace de Besov.

3 Un modele de turbulence physiquement ac-
ceptable ?

La question est toujours posée de savoir si des solutions faibles peu
régulieres de 1’équation de Navier-Stokes, pour lesquelles I'unicité n’est pas
connue, ou bien d’hypothétiques solutions faibles de I’équation d’Euler pour-
raient décrire de facon pertinente les écoulements turbulents a grand nombre
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de Reynolds. Il semble raisonnable de demander a ces solutions des condi-
tions supplémentaires : 'une d’elles peut étre que le défaut de régularité ne
puisse pas conduire (méme localement) & de la création d’énergie. Autrement
dit, on devrait avoir D(u) > 0 sur |0, T[x 7.

Il est tout a fait remarquable que cette condition soit satisfaite par toute
solution faible de Navier-Stokes, obtenue comme limite d’une sous suite de la
suite u® des solutions de I’équation régularisée introduite par J. Leray [4,5] :

ou® +8(( *ui)uf) — vAu® + Vp* =0,
div(u®) =0 ,u®(0) = ¢ x uy .

Pour tout uy donné dans L? et tout € > 0, cette équation a une solution
C® unique u®. La suite u® est bornée dans L%(0,T; H') N L*°(0,T; L?) et,
modulo I'extraction d’une sous suite, on peut supposer que u® converge vers
u, solution faible de Navier-Stokes, faiblement dans L?(0, T'; H') et fortement
dans L3(0,T; L?). Or pour cette équation régularisée, on a 1’équation locale
de I’énergie :

at(lus2

1 1
5 )+ div((¢° * us)iu62 +pfu’) — I/A§u52 +v(Vu®)? =

on en déduit que v(Vu®)? converge au sens des distributions vers
L o . Ly L,
~0,(5u%) — div(u(zu® +p)) + A u’,

Pour toute fonction (¢, z) indéfiniment dérivable & support compact et po-
sitive, la fonctionnelle [f(Vu)?(t, z)dzdt est convexe et faiblement s.c.i. sur
L?(0,T; HY), et donc

1@)//(%5)2 b(t, x)dzdt > // (V)2 (t, ) dadt |
d’olt lim v(Vu®)? —v(Vu)? = D(u) > 0.
Remarque. A ce stade deux questions naturelles se posent.

1) Existe-il des solutions faibles de I’équation de Navier-Stokes dans
L*(0,T; HY) N L*(0,T; L?) telles que D(u) soit non nul ?

2) La condition D(u) > 0 redonne la condition d’entropie usuelle si on I’ap-
plique au cas de 1'équation de Burgers a une dimension d’espace (condition de
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sauts négatifs). Cette condition suffit-elle & assurer I'unicité pour les solutions
faibles de Navier-Stokes ?

Nous appellerons dissipative une telle solution faible.

La proposition suivante montre que la condition D(u) > 0 apparait na-
turellement pour des solutions faibles d’Euler.

Proposition 4 Soit u dans L3(0,T; L®) une solution faible de 1’équation
d’FEuler qui est limite forte dans cet espace d’une suite de solutions dissipa-
tives de Navier-Stokes (lorsque la viscosité tend vers 0). Alors D(u) > 0.

Preuve. Les solutions faibles de Navier-Stokes u” vérifient :
1 1 1
8t(§u”2) + div((iu”2 +p")u”) — I/A§UV2 +v(Vu')?+D(u”)=0.
Comme u” tend vers u fortement dans L*(0,7T; L*), on en déduit :

lim (v(Va)® + D(u")) = —8t(%u2) — div((Eu? + p)u) = D(w),

v—0 2

au sens des distributions, et donc D(u) > 0. B

Remarque.

Soit u dans L*(0,T; L*) une solution faible d’Euler, dissipative au sens
D(u) > 0. Alors c’est une solution dissipative au sens de P.L. Lions [6]; en
effet, il est facile de voir que toute solution faible telle que % i %ude < Oest
une solution dissipative au sens de Lions. En fait cette derniére condition est
beaucoup moins exigeante puisqu’ elle n’empéche pas a priori la création lo-
cale d’énergie dans certaines régions de I’écoulement mais concerne seulement

le bilan global.

4 Le cas bidimensionel.

En dimension deux la situation est plus claire en ce qui concerne I’équation
de Navier-Stokes. Pour toute donnée initiale uy dans L? on a une solution
faible unique dans L*(0, T; HY)NL> (0, T; L?) et cette solution vérifie 'égalité
de I’énergie :

%/uZ(T, x)dx + I/AT dt/(Vu)zdac = %/ug(x)da: )

On a méme un peu mieux.
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Proposition 5 Soit u la solution faible unique de Navier-Stokes décrite ci-
dessus, alors D(u) = 0.

Preuve. Partons de I'inégalité d’interpolation

2/3 1/3
[u(t, z, +€) — u(t, )| 13w < Cll6ull25|ullifs |

en utilisant ||0u||g2 < [£] ||u] g1, il vient
loullzs < Clel lullznlloullze < ClElllull: - (2)

D’autre part, on obtient immédiatement

1
1D ()| 1 (a2) < E/va(ﬁ)\ [u(t, z + &) — ut, 2)l|s ()9

donc en utilisant (2)

C
< =

1D-(w) sy < S Il [ 1V0(6) lelde

est donc majoré presque partout sur [0, 7] par une fonction intégrable fixe.
De plus, pour presque tout ¢ dans [0,7] on a

lu(t, = +e€) — ult, 2)||23(an) < C*IEL lullzn
et donc, pour presque tout ¢, || D.(u)||z1(az) — 0 quand € tend vers 0. Et en
appliquant le théoréme de Lebesgue, on obtient D(u) = 0. B
Examinons maintenant le cas des solutions faibles d’Euler 2D.

Pour ugy dans L? telle que wy = rot ug € L™, r > 1, on sait qu’il existe une
solution faible u dans C'([0, co[; W) (cas 7 < 0o) [6]. D’apreés I'inclusion de
Sobolev, pour 7 > 6/5, on a W' C L3 alors D(u) existe et on a 1’équation
locale de I'énergie avec D(u). On a également

Proposition 6 Soit u une solution faible d’Euler comme ci-dessus avec
r > 3/2, alors D(u) = 0.

Preuve. Appliquons 'inégalité de Holder :

[u(z + &) = u(@)llz2aw < loullz: 0wl ol

1
3 r q

< clg]*lullarllowl
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prenons ¢ = 52—, de sorte que || [|ze < ¢|| [lwr, il vient

[6ullzs < cfg|*[lallwr

_5_ 2
avec @ = 3T re
Sir > 3/2, on peut toujours trouver o > 1/3 et donc appliquer la propo-

sition 3. W

5 Explicitation de D(u) et loi du 4/5.

On a vu que D(u) ne dépend pas de ¢, on va lexprimer & partir de
fonctions & symétrie radiale ¢(|¢|). Un rapide calcul donne

D.(u) = - 7 ¢ ryar /| (u( + ) — u(z))20u.edo (),

T4

Notons

S(u)(zr)= [ (a(z+r€) ~ u(@)*bugdo(c)

il faut bien siir supposer un peu de régularité sur u (par exemple u continu)
pour que cette expression ait un sens. Ecrivons

S(u)(z,er)

1 oo
D(w) = [~ @yt ==

supposons maintenant que lorsque € — 0, S(u)@e) tende vers une limite notée

s(u)(x), alors D.(u) — s(u) [5° ¢ (r)r*dr = —3=s(u) .

La loi du 4/5 exprime que pour un champ turbulent aléatoire stationnaire
homogene et isotrope u on doit avoir

£ _ 4
(o1 = ~5Dlel.

ou D est le taux de dissipation d’énergie par unité de masse et { ) la moyenne
statistique.
Sans hypothese d’isotropie, on peut montrer (cf. Frisch [3])

D= —%div§((5u)2(5u>|§:0 ,
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d’oti en intégrant par rapport a & sur la boule || < ¢ on obtient :

3 .1
D= ~T6m lim g< |§|:1(5u)2(5u.§d0(§)) )

On voit que notre expression de s(u) :
1
= lim — du)*ou.&d
s(w) =li > [ (Gu)sugdo(e)

donne tout simplement une forme déterministe locale de cette expression de
la dissipation.
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