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Introduction

On s’intéresse au systeme de Navier-Stokes incompressible tridimension-
nel dans I'espace tout entier,

Qu - _ Au—V - (u®u)— Vp,
ot
) o
u(z,0) = wo(z), z € R t>0.

Il est bien connu qu’il existe une unique solution globale en temps pour ce
systeme, sous une hypothese convenable de petitesse pour la donnée initiale
([12, 11, 3, 14]). Un exemple classique est 'existence d’une solution v €
C’t(H %). Par ailleurs, on dispose de résultats de persistence: si en outre ug €
H!, alors la solution u est (globalement) continue en temps & valeurs dans
H'. Une facon de prouver un tel résultat consiste & montrer que la norme
H' de la solution est en fait une fonction de Lyapunov, c’est-d-dire une
fonction décroissante du temps. Par exemple, dans [12] I'inégalité suivante
est prouvée:

d
(2) Va3 < —2(Vul3(1 — Cllull 4).
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ce qui entraine immédiatement la décroissance de la norme homogene ||u/| 41,
pourvu que |[u|| .1 reste petit. Par ailleurs la norme L? de la solution u décroit
grace a l'inégalité d’énergie, ce qui permet de conclure. En 1989, T. Kato a
étendu ce type de résultat au cas des données ug € L3. Plus précisément, il
a montré 'inégalité suivante

d
(3) 1 ullp S =1 = Cllulls) @ (J°w),

ounJ = (I—- A)%, §>0,2<p<ooet @, une quantité dépendant de u et
de ses dérivées. On obtient ainsi une famille de fonctions de Lyapunov, qui
ne proviennent pas d'une norme d’énergie.

Nous nous proposons d’étendre ce type de résultats au cas des espaces
de Besov, qui se sont révélés comme un cadre naturel pour les équations de
Navier-Stokes depuis les travaux de [3]. Nous renvoyons le lecteur & [4] pour
une discussion sur l'intérét de disposer de telles fonctions de Lyapunov, et a
[5] pour une présentation plus détaillée des résultats qui vont suivre.

Rappelons, pour terminer cette introduction, la définition des espaces de
Besov & I'aide de I'analyse de Littlewood-Paley [1, 15]:

DEFINITION 1

Soit 1 € S telle que 1[3 =1 pour 1 < ¢ < 2 et nulle en dehors de % <é< g
On définit A;f = 2"4)(27-) x f. Alors une distribution tempérée f est dite
appartenir a I'espace de Besov homogene B;”q(R") si d’'une part ) ; A;f
converge vers f “en un sens raisonnable” et si d’autre part

(4) 20N fllp, = €5 €1

Q[

cette derniére quantité servant a définir la norme, soit || f|| gsa = (32;€5)7 .

1 Résultats et démonstrations
Nous allons démontrer le théoreme suivant,

THEOREME 1
Soit ug une donnée initiale dans B,?, avec s = f—) —1, p,q > 2, tels que

(5) -+ ->1



Alors, il existe une constante C(p, q) telle que, si une solution u de (1) vérifie
l’estimation

(6) sup lu(z, )|l gz10 < Clpsq),

la norme |[u(z, t)|| g3« est une fonction de Lyapunov, c’est-da-dire une fonction
décroissante du temps.

Il importe a ce stade de faire plusieurs remarques : des exemples d’espaces
vérifiant les conditions du theoreme sont H3 Bg’3 qui est légerement plus

grand que L3, ou encore B4 i . L’existence de solutions dans les espaces
considérés est par ailleurs garantie par les résultats connus d’existence a
donnée petite dans I'espace BMO™" [12]; sachant que [ju(z,?)]|g-10
||u(z,t)||Baro-1, la condition (6) peut étre interprétée comme une condition de
petitesse sur la donnée initiale venant s’ajouter a celle nécessaire pour obtenir
'existence. Il est bon de noter que la constante C(p,q) tend vers zéro lors-
qu’on se rapproche de 'égalité dans la condition (5). Enfin, la démonstration
du théoreme repose de fagon cruciale sur I'utilisation des normes dyadiques
définies dans l'introduction.

L’idée de la démonstration est simple et s’inspire de la démarche de Kato
[13]. On cherche a établir une inégalité différentielle du type (3) mais pour
les normes construites & partir des blocs dyadiques Aju. Pour ce faire, on
applique 'opérateur de localisation en fréquence A; a I'équation (1), puis on
multiplie par |AjulP~2Aju:

d _ _
M) G5l + 6 [ 18P0 auPds S [ 188V (e w)lds,

ou l'on a intégré par parties le terme contenant le laplacien, P désignant
le projecteur sur les champs a divergence nulle. A ce stade, il convient de
remarquer que lorsque p = 2, 'estimation précédente n’est rien d’autre que
I’estimation d’énergie, et que ce type d’estimation permet par exemple de
construire des solutions dans H2 [6, 7]. Cependant, lorsque p # 2, le second
terme & gauche de 'inégalité (7) ne parait pas facile & traiter. L'intérét de
la localisation fréquencielle réside alors dans le lemme suivant, qui constitue
une espece de lemme de Poincaré [16]:
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LEMME 1
Soit f une fonction de la classe de Schwartz, dont la transformée de Fourier
est & support en dehors de la boule B(0,1). Alors, pour tout réel p > 2,

®) [iw<c, [veise

Nous renvoyons le lecteur & [16] pour une version plus générale du lemme
ainsi qu’une preuve complete, qui repose sur une intégration par parties dans
chaque direction z;, apres découpage en secteurs coniques autour de &;. Ce
lemme trouve son origine dans les travaux de R. Danchin [9], ou il est énoncé
sous des hypothéses plus restrictives (p € 2N, restriction de la localisation
du support de f ), et il trouve d’autres applications dans un travail récent du
méme auteur [10].

En appliquant le lemme précédent, il vient (ou il est entendu que les
constantes numériques peuvent varier d'une ligne a 'autre)

d . ~
(9) Al + 2 Azl S / 1A julPH APV (u ® u)|da.

Il s’agit désormais d’évaluer le terme de droite. A cette fin, on utilise les tech-
niques de paraproduit ([2]) : notons Sj = > 7, _; Ay, alors A;(u?) est la somme
de deux types de termes, S; sulju et A;(35,. (Agu)?) (les termes ayant
ArulAjyqu se traitent comme ce dernier). Considérons le premier terme :

/\Aju|p1\PV(5j—2“Aju)|de 1A ullb Y|PV (Sj—aulju)ll,

<

< l1Aullp 1S 2udrju)l,

S 22J||Aju||£sgp(TJIISj_zulloo),

en utilisant la continuité de P sur L? ainsi que l'inégalité de Bernstein.

Sachant que

(10) lu(@, )| g1 & sup 277[|Sjulloo ~ sup 27| Ajul|oo,
J J

il vient, sous la condition que sup; ||u(z, )|/ z-1.0 < &,

(1) [ 18P S, st u)lds $ o2 Al
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et I'on peut absorber ce terme par le second terme a gauche dans (9).
Il reste donc a étudier la contribution des termes diagonaux du parapro-
duit :

/\AjUV"1|PV(Aj(Z(AkU)2))Idw S NAsullollAsullp 2BV (A5 (Akuw))l,

k>j k>j
S AjulleollAjullz?2 > | Agull?
k>j
S 2Ye)| Al | Agull?,
k>j

ou 'on a procédé comme précedemment. Nous avons donc obtenu l'inégalité
suivante, (apres simplification)

d . .
(12) LlAul2 + 62 Al S 2e0 Y Al
k>j
qui, en multipliant par 2/¢||A;ul|272, devient (ici r = 2/q + s > 0)
d jgs Tqj 1< (qa=2)rj q—292rj 2
(13)  — (Z71IAjullp) + 62| Ajull < o2 12ullg 2257 ) || Agull;.
k>j

Notons f; = 27%||Ajull, et g; = 277||Ajul|,, I'inégalité devient (aprés somma-
tion sur j)

(14) dt qu + szg] < Zg gq 292rjo— 2Tkg2

k>j

Sachant que, a k fixé, >, g;?_222”' = 22k 0% et 3, ud < >.;9j (comme

convolution {* — [7-3), il vient
d _
(15) = M +6d gl D e a
J J k
et en appliquant l’inégalité de Holder, il vient

(16) dt qu + Cpy(1 Zg}’N
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Remarquons qu’une solution v de condition initiale ug € B;’q vérifie la pro-
priété suivante ([8])

t
(17) Qq”/ 18ullids = n;(t) et > m; S ol .0
0 -
J

De telles quantités peuvent d’ailleurs étre utilisées directement pour con-
struire des solutions par point fixe ([7]). En ce qui nous concerne, on peut
donc intégrer (16) pour obtenir

t
(18) [u(, )] s.a + Cpa(1 = 60)/0 [u(z, $)l|Grads < w0l

qui exprime bien la décroissance de la norme Besov. Ceci termine la démonstration.
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