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Distribution des résonances et décroissance de I'énergie locale pour
le probleme de transmission
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UMR 6629, Université de Nantes - CNRS
Département de Mathématiques,
2, rue de la Houssiniere, B.P. 92208,
44322 Nantes-Cedex 03, France

Soit @ C R™,n > 2, un domaine strictement convexe a bord C*, T, et on pose 2 = R"\ O.
Soit ¢, > 0 des constantes. Sur I'espace de Hilbert H = L?(O; a~'¢=2dx) @ L?(§2; dz) on consideére
I'opérateur

Pu := (2 Auy, Auy), u = (ui,u2) € D(P),

ou le domaine de définition de P est donné par
D(P) := {(uy,uz) € H : uy € H*(O),uy € H*(Q),u1|r = uslr, dpuy|r = —ad,us|r},

o1 V' est la normale intérieure & I' et v = —1/ est la normale extérieure. On définie les résonances
associées a P comme étant les poles du prolongement méromorphe de la résolvante tronquée:

R\ = P+ X)'x:H— H

du demi-plan Im A < 0 au plan complexe C si la dimension n est impaire et & la surface de Riemann
de logarithme si la dimension n est paire. Ici x € C§°(R"), x = 1 sur O. Une autre définition
équivalante est la suivante: X est une résonance s’il existe 0 # (uy,us) € H2(O) ® H?(Q) tels que

(

(AA+Xu; = 0 dans O,
(A + A)ugy 0 dans €,
Uy — U 0 sur T, (1)
Oyu; +ad,ug = 0 sur T,
uy — A — sortant.

\

Il est clair que A est une résonance si et seulement si le probléme suivant a une solution non triviale:

(AA+2)u = 0 dans O,
Ur = f’ (2)
3V'U|r = —aN\)f,

ot N'(A\) désigne I'opérateur de Neumann sortant associé au probleme de Helmholtz (A 4 A2)ug = 0
dans €.



Soit B une boule dans R"” telle que O C B. Pour tout m > 0 on définit les quantités

— sup IVaullz2 sy + 10wl 2By
IV fill gy + I fellgmm)’

(0,0) # (f1, f2) € C*(R") x C*(R"), supp f; C B},

Pm(t)

(3)
u(0) = f1, 9yu(0) = fa.

Ona C >py(t) > ... > pmy(t) > pm,(t) > 0510 < my <mg. De plus, si m # 0, pp,(t) — 0 quand
t — +oo (voir [8]). II se trouve que la maniére dont p,,(t)(m # 0) décroit vers zéro dépend du
comportement de || R, (\)| g—n sur I'axe réel. On a d’abord la proposition suivante:

{(ag—P)u(t) -0

Proposition 1. Supposons que

Ry (M s < M(N) (4)
pour Im A = 0, A > 1. Alors, R, ()\) est holomorphe dans le domaine Im X\ < CyM(|\|)~" et
By (Mlr—m < C2M(|N]) (5)
pour [Im \| < C1 M (|A|)~!.
Notons qu’on ne peut pas avoir dans (4) une meilleure borne que celle qu’on a dans le cas de
la résolvante libre ou bien dans le cas des perturbations non captives, c’est-a-dire M (\) = Const.

D’autre part, d’apres Burq [1], on a toujours (4) avec M (A) = Cexp(C\) pour certaine constante
C>0.

Proposition 2. Si M()\) = Ce®?, alors
Pm(t) < Cp(logt) ™, Vm > 0. (6)

Si M(\) = C, alors

() < Cn exp (—ﬁ%t) , n — impair,
m =
Cpt™™, n — pair,

pour tout m > 0, o v > 0 ne dépend ni de t ni de m.
Supposons que M(X) = CAF, k> 0. Sin est impair on a

pin(t) < Con (8 log t)™". (8)

Si n est pair on a

C(t™ ' logt m/k - pour 0 < m < nk,
punlt) < { (s ()

Cpt™" pour m > nk.

La question qui se pose maintenant est de savoir laquelle de toutes ces situations se produit
dans le cas de l'opérateur P. Pour y répondre il faut distinguer deux cas: ¢ < 1 et ¢ > 1. Dans



le premier cas il y a ce qu’on appelle des rayons intérieurs de réflexion totale qui vivent pres de la
région gliding K = {(x,£) € T*T : |¢] = ¢ '} du probléme intérieur. L’existence de tels rayons et
le fait que l'obstacle soit strictement convexe fait en sorte qu'une grande quantité d’énergie reste
piegée a l'intérieur de I'obstacle. On peut s’attendre dans ce cas a ce qu’il existe des résonances
pres de I'axe réel. Par contre, dans le cas ¢ > 1 de tels rayons n’existent plus mais il y a des rayons
extérieurs de réflexion totale. Cela fait en sorte que beaucoup moins d’énergie entre a l'intérieur
de 'obstacle, et dans ce cas on s’attend a ce que ’énergie locale décroit assez vite. Notre premier
résultat est le théoreme suivant:

Théoreme 1. Si c < 1, il existe une suite infinie {\;} de résonances de P telles que

0<Im); <COnAN, VN

Corollaire. Sic < 1, M()) # O(\¥), Vk.
Théoréme 1 découle de la proposition suivante
Proposition 3. Sic <1, VN > 1, il existe {k;} C C:|Imk;| < C,|kj| — 400, tels que
1A + k)i llz2(0) = O(k; ™),
1A + k)5 2y = Oy | ),
il = w2y = O(ks 1),
10w + a1 2y = O(lks ),

ot les fonctions ugj),u(j) sont a support compact (qui ne dépend pas de j), ||Ugj)|r||L2(F) =1,

WF@|r), WF(u$|r) € K = {(z,6) e T"T : [¢] = 7'}

Dans le cas de dimension impaire 'implication Proposition 3 = Théoréme 1 se démontre de
la méme facon que dans [6], tandis que dans le cas de dimension paire, elle résulte de ’analyse de [7].

Théoréme 2. Sic > 1, on a (4) avec M(\) = O(X). En particulier, dans le domaine
Im\ < C1A7Y |Re N > Oy, il n'y a pas de résonances.

Dans le cas ot O est une boule on peut trouver une suite {\;} de résonances telles que
ImA; — v > 0, et donc on ne peut pas espérer avoir une région libre de résonances meilleure
qu’une bande. On fait les conjuctures suivantes.

Conjecture 1. Sic> 1, on a (4) avec M(\) =C.



Conjecture 2. Sic> 1, on a

olt) < Cexp(—vt), n — impair,
N ct, n — pair,

II est facile de voir que la Conjecture 2 entraine la Conjecture 1. Considérons le probléeme

(AA+2)u = 0 dans O,
ur = f, (11)
dur +aNA)f = g

Le Théoreme 2 découle de la proposition suivante.

Proposition 4. Soit u € H?(0),g € L*(T) vérifiant (11). Alors, pour tout A € {z € C :
IIm 2| < C1|2|7Y, |[Rez| > Oy}, pour certaines constantes Cq,Cy > 0, on a

lull 20y < C|>‘|_1/2||g||L2(I‘)a (12)

avec une constante C > 0 qui ne dépend pas de .

Idée de la preuve: montrant que si ¢ > 1, dans la région Im A < C1|A| "L, ReX > Cy, il n'y a
pas de résonances de P:
Soit A, [Im A| < 1,Re A > 1, une résonance et soit u, f vérifiant (2). On a

(N1 (A) + aN (X)) f =0, (13)

ot N1(\) est l'opérateur de Neumann associé au probleme (c2A 4+ A?)u = 0 dans O. 1l est bien
connu (par exemple, voir [2]) que N (A) est un opérateur pseudodifférentiel & grand paramétre Re A
dont le symbole principal s’écrit en coordonnées locales de la forme —iRe Ay/1 — [¢]? dans |£| < 1,
—Re \W[EZ — 1 dans [¢] > 1, et N(A) = JN(A)J ! dans [¢] = 1, ou N()) € L§{03’0(F) et J est un
opérateur de Fourier elliptique d’ordre zéro a grand paramétre Re \. On ne peut pas faire la méme
analyse sur I'opérateur Ni()\), mais dans la zone elliptique |¢| > ¢! pour le probléme intérieur
on peut approcher Nj(\) par un opérateur pseudodifférentiel & grand paramétre dont le symbole
principal est —Re A\y/|¢]? —¢=2. En utilisant cela on peut déduire de (13) que le front d’ondes
semiclassique de f vérifie

WE(f)C{lf|<c ' +e}l,Ve,0<e< 1.

Auterement dit, on a le lemme suivant.

Lemme 1. Soit n € C®°(T*T), suppn C {|¢| < c ' +2eh,n=1sur {|¢(| <ct+e}. Sif
vérifie (13), on a
1f = OpA() fll s (ry = O(IAI7™), Vs. (14)



Par la formule de Green et le Lemme 1 on a
Im X?ull72(0) = —alm (N (A f, f)2(r)

= —aIm (N (N)Opx(1) £, OpA(m) f) L2y + OUA)IF1I72r)-

Comme suppn C {|¢| < 1}, on a que le symbole principal de 'opérateur A'(A\)Op,(n) est égal a
—iRe A\y/1 — |€]?n. Donc, on obtient

mmAflul720) = ClF 17 ) (15)

D’autre part, on a
u= =0, Ro(A\)Y"f — aRo(A\) V" N(N) f,

ou v désigne la restriction sur I et Ry(A) est la résolvante libre. Ceci entraine

lull 20y < CLMNY2II Nl L2(ry- (16)

En combinant (15) et (16) on arrive au résultat désiré.
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