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� Introduction�

Notre point de d�epart est l�in�egalit�e de Sobolev usuelle

kfk� � Ckrfk������

o�u kfk� est la norme de f dans L��R�� et o�u f appartient �a l�espace de
Sobolev homog�ene associ�e �a H��R���

Cette estimation pr�esente le caract�ere remarquable d�	etre invariante sous
l�action du groupe a
ne �x� ax � b� a � �� b � R���

En revanche ����� n�est pas invariante sous l�action du groupe de Weyl

Heisenberg� Plus pr�ecis�ement si l�on remplace f�x� par ei��xf�x� dans �����
et si j�j tend vers l�in�ni� alors le membre de gauche de ����� ne change pas
tandis que le membre de droite tend vers l�in�ni �l�asymptotique est j�j kfk���

Nous nous proposons d�am�eliorer ����� en une estimation pr�ecis�ee qui soit�
en ce qui concerne les ordres de grandeur� invariante sous l�action du groupe
de Weyl
Heisenberg�

Nous devons pour cela d�e�nir un nouvel espace fonctionnel� �a savoir
l�espace homog�ene �C�����R��� Commen�cons par �C����R�� ou plus g�en�eralement

�C��Rn� si � � � � �� Cet espace �homog�ene� est d�e�ni par jf�x�� f�y�j �
Cjx� yj� et la norme de f dans �C��Rn� est alors la borne inf�erieure de ces
constantes C�

Alors �C����R�� est un espace de fonctions continues modulo les fonc

tions constantes et l�on d�e�nit �C�����R�� comme l�espace des distributions
temp�er�ees f�x� qui s��ecrivent f�x� � �

�x�
u��x��

�
�x�

u��x��
�

�x�
u��x� o�u u�� u�

et u� appartiennent �a �C����R��� En utilisant la continuit�e des transforma

tions de Riesz sur l�espace �C����R��� on montre que

p�� � � � �C����R���
�C�����R�� est un isomorphisme� On d�ecide alors que cet isomorphisme doit
	etre une isom�etrie et cela d�e�nit la norme de f dans �C�����R��� Cette norme
est not�ee kfk� �

Avec ces notations il vient

Th�eor�eme � Il existe une constante C telle que l�on ait

kfk� � Ckrfk���� kfk���
�

������
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Cette estimation am�eliore ������ En e�et on a toujours kfk� � Ckrfk�
et� en g�en�eral� kfk� est beaucoup plus petit que krfk�� Si donc � �
kfk�	krfk�� il vient kfk� � C����krfk� ce qui est une am�elioration tr�es
sensible de ������

D�autre part ����� est isom�etriquement invariante sous l�action du groupe
a
ne�

En�n ����� est essentiellement invariante sous l�action du groupe de Weyl

Heisenberg au sens suivant � si f�x� � ei��xg�x� o�u g est �x�ee et j�j � ���
alors krfk� � j�j kgk� tandis que kfk� � j�j����kgk��

L�estimation ����� devient apr�es passage �a la limite�

kgk� � Ckgk���� kgk���
�

�

Les estimations ����� sont g�en�eralement reli�ees �a la th�eorie de l�interpolation�
qu�il s�agisse de l�interpolation complexe ou de l�interpolation r�eelle par la
m�ethode de Lions
Peetre�

L�utilisation des techniques d�interpolation se heurte �a un obstacle impor

tant� D�une part� l�espace d�interpolation r�eel �E�� E����q n�est pas un espace
classique lorsque E� � �Bs��q�

p�
� E� � �Bs��q�

p�
et p� �� p�� C�est notre cas puisque

E� � �C���� � �B
������
� et E� � �B

���
� �

D�autre part� l�espace d�interpolation complexe �E�� E��� est �B���
� �R�� si

� � �	�� Or �B���
� n�est pas inclus dans L��R���

On ne peut donc �etablir ����� par les techniques existantes d�interpolation�
Cela ne signi�e pas que l�on ne puisse pas utiliser une m�ethode d�interpolation�
En fait nous montrerons dans le paragraphe suivant comment faire fonction

ner l�interpolation r�eelle� Ensuite nous aborderons ce m	eme probl�eme par une
m�ethode assez di��erente qui conduira naturellement �a des g�en�eralisations de
������

� La m�ethode d�interpolation r�eelle�

Commen�cons par une remarque �evidente

Lemme � Si E� et E� sont deux espaces de Banach contenus dans un espace

de Banach X et si Y � E� 	 E� est l�intersection entre ces deux espaces� il
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vient

kykE��q
� C���kyk���E�

kyk�E�
�����

si � � � � � � � � q � � et y � Y �

On a le m	eme r�esultat si l�on utilise la m�ethode d�interpolation complexe�

Il existe une forme de r�eciproque qui conduira notre d�emarche�

Lemme � Si X�E�� E� et Y sont d�e�nis comme ci�dessus et si l�on dispose

d�une norme k k sur Y telle que� pour un � � ��� �� et une constante C on

ait

kyk � Ckyk���E�
kyk�E�

�����

alors on a n�ecessairement

kyk � C �kykE��� ������

Revenant �a ������ nous voil�a conduits �a une strat�egie bien d�e�nie�

Il s�agit de d�emontrer que l�espace d�interpolation E r�eelle entre E� �
�C�����R�� et E� � ff �rf � L��R��g par la m�ethode r�eelle o�u � � �	�� q � �
est inclus dans L��R���

� La caract�erisation de l�espace d�interpolation

E�

Nous utiliserons la m�ethode la plus simple et la plus e
cace� �a savoir l�utilisation
d�une base orthonorm�ee d�ondelettes� Soit donc F un ensemble de � fonc

tions �toutes nomm�ees 
� de la classe S�R�� de Schwartz ayant la propri�et�e
que f��j��
��jx� k� � j � Z� k � Z

�� 
 � Fg soit une base orthonorm�ee de
L��R���

On peut imposer ��� �a la transform�ee de Fourier de 
 d�avoir un support
compact ne contenant pas ��

Alors on �ecrit �en changeant la normalisation�

f�x� �
X

j

X

k

��j� k��j��
��jx� k������
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et la norme de f dans �C�����R�� est �equivalente �a k��j� k�k	�� De m	eme
la norme L� de rf est �equivalente �a k��j� k�k	�� En choisissant � � �	� et
q � �� l�espace d�interpolation r�eel est donc �����

Nous devons identi�er l�espace fonctionnelE d�e�ni par la condition ���j� k�� �
�����Z�� dans ������ On a alors

Lemme � On a E 
 L��R���

En fait on a un r�esultat plus pr�ecis � E est inclus dans l�espace de Triebel

Lizorkin �F ���

� dont nous rappelons la d�e�nition �

On consid�ere une d�ecomposition de Littlewood Paley sous la forme I �P
�

��
�j � �j � Sj�� � Sj � Sj�f� � f � �j � �j�x� � ��j���jx� � � �

S�R���
R
�dx � � et

R
x���x�dx � � si j�j � ��

On a alors

f � �F ���
� 


�X

��

j�j�f��x�j � L��R��������

Revenons �a notre propos� Il s�agit de v�eri�er que si ���j� k�� � ����� alors
f�x� � ����j� k��j��
��jx�k� appartient �a �F ���

� � Cela revient �a v�eri�er que
��j��j� k�j�j��j
��jx� k�j � L��R��� L�analyse par ondelettes d�ecrite dans
��� est� comme on sait� une analyse de Littlewood
Paley�

Pour conclure� on utilise le lemme suivant

Lemme � Si � � �� il existe une constante C��� telle que� pour tout � � �
et toute suite aj � ��� �� on ait

�X

��

aj�
j� � C����

�X

�

aj�
j������ ������

En e�et� on d�esigne par 
 la somme
P

�

��
aj�

j�� et l�on d�e�nit q � Z par

�q�� � 
 � ��q��	��� Alors
Pq

��
aj�

j� � �q�

�����
� ��� ������
����

Ensuite
�X

q��

aj�
j� �

�X

q��

aj�
j���j�����	 � ������	�q��	
 � 
��� �

La v�eri�cation que nous venons de faire conduit �a C��� � ��� ������ � ��

Revenons �a l�implication que nous avons en vue
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Lemme � Si ���j� k�� appartient �a �����Z��� alors

����j� k��j��
��jx� k� � �F ���
� �R�� �

En fait ���� admet une d�ecomposition atomique�

Un espace de Banach E admet une d�ecomposition atomique relative �a un
ensemble A d�atomes si les deux conditions suivantes sont v�eri��ees

A est une partie born�ee de E�����

tout x � E s��ecrit x �
�X

�

�kak o�u
�X

�

j�kj �� et ak � A���� �

La d�ecomposition ����� n�est pas n�ecessairement unique�

En ce qui concerne �����Z��� les atomes sont des suites v�eri�ant ja�j� k�j �
jEj����

�E o�u E est une partie �nie arbitraire de Z� et jEj d�esigne le Cardinal
de E� Pour �etablir le lemme  � il su
t de !faire la d�emonstration atome par
atome!� Consid�erons f�x� �

PP
�j�k	�E ��j� k��

j��
��jx�k� o�u j��j� k�j � �

et montrons que la norme de f dans �F ���
� �R�� ne d�epasse pas jEj����

On remplace ��j� k� par son produit par la fonction indicatrice de E ce
qui permet d�oublier d��ecrire �j� k� � E�

A cet e�et� on doit estimer la norme L��R�� de
P

j

P
k j��j� k�j�j��j
��jx�

k�j� On pose 
j�x� �
P

k j��j� k�jj
��jx � k�j et l�on a �evidemment � �

j�x� � C� On peut appliquer le lemme � et il vient

��
j�x��
j���� � C ��
j�x��

�j ����"�

On int�egre alors par rapport �a x et l�on obtient CjEj comme annonc�e�

Cette d�emonstration est int�eressante car elle prouve que ����� n�est tou

jours pas optimale�

En e�et on peut d�abord remplacer kfk� par une norme plus pr�ecise �nous
avons vu que la norme de f dans l�espace de Triebel
Lizorkin �F ���

� convient��
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D�autre part on peut remplacer krfk� par une norme moins pr�ecise�

En reprenant la d�emonstration pr�ec�edente� l�espace de Beppo Levi peut
	etre remplac�e par l�espace de Banach E d�e�ni par f�x� � �j��k��j� k��

j��
��jx�
k� o�u ���j� k�� au lieu d�appartenir �a ���Z�� appartient maintenant �a �� faible�

Il reste �a caract�eriser E tout comme l�espace de Banach F d�e�ni cette
fois par la condition ���j� k�� � �����Z���

Passons maintenant �a la seconde technique de d�emonstration du th�eor�eme
� qui nous conduira �a un r�esultat plus �elabor�e�

� G�en�eralisations du th�eor�eme ��

Nous nous situons maintenant dansRn et d�esignons par � �
p�� l�op�erateur

de Calder�on�

Ensuite nous appelons � un nombre r�eel strictement positif et d�esignons
par �C�� l�espace de Besov homog�ene �B����

�
� Rappelons que si � � �� alors

���
 � �C
�Rn�� �C���Rn� est un isomorphisme�

En�n on suppose � � p � q �� et l�on d�e�nit s � � par s � �� q
p
� ���

On a alors

Th�eor�eme � Il existe une constante C � C�n� �� p� q� telle que� pour toute

fonction f appartenant �a �C���Rn� et v�eri�ant �sf � Lp�Rn�� on ait

kfkq � Ck�sfkp�qp kfk��p�q
�

�����

o�u kfk� d�esigne la norme de f dans �C���Rn��

Le th�eor�eme � am�eliore l�in�egalit�e classique de Sobolev si s
n
� �

p
� �

q
� En

e�et on a alors kfk� � Ck�sfkp et le rapport � � kfk�	k�sfkp est souvent
tr�es petit� Alors ����� s��ecrit

kfkq � C���p�qk�sfkp ������

Mais le th�eor�eme � s�applique �a des situations o�u l�on ne peut utiliser l�in�egalit�e
de Sobolev� Si s

n
�� �

p
� �

q
��sf � Lp�Rn� n�entra	#ne pas f � Lq�Rn��

En fait le probl�eme peut venir du comportement de f �a l�in�ni �et c�est
le cas si s

n
� �

p
� �

q
� ou du comportement local d�e�cient de f �et c�est le cas si
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s
n
� �

p
� �

q
�� Dans tous les cas la situation est sauv�ee en imposant la condition

suppl�ementaire f � �C���Rn�� On peut� en principe� d�emontrer le th�eor�eme �
en calculant l�espace �E�� E����� entre E� � �C���Rn� et E� � ff � �sf � Lpg�
Cette d�emarche� suivie par l�un des auteurs� para	#tra dans ���� Mais il est
plus simple de proc�eder directement en utilisant le lemme ��

On part de l��equivalence classique �th�eorie de Littlewood
Paley�

c�p� s�k�sfkp � k�
�X

��

�jsj�j�f�j�����kp � C�p� s�k�sfkp�����

o�u � � p � � � s � R� On se ram�ene �quitte �a multiplier f par � � �� au

cas o�u kfk� � �� On pose� pour all�eger les notations fj�x� � �jf�x� et l�on
a kfjk� � �j�� j � Z� On �ecrit alors jfj�x�j� � aj�

�j� o�u � � aj � � et l�on
applique le lemme � avec � � q	p et �� au lieu de �� Il vient

��jfj�x�j��q�p � ��aj�
�j��q�p � C����aj�

�j�q�p �

�jfj�x�j���j��q�p��	 � �jfj�x�j���js �
En d�autres termes

��jfj�x�j����� � C�����jfj�x�j���js�p��q ������

Il ne reste plus qu��a �evaluer les normes Lq des deux membres de ����� en se
servant de ������

	 L�autre direction�

Le th�eor�eme � est �evidemment faux si � � s � �� Il su
t pour le voir
de partir d�une suite Pj�x� de polyn	omes trigonom�etriques positifs ou nuls
tels que � � Pj�x� � � et v�eri�ant kP�

� Pj�x�kp�� � � � kP�

� Pj�x�kq�� �
�� �observer que les polyn	omes trigonom�etriques v�eri�ant � � P �x� � �
sont denses dans les fonctions continues v�eri�ant cette m	eme condition�� On
utilise le lemme de Fejer
Riesz et l�on �ecrit Pj�x� � jAj�x�j� o�u Aj�x� est
un polyn	ome trigonom�etrique� La fonction qui fournit le contre
exemple est
alors �en dimension ��

f�x� �
�X

�

Aj�x�e
i�jx��x�� ���
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o�u � � � � � � S�R� et o�u la transform�ee de Fourier de � a un support
compact�

La suite �j est lacunaire ce qui permet d�appliquer la th�eorie de Littlewood

Paley� On a bien f � Lp 	 �B���

�
sans avoir f � Lq�

En revanche� il est surprenant que le th�eor�eme � reste vrai en changeant
simultan�ement s en �s et � en ���

On a si � � p � q �� � s � � � s � �� q
p
� ��

kfkq � Ck��sfk�p�qp kfk��p�q
C�
�� ���

La preuve est identique �a celle que nous avons donn�ee �a condition d�utiliser
une variante du lemme � o�u � est chang�e en ��� Cette version du lemme �
s�obtient en changeant j en �j dans le lemme ��
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