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� Introduction�

Nous allons d�ecrire dans cet expos�e un travail en collaboration avec Jan
Derezi�nski� Nous renvoyons pour les d�etails �a �DG�� Nous consid�erons dans
ce travail un syst�eme physique constitu�e d�un petit syst�eme� comme par
exemple un atome� en interaction avec un champ quantique bosonique�

Le petit syst�eme est d�ecrit par un espace de Hilbert K et son �evolution
par un hamiltonien autoadjoint K born�e inf�erieurement� Le champ quan	
tique est d�ecrit par l�espace de Fock bosonique 
�h�� o�u l�espace �a une par	
ticule h est �egal �a L��Rn� dk�� L��energie cin�etique des bosons est donn�ee par
une fonction 


Rn � k �� ��k� � R��

appel�ee relation de dispersion� Le hamiltonien donnant l��evolution du champ
de bosons est �egal �a 


d
��� �

Z
��k�a��k�a�k�dk �

o�u a�k�� a��k� sont les op�erateurs d�annihilation	cr�eation bosoniques�

Nous ferons sur la relation de dispersion les hypoth�eses suivantes 


�H��

����
���

r� � L��Rn��
r��k� � � � k � � �
lim
jkj��

��k� � �� �

La constante m 
� infk ��k� � ���� est appel�ee la masse des bosons�
L�exemple typique est ��k� � �k� �m������ Le cas des bosons sans masse
�m � �� est consid�erablement plus di�cile que le cas massif �m � ��� La
raison principale est que dans le cas sans masse� le hamiltonien d
��� ne
contr�ole plus l�op�erateur de nombre

N 
� d
��� �

Z
a��k�a�k�dk�

L�interaction entre le petit syst�eme et le champ quantique est donn�ee
par une fonction 


Rn � k �� ��k� � B�K� �

telle que

�I��

Z
v��k�v�k�dk � B�K�K� �
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On pose alors 


V 
�
�p
�
�a��v� � a�v�� �

�p
�

Z
v�k�� a��k� � v��k� � a�k�dk �

agissant sur l�espace de Hilbert

H 
� K � 
�h� �

Le hamiltonien d�ecrivant le syst�eme en interaction est alors donn�e par 


H � H� � V �

o�u
H� � K � �� �� d
��� �

De tels hamiltoniens seront appel�es hamiltoniens de Pauli�Fierz�

� Exemples�

L�exemple non trivial le plus simple est le mod�ele de spin	boson� o�u le petit
syst�eme est un spin �a � composantes� On a alors K � C� et si �x� �y� �z
sont les matrices de Pauli 


K � �z� v�k� � �x � g�k� �pour g � L��Rn� dk� �

Un autre mod�ele est obtenu �a partir du mod�ele de Pauli	Fierz� qui d�ecrit
l�interaction d�un atome non relativiste avec un champ de photons� On a
alors 


K � L��R�N �� o�u N est le nombre d��electrons�

K �
NX
i��

	 �

�m
�xi

�
X
i�j

q�

jxi 	 xjj �
NX
i��

W �xi� �

Nous supposerons parfois dans la suite que

lim
jxj��

W �x� � �� �

c�est �a dire que l�atome est con�n�e�

L�interaction est donn�ee par 


v�k� �
NX
j��

ei�xj �k�
�

��k�
���	��k�F �xj��
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o�u ��k� � �k� � m������ 	� � C�
� �R�� est une troncature ultraviolette

support�ee dans fjkj 
 
g et F � � S�R��� �le facteur F peut �etre omis au
prix de quelques complications techniques��

Finalement la relation de dispersion des bosons est �egale �a �k� �m������
Notons qu�il existe beaucoup d�autres mod�eles� comme par exemple le

mod�ele de Fr�ohlich en physique des solides� qui entrent dans notre cadre�
Finalement il est int�eressant de placer les hamiltoniens de Pauli	Fierz

dans le contexte plus g�en�eral des mod�eles de th�eorie quantique des champs 

on peut classer ces mod�eles selon deux crit�eres 


�a� les mod�eles avec une interaction localis�ee�

�b� les mod�eles avec une interaction invariante par translation�

�a� les mod�eles conservant le nombre de particules�

�b� les mod�eles ne conservant pas le nombre de particules�

Le mod�ele de Pauli	Fierz appartient �a la cat�egorie �a�� �b��

Nous verrons dans la suite que dans le cas massifm � �� on peut montrer
des r�esultats tr�es complets sur la th�eorie de la di�usion pour les hamiltoniens
de Pauli	Fierz�

D�autres mod�eles o�u la th�eorie de la di�usion est bien comprise sont les
mod�eles ayant l�invariance galil�eenne consid�er�es dans �De�� qui sont de type
�b�� �a�� Dans ce cas les r�esultats se d�eduisent des r�esultats r�ecents sur le
probl�eme �a N 	corps non relativiste�

Il n�y a par contre que tr�es peu de r�esultats sur les mod�eles de type �b��
�b� ��a l�exception de r�esultats de type Haag	Ruelle pour les mod�eles rela	
tivistes�� un des probl�emes �etant la di�cult�e de construire rigoureusement
de tels mod�eles�

Mentionnons en�n qu�un autre mod�ele important de la th�eorie des champs�
de type �a�� �b� peut �etre trait�e par nos m�ethodes� Il s�agit du mod�ele P ����
tronqu�e en espace qu�il serait trop long de d�ecrire ici� �voir �Si� pour une
excellente introduction �a ce mod�ele��

� Th�eorie spectrale des hamiltoniens de Pauli�Fierz�

L�avantage des mod�eles de Pauli	Fierz est qu�il est tr�es facile de construire
le hamiltonien H� comme le montre la proposition suivante 
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Proposition � Supposons en plus de �I�� l�hypoth�ese

�I�� 


Z
�

��k�
v��k�v�k�dk � B�K�K� �

�qui suit de �I�� si m � ��	
Alors V est H��born�e avec borne relative �	 Le hamiltonien H est donc

autoadjoint sur D�H�� et born�e inf�erieurement	

Le second probl�eme est l�existence d�un �etat fondamental pour H� On
verra dans la suite que cette question est en quelque sorte la premi�ere ques	
tion de la th�eorie de la di�usion� En physique� l�absence d�un �etat fonda	
mental pour H porte le nom de catastrophe infrarouge�

Le th�eor�eme suivant� qui est un th�eor�eme HVZ sur le spectre essentiel
de H� r�epond �a cette question dans le cas massif�

Th�eor�eme � Supposons les hypoth�eses �H��
 �H��
 �I��
 �I��	 Soit � �
inf ��H�	 Alors �

�ess�H� � �� �m���� �

En cons�equence si m � � inf ��H� � �pp�H�	

Dans le cas sans masse m � �� il existe des r�esultats sur l�existence d�un
�etat fondamental sous l�hypoth�ese suppl�ementaire 


�I���
Z

�

��k��
v��k�v�k�dk � B�K�K��

�voir �AH�� �BFS�� �Sp���� au moins pour des constantes de couplage petites�
L��etude du mod�ele r�esoluble o�u K � C montre que la condition �I��� est
d�ailleurs n�ecessaire pour l�existence d�un �etat fondamental� au moins dans le
cadre que nous utilisons� Le deuxi�eme r�esultat qui sera tr�es important dans
la suite est le th�eor�eme suivant� qui d�ecrit une estimation de commutateurs
positifs�

On supposera ici en plus de �H��� �H��� �I��� �I�� que 


�H�� j��k ��k�j 
 C�� j
j � � �

�I��

Z
�av�k���av�k�dk � B�K�K� �

XXII��



o�u a est l�op�erateur sur L��Rn� dk� 


a 
�
�

�
�k�r��k� �r��k��k� �

On notera par � l�ensemble des seuils 


� 
� �pp�H� �mN �

et on pose A � d
�a�� le second quanti��e de a� agissant sur H�

Th�eor�eme � Supposons les hypoth�eses

�H��	 �H��� �I�� 	 �I��et m � � �

i� Soit � � R n � 	 Il existe � � �
 intervalle ouvert
 c� � � et R op�erateur

compact sur H tels que �

���H��H� iA����H� � c����H� �R �

ii� le spectre ponctuel de H ne peut s�accumuler que sur �
iii�Soit � � R n � � �pp�H�	 Il existe � � �
 intervalle ouvert
 c� � �

tels que �

���H��H� iA����H� � c����H� �

Les th�eor�emes � et � se montrent par des m�ethodes g�eom�etriques �con	
struction de partitions de l�unit�e� inspir�ees du probl�eme �a N corps non
relativiste�

� Th�eorie de la di�usion�

En th�eorie des champs� la th�eorie de la di�usion se formule traditionnelle	
ment �a l�aide des champs asymptotiques�

On verra �a la �n de cette section une formulation �a l�aide d�op�erateurs

d�onde �etendus� Un point qui cause un certain nombre de di�cult�es est
que les champs asymptotiques et les op�erateurs d�onde �etendus sont des
op�erateurs non born�es�

La plupart des r�esultats de cette section sont valables aussi pour m �
�� L�exception notable est l�unitarit�e des op�erateurs d�onde� La condition
naturelle sous laquelle on a l�existence des champs asymptotiques est la
condition suivante� qui est une condition de courte port�ee 


�SR� k
Z
�fjxj�Rg�v��x��v�x�dxkB�K�K	 
 cR����� � � � �
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Finalement pour h � h� on pose

ht � e�it	�k	h�

On d�e�nit d�autre part les op�erateurs de Weyl par


W �h� 
� ei
�h	� h � h
pour ��h� � �p

�
�a��h� � a�h���

Th�eor�eme � Supposons �H��
 �H
�
 �I��
 �I��
 �SR�	 Alors �
i� les limites �

W��h� � s lim
t��� eitHW �ht�e

itH

existent et sont appel�es op�erateurs de Weyl asymptotiques	
ii�l�application �

h � h�W��h� est continue pour la topologie forte	

iii�les op�erateurs de Weyl asymptotiques v�eri�ent les relations de com�

mutation canoniques �

W��h�W��g� � W��h� g�ei��Im�hjg	� h� g � h�
iv� les op�erateurs de Weyl asymptotiques entrelacent l��evolution libre et p
l��evolution perturb�ee �

eitHW��h�eitH � W��h�t�� t � R�
Le th�eor�eme � se montre par des arguments standard� qui correspondent

�a la m�ethode de Cook dans la th�eorie usuelle�

Th�eor�eme � i� il existe des op�erateurs autoadjoints ���h� appel�es champs
asymptotiques tels que �

W��h� � ei

��h	� h � h �

ii� Pour hi � h � � 
 i 
 n
 D��H � i�n��� 
 D��n
��

��hi��
et

k�n
��

��hi��H � i��n��k 
 Cn�
n
�khik �

iii� les champs asymptotiques v�eri�ent les relations de commutation canon�

ique �

����h�� i���g�� �
�

�
Im�hjg� �

iv� eitH���h�e�itH � ���h�t�� t � R	
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Finalement �a l�aide des champs asymptotiques� on peut construire les
op�erateurs de cr�eation�annihilation asymptotiques qui jouent un r�ole fonda	
mental�

Th�eor�eme � Pour h � h
 on d�e�nit les op�erateurs de cr�eation 	annihilation
asymptotiques par �

a�� 
�
�p
�
����h�	 i���ih�� �

a��h� 
�
�p
�
����h� � i���ih�� �

sur le domaine D����h�� �D����ih��	
i� les op�erateurs a���h�� a��h� sont ferm�es et adjoints l�un de l�autre	

ii� on a les relations de commutation canoniques �

�a��h�� a��g�� � �a���h�� a���g�� � ��

�a��h�� a���g�� � �hjg��
iii�

eitHa���h�e�itH � a���h�t�� h � h� � � �� ��

La version in�nit�esimale de iii� s�appelle la formule de r�etablissement

���
a��h�H � �H � �h�a��h� �
a���h�H � �H 	 �h�a���h� �

A l�aide des op�erateurs d�annihilation asymptotiques� on introduit les es	
paces suivants� appel�es espaces de la mati�ere asymptotique �ou espaces de la

mati�ere habill�ee�

D�e	nition � L�espace de la mati�ere asymptotique est

K� 
� fu � Hja��h�u � � ��h � hg �

Les espaces K� sont ferm�es et H	invariants et s�interpr�etent comme l�espace
des �etats ne contenant aucun boson libre pour des temps tendant vers ���

La premi�ere question est de savoir si K� �� f�g�
Comme on s�aper coit facilement que

Hpp�H� 
 K� �
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les r�esultats de la section � sur l�existence d�un �etat fondamental fournissent
en particulier une r�eponse �a cette question� Le fait que K� �� f�g sig	
ni�e que les relations de commutation canoniques du th�eor�eme � ont une
repr�esentation de Fock sur une partie de l�espace de Hilbert H� Physique	
ment ce r�esultat s�interpr�ete comme l�existence d��etats d�ecrivant l�atome
"habill�e# par le champ�

On d�e�nit maintenant les op�erateurs d�onde de la fa con suivante 


D�e	nition � i� L�espace K� est inclus dans le domaine de �n
�a

���hi�
 hi �
h
 � 
 i 
 n	

ii� On d�e�nit �

W� 
 K � 
�h� �H
� ��n

�a
��hi�$ �� �n

�a
���hi�� �

�$ d�esigne le vide dans 
�h��	
iii� L�op�erateur W� s�appelle l�op�erateur d�onde et est isom�etrique	

Le caract�ere isom�etrique de W� suit directement des relations de com	
mutation et de la d�e�nition deK� �qui joue le r�ole du vide pour les op�erateurs
a��h���

Le th�eor�eme suivant est due �a Hoegh	Krohn 


Th�eor�eme 
 Supposons quem � �	 AlorsW� sont unitaires
 i	e	 ImW� �
H	

Bien que ce r�esultat ait l�air profond� il ne l�est pas� C�est une cons�equence
assez facile de la formule ���� Les probl�emes di�ciles sont en quelque sorte
pouss�es sous le tapis� dans la d�e�nition non explicite de K��

En particulier on voudrait obtenir l�uniticit�e de l�op�erateur de di�usion 


S 
� W��W� �

c�est �a dire savoir que
K� � K� �

Une fa con de montrer ��� est de montrer la propri�et�e suivante qui m�erite le
nom de compl�etude asymptotique�

D�e	nition � Le syst�eme d�ecrit par H est asymptotiquement complet si �

K� � Hpp�H�	

Le r�esultat principal de notre travail est alors 


Th�eor�eme � Supposons les hypoth�eses �H����H
�
 �I��
 �SR� et m � �	
Alors le syst�eme d�ecrit par H est asymptotiquement complet	
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	 Compl�etude asymptotique g�eom�etrique�

La preuve du Th�eor�eme ! repose sur une analyse g�em�etrique du propagateur
e�itH � Pour ce faire on a besoin de certaines partitions de l�unit�e sur 
�h��
qui peuvent �etre utiles dans d�autres contextes et que nous allons d�ecrire
maintenant�

Soient j�� j� deux op�erateurs sur h tels que

� 
 j� 
 � � � 
 j� 
 � � j�� � j�� � � �

Soit
J 
 h � h � h
h �� �j�h� j�h� �

On v�eri�e imm�ediatement que J est isom�etrique� L�op�erateur 
�J� 
 
�h� �

�h� h� d�e�ni par 



�J��� � � � � � �n 
� J�� � � � �� J�n �

est aussi isom�etrique�
On peut maintenant identi�er 
�h � h� et 
�h� � 
�h� de la mani�ere

suivante 
 on d�e�nit

U 
 
�h� h� � 
�h�� 
�h�

par 

U$ � $� $ �

Ua���h�� h��� � �a��h��� �� �� a��h���U �

Comme U pr�eserve les relations de commutation� on voit facilement que U
est unitaire� On pose alors 


&
�J� 
 
�h� � 
�h�� 
�h�

&
�J� � U
�J� �

Sur l�espace 
�J�� 
�J�� il existe deux op�erateurs de nombre 


N� 
� N � � � N� 
� ��N �

On pose alors 

Pk�J� 
� &
�J���fkg�N��
�J� �
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et on v�eri�e facilement que 


� 
 Pk�J� 
 � �

s	��� Pk�J� � � �

En d�autres termes� la famille fPk�J�gk�N forme une partition de l�unit�e sur
H�

Nous utiliserons ces partitions de l�unit�e dans le cas suivant 
 j� �
j��x� � j� � j��x�� o�u j� � C�

� �Rd�� j� � � pr�es de �� j���x� � j���x� � ��
Nous noterons par JR pourR �� �� l�op�erateur �j��

x
R �� j�� xR ��� L�op�erateur

Pk�J
R� est localis�e sur les �etats ayant exactement k bosons dans le support

de j�� xR ��
Le r�esultat suivant est une des cl�es de l�analyse g�eom�etrique 


Th�eor�eme � i� les limites

s	 lim
t��� eitHPk�J

t�e�itH �
 P�
k �J�

existent et v�eri�ent �

�P�
k �J��H� � � � s	

�X
�

P�
k �J� � � �

ii� Soit U 
 Rd n f�g un ouvert	 Soit Jn � �j��n� j��n� une suite avec

j���n � j���n � �
 j��n 
 j��n�� 
 �U 
 j��n�x� � �U �x�� x � Rd	

Alors la limite

P�
k �U� 
� s lim

n��P�
k �Jn�

existe et est ind�ependante de la suite Jn	 On a �

�P�
k �U��H� � � � s	

�X
�

P�
k �U� � � � P�

k �U�� � P�
k �U� �

Le point i� se d�emontre �a l�aide d�estimations de propagation similaires �a
celles du scattering non relativiste� Le point ii� est plus d�elicat et repose
sur des propri�et�es de monotonie par rapport �a J des op�erateurs Pk�J�� Le
projecteur P�

k �U� projette sur les �etats ayant exactement k bosons asympto	
tiquement dans U � Le cas o�u U � Rn n f�g est particuli�erement important�
On notera alors P�

k �U� simplement par P�
k �

Le r�esultat suivant peut s�interpr�eter comme la compl�etude asymptotique

g�eom�etrique� Notons que l�hypoth�ese �H�� n�est pas n�ecessaire ici�
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Th�eor�eme 
 Supposons �H��
 �H
�
 �I��
 �SR� et m � �	 Alors

K� � ImP�� �

En�n la compl�etude asymptotique �Thm�!� suit du Th�eor�eme ' et du
r�esultat suivant� qui se d�eduit de l�estimation de commutateur positif du
Th�eor�eme ��

Th�eor�eme �� Supposons �H�� � �H
�
 �I��
 �SR� et m � �	 Alors

ImP�� � Hpp�H� �
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