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�� Introduction

Le mod�ele de Landau�Lifschitz pour la propagation des ondes �electromagn�etiques en
pr�esence d�un mat�eriaux ferromagn�etique fait intervenir �cf �JV	
 et ses r�ef�erences� la
fonction

�	� F �m�h� �
�

	 � ��

�
h �m�

�

jmj �m � �h �m��
�
� h�m � R

� �

o�u � et � sont deux constantes positives�

Notre propos est de montrer que le syst�eme de Maxwell correspondant

���

���
��
�tE � rotH  �

�tH � rotE  ��tM
�tM  F �M�H�

poss�ede des solutions d��energie �nie globales en temps et propage certaines r�egularit�es�

On dira que U  �E�H�M� est une solution d��energie �nie dans la bande ST  ��� T 
�R� si
chaque composante E�H�M appartient �a C�

�
��� T 
�L��R��

�
� siM est dans L����� T 
�R��

et si U satisfait ��� au sens des distributions avec

divE  div�H �M�  ��

Pour de telles solutions le th�eor�eme lin�eaire sur les syst�emes sym�etriques assure que
l��energie Z

R�

�jE�t� x�j� � jH�t� x�j�� dx � � � t � T
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est soit constante en fonction du temps� si �  � dans �	�� soit d�ecroissante si � � �� De
plus� pour presque tout x � R

� � la quantit�e

��� jM�t� x�j � � � t � T

est invariante au cours du temps�

D�efinition� On note U l�espace vectoriel form�e par les distributions U�  �E�� H��M��
qui appartiennent �a L��R���L��R����L��R���L��R��� et qui satisfont divE�  div�H��
M��  �� L�espace U est norm�e par

kU�kU 
q
kE�k�� � kH�k�� � kM�kL��L� �

Si U est une solution d��energie �nie� la quantit�e kU�t�kU d�ecro�� t donc au sens large avec
le temps� restant constante si �  ��

�� R�esultats sur le probl�eme de Cauchy

On fait les hypoth�eses suivantes sur le terme d�interaction� La fonction �m�h� �� F �m�h�
appartient �a C��R��R� �R��� est lin�eaire par rapport �a h� s�annule pourm  � et satisfait

F �m�h� 	m  � � m� h � R
�

F �m�h� 	 h � � � m� h � R
�

On notera C�R� une constante telle que pour tout jmj � jm�j � R

jF �m�� h�� F �m�h�j � C�R� jm� �mj jhj

La fonction donn�ee par

F �m�h� �
�

	 � ��

�
h �m�

�p
�� � jmj� � �

�m � �h �m��
�
� h�m � R

� � � � �

satisfait toutes les propri�et�es� La fonction donn�ee par �	�� qui est homog�ene de degr�e 	 par
rapport �a chaque variable� est seulement localement lipschitzienne mais satisfait toutes les
autres propri�et�es� Nous indiquerons plus loin les modi�cations que ceci entraine dans les
r�esultats que nous pr�esentons maintenant�

On note U� un sous�ensemble non vide de U tel que M�  fM�� �E�� H��M�� � U�g soit
domin�e dans L��R�� � L��R���

Th�eor�eme �� L�ensemble U des solutions U d��energie �nie� d�e�nies sur S� et telles
que Ujt�� � U�� est non vide� Si de plus U� est compact dans �L��R����� alors pour tout
T � �� UT  UjST est compact dans �C����� T 
�L��R������

�



Th�eor�eme �� Soit U� � U tel que de plus rotE� et rotH� appartiennent �a L��R��� Il
existe alors une unique solution d��energie �nie sur S� telle que Ujt��  U�� De plus rotE
et rotH appartiennent �a C������
��L��R����

Th�eor�eme �� Soit U� � U� � H��R��� Alors l�unique solution globale d��energie �nie
telle que Ujt��  U� v�eri�e U � C������
��H��R��� �

Le premier r�esultat �etablit l�existence de solutions d��energie �nie globales en temps� l�unicit�e
restant une question ouverte� Il donne aussi une propri�et�e de stabilit�e� Pour tout T �

�� l�application qui� �a une donn�ee initiale� associe une des solutions du probl�eme de
Cauchy est� d�une certaine fa�con� continue de U� muni de la topologie de L� dans
C����� T 
�L��R����

Le second th�eor�eme d�emontre l�unicit�e de la solution du probl�eme de Cauchy sous l�hypoth�ese
que les donn�ees initiales pour E et H ont un rotationnel dans L�� Il dit aussi que cette
r�egularit�e suppl�ementaire sur les rotationnels de E et H se propage�

Le dernier r�esultat montre que les solutions locales habituelles du probl�eme de Cauchy �a
valeurs dans l�alg�ebre H��R�� sont en fait globales en temps� de m�eme que les solutions
plus r�eguli�eres�

Les preuves des th�eor�emes 	 et � utilisent une in�egalit�e de Strichartz limite pour laquelle
la dimension d�espace d  � apparait comme critique� Ainsi les th�eor�emes 	 et � sont
vrais pour d � � mais l�estimation principale sur laquelle ils reposent� qui concerne une
�equation des ondes semi�lin�eaire� n�est sans doute plus valable si d � �� En revanche le
th�eor�eme � ne n�ecessite aucune restriction sur la dimension d�espace�

L�aspect critique de la dimension � se remarque sur la stabilit�e des estimations L� sur
les rotationnels du champ �electromagn�etique� En dimension � les constantes d�ependent
de fa�con exponentielle du temps� alors qu�en dimension � la d�ependance est en double
exponentielle�

Les conclusions des th�eor�emes � et 	 demeurent pour une fonction F qui est seulement
localement lipschitzienne comme celle qui est donn�ee par �	�� Mais il est utile dans ce cas
de remplacer le th�eor�eme � par un autre r�esultat d�approximation�

Pour tout 	 � 	 d�e�nissons S�  
�	�
Dx� o�u 
 � C�� est une fonction de troncature�
� � 
 � 	� port�ee par j�j � � et �egale �a 	 sur j�j  	� On s�int�eresse �a l�approximation
des solutions d��energie �nie par les solutions du syst�eme d��equations���

��
�tE

� � rotH�  �

�tH
� � rotE�  �S� F �M�� H��

�tM
�  F �M�� H��

et les conditions initiales

E�
�  S�E�� H

�
�  S�H�� M

�
�  M��

Th�eor�eme �� Soit F donn�ee par �	
� Soit U� � U�� Alors pour tout 	 � 	� le
probl�eme de Cauchy pr�ec�edent poss�ede une unique solution globale U� appartenant �a

�



C
�����
��L��L� �L��� De plus lorsque 	� �
� U� poss�ede une sous�suite conver�
geant vers une solution d��energie �nie globale U satisfaisant Ujt��  U�  �E�� H��M���

Le mod�ele �	�� ��� est discut�e dans �JV	
� Le probl�eme de Cauchy en dimension d�espace
d  	 ainsi que d�autres propri�et�es �comportement asymptotique� approximation num�erique
� � � � du mod�ele sont �etudi�es dans �JV	
� �JV�
�

�� Une estimation a priori sur les rotationnels de E et H

Les r�esultats de ce paragraphe s�appliquent �a la fonction F donn�ee par �	��

On introduit la d�ecomposition orthogonale habituelle de L��R��

L�  L�k � L���

l�op�erateur de projection Pk � L� � L�k donnant la composante de rotationnel nul et

P� � L� � L�� celle dont la divergence est nulle� On utilisera la m�eme notation pour les
homologues de ces op�erateurs agissant dans les espace Lp� 	 � p � �
� Si U est une
solution d��energie �nie� sa composante H n�est pas en g�en�eral �a divergence nulle� On a
H  H��Hk avec la relation Hk�Mk  � � dans la partie de l�espace o�u M��x�  �� qui
�gure l�emplacement du mat�eriaux ferromagn�etique� l�onde H est� compte tenu de ���� la
superposition de deux ondes non nulles se propageant respectivement aux vitesses 	 et ��
Cette remarque sur les di��erents modes de propagation sera exploit�ee dans la preuve du
Th�eor�eme ��

Proposition �� Soit U une solution d��energie �nie su�samment r�eguli�ere sur ST � Il
existe alors une constante C d�ependant de T � de la norme kU���kU et des normes de
rotE��� et rotH��� dans L��R��� telle que

sup
��t�T

�krotE�t�k� � krotH�t�k�
� � C�

On commence par remarquer que les normes L� des rotationnels de E�t� et H�t� sont
contr�ol�ees par celle du gradient complet de H��t� avec des constantes ne d�ependant que
de la norme kU���kU � On constate ensuite que H�� dont la norme dans C�

�
��� T 
�L��

�
est contr�ol�ee par kU���kU � satisfait une �equation des ondes semi�lin�eaire dont le terme de
source g v�eri�e essentiellement

kg�t�k�  O�k jH��t�j�k���
avec des constantes ne d�ependant que de la norme kU���kU �
Soit u une fonction scalaire r�eguli�ere qui satisfait sur ST

��� u  g � kg�t�k�  O�ku�t��k���
L�objectif est d�obtenir une estimation a priori sur l��energie �a l�instant t � � � t � T �

n�t� 

r
	

�
k�xu�t�k�� �

	

�
k�tu�t�k���

�



en fonction de l��energie n��� �a t  �� avec des constantes ne d�ependant que de la norme de
u dans C�

�
��� T 
�L��

�
� Lorsque d  �� l�in�egalit�e de Sobolev kvk� � Ck�xvk
 appliqu�ee �a

v  u��t� permet de lin�eariser le carr�e dans ��� et d�obtenir imm�ediatement le r�esultat�

Pour d  �� la m�eme strat�egie� �a base d�in�egalit�es de Sobolev� ne permet qu�un contr�ole
local qui explose en temps �ni� Il est aussi habituel dans ce type de probl�eme d� utiliser
des estimations Lq�Lp� dans l�espace�temps � Si p et q sont des r�eels tels que

	

q
�

�

p


	

�
� q � ��

alors toute fonction r�eguli�ere v�eri�e l�in�egalit�e de Strichartz g�en�eralis�ee �cf� �GV
 par
exemple�

kukLq����T ��Lp�R��� � Cq�p�T

�
n��� � k ukL�����T �� �L��R���

�
�

Cependant l�estimation qui nous int�eresse pour contr�oler le terme u�� qui correspond �a
q  �� p  
� est exclue� La constante Cq�p�T explose comme un facteur de p lorsque
p� �
� des contrexemples de Lindblad �L
 et Klainerman et Machedon �KM
 indiquent
qu�il est impossible d�esp�erer l�estimation pour q  � et p  �
� La strat�egie que
nous pr�esentons consiste cependant �a suivre cette id�ee� Elle s�appuie sur une in�egalit�e de
Strichartz pr�ecis�ee en fr�equence dans le cas limite q  � et p  �
� dont un preuve est
donn�ee dans �JMR
�

D�e�nissons pour 	 � 	 la famille de troncatures en fr�equences S�  
�	�
Dx� o�u 
 � C��
est port�ee par j�j � � et vaut 	 sur j�j  	�

Lemme 	� Il existe une constante c telle que pour tout 	 � �� tout T � � et toute
fonction u � C�

�
���
��H��R��

�
�

kS��u�kL�����T ��L��R��� � c
p

log�	 � 	T �
�
n��� � k ukL�����T �� �L��R���

�
�

Soit u r�eguli�ere sur ST satisfaisant ���� Posons ���s�  kS��u��s�k�� � � s � T � D�apr�es
��� il existe une constante C qui ne d�epend que de kuk

C�

�
���T ��L��R��

� telle que k u�s�k� �
Cku�s��k�� On �ecrit u��s�  u�s�S��u�s�� � u�s��I � S���u�s�� et on v�eri�e que

��� ku�s��k� � C
�
���s� �

n�s��p
	

�

o�u C ne d�epend que de kuk
C�

�
���T ��L��R��

��
Soit �tp�p une suite �nie strictement croissante de r�eels� commen�cant avec t�  � et born�ee
sup�erieurement par T � Introduisons les quantit�es

��� m�tp� tp�
�  sup
tp�s�tp��

n�s� � sup
���

tp�t�tp��

qR t
tp
���s��ds

c
p
log�	 � 	�t� tp��

� p � ��

�



Le contr�ole de n�T � sera obtenu par le contr�ole de la fonction m� lui�m�eme obtenu en
ajustant la croissance de la suite �tp� �a la croissance de m par une m�ethode de petits pas�

Additionnons l�estimation d��energie pour �

n�tp�
� � n�tp� �

Z tp��

tp

k u�s�k�ds�

�a celle que donne le Lemme �� appliqu�e entre tp et tp�
� Il en r�esulte� compte tenu de ����
que

��� m�tp� tp�
� � � �n�tp� �

Z tp��

tp

k u�s�k�ds��

Reportant ��� dans ���� on obtient� en utilisant l�in�egalit�e de Cauchy�Schwarz et la d�e�nition
��� de m�s� t�� que pour tout 	 � ��

��� m�tp� tp�
� � �n�tp��

C

q
�tp�
 � tp� log�	 � 	�tp�
 � tp��m�tp� tp�
� � C

Z tp��

tp

m�tp� s�
�

p
	

ds�

o�u C ne d�epend que de kuk
C�

�
���T ��L��R��

�� Maintenant� gr�ace �a ��� appliqu�e entre tp�
 et

tp� on majore n�tp� par m�tp�
� tp�� ensuite on choisit 	  m�tp� tp�
�
�� en�n on majore

l�int�egrale dans ��� en utilisant la croissance de m� Pour simpli�er� posons

m�  n���� mp  m�tp�
� tp�� �p  tp � tp�
� p � 	�

Avec ces nouvelles notations et les majorations indiqu�ees� l�in�egalit�e ��� implique

���
mp�
 �mp

mp
� 	 � C

q
�p�
 log�	 � �p�
m

�
p�
�

mp�


mp
� C �p�


mp�


mp
� p � 	�

Le choix

�	�� �p  inf�
	

�C
�

	

	�C� log�	 �
�m�

p��

C �
�� p � 	

assure que les deux derniers termes �a droite de ��� sont inf�erieurs �a 	 si l�on y remplace

mp�
 par �mp� Ceci entraine que� pour tout s v�eri�ant tp � s � tp�
� on a m�tp�s��mp

mp
� �

donc
mp���mp

mp
� �� Par r�ecurrence� il en r�esulte que

�		� mp � �pn���� p � 	�

Comme �p donn�e par �	�� v�eri�e� �a cause de �		��

�p � 	

��C� log�	 � ��
p��n���p

C
�
�

�



le r�eel tp 
P


�j�p �j est minor�e par C
 log p� donc sup�erieur �a T pour p sup�erieur �a

eT�C� � ce qui ach�eve la preuve de la Proposition ��

La propri�et�e d�unicit�e dans le th�eor�eme 	 r�esulte d�une propri�et�e de stabilit�e des solutions
d��energie �nie autour d�une solution d��energie �nie �a rotationnels dans L� i�e�� une solution
U telle que rot E � C�

�
����
��L��R��

�
and rot H � C�

�
����
��L��R��

�
� La dimension

d  � est toujours critique�

Proposition 
� Soit U et U deux solutions d��energie �nie sur ST � Supposons que
rot E � C�

�
��� T 
�L��R��

�
et rot H � C�

�
��� T 
�L��R��

�
� Alors il existe T tel que � �

T � T � une constante c et �� une fonction d�ecroissante v�eri�ant ����  	 et ��T � � �� ne
d�ependant que de U � tels que

kU�s�� U�s�k� � ckU���� U���k��s�� � � � s � T

si kU�s�� U�s�k� est assez petit�

�� Estimation H��R��

On suppose dans ce paragraphe que la fonction F est de classe C� �a l�origine�

Proposition �� Soit T � � et U une solution d��energie �nie sur ST su�samment
r�eguli�ere� Il existe une constante C ne d�ependant que de kU���kH� telle que

sup
��t�T

kU�t�kH� � C�

On �ecrit les �equations pour les d�eriv�ees de U � Notant L l�op�erateur di��erentiel intervenant
dans ���� on obtient

LU  O�jHj�� L��xU�  O�jHjj�xM j��
L���xU�  O�j��xM j� j�xHjj�xM j� jHjj��xM j� jHjj�xM j��

o�u les constantes dans les O ne d�ependent que de la norme kM�k��

Examinons l��equation pour ��xU � l��equation pour �xU se traitant de fa�con analogue� On
a kjH�t�jj�xM�t�j�k�  O�kjH�t�jj��xM�t�jk�� la constante ne d�ependant que de kM�k��
Posons

n��t�  sup
��t�T

k��xU�t�k��

On montre� en utilisant le m�eme type d�argument qu�au paragraphe �� que

�	�� k j�xH�t�j j�xM�t�j k� � C
�
n��t� � ���t�n��t� �

n��t�
�

p
	

�
et� en utilisant l�in�egalit�e suivante du type Judovic�

kMk�t�k� � C�kM�kL��L�� log
�k��xM�t�k�

kM�k�
�

�



que

�	�� k jH�t�j j��xM�t�j k� � C
�
n��t� logn��t� � ���t�n��t� �

n��t�
�

p
	

�
�

o�u� dans �	�� et �	��� la constante C ne d�ependent que de kM�kL��L� � L�estimation
d��energie pour le syst�eme sym�etrique L donne

n��t� � n���� � C

Z t

�

��
	 � ���s�

�
n��s� � n��s� logn��s� �

n��s�
�

p
	

�
ds� � � t � T�

Choisissons
p
	  n��T �� L�in�egalit�e pr�ec�edente donne

n��t� � n���� � C

Z t

�

�
�� � ���s��n��s� � n��s� logn��s�

�
ds� � � t � T�

Soit n���t� la solution de

d

dt
n
�
��t�  C

��
� � ���s�

�
n
�
��s� � n

�
��s� logn

�
��s�
�
� � � t � T� n

�
����  n����

La fonction n
�
��t� majore n��t� pour � � t � T et satisfait

�	�� logn���t� � eCt
�
logn���� � C

p
t

sZ t

�

���s��ds� �Ct
�
� � � t � T�

En utilisant ��� et la �n de la d�emonstration de la Proposition �� on majore

sZ t

�

���s��ds 

vuut X
tp���T

Z tp��

tp

���s��ds

par C�T� n����
p
log�	 � n��T �T ��

On d�eduit alors de �	��� avec t  T � une majoration de n��T � en fonction de T � n��� et
n�����

La preuve du Th�eor�eme � est claire� Soit U��� � H��R��� Supposons que le temps de
vie T de la solution U du probl�eme de Cauchy semi�lin�eaire ��� de donn�ees U��� soit �ni�
On sait qu�alors limt�T kU�t�k�  �
 ce qui contredit la Proposition � qui a�rme que
limt�T kU�t�kH� � �
� La solution locale U est donc globale�

�� Le Th�eor�eme 	 et la stabilit�e L�

Soient �Un�n une suite de solutions d��energie �nie dans la bande ST telle que la suite
�Un����n converge dans L� vers un �el�ement qu�on note U����� A cause de l�estimation
dans l�espace U on peut supposer que la suite �Un�n converge faiblement dans L�

�
��� T 
�L��R��

�
vers

un �el�ement not�e U�� L�objectif est de montrer que la convergence de Un vers U� a lieu

	



dans C�
�
��� T 
�L��R��

�
� La cl�e est une estimation L� sur la di��erence Mp�t��Mq�t� en

fonction de Mp����Mq���� En �ecrivant

F �Mp� Hp�� F �Mq� Hq�  F �Mp� H��� F �Mq� H��

�F �Mp� Hp �H��� F �Mq� Hq �H���

on constate que� si jMn
� �x�j � R� on a� pour presque tout �t� x��

	

�
�tjMp �Mqj� � C�R�jH�jjMp �Mqj�

�
�
F �Mp� Hp �H��� F �Mq� Hq �H��

� 	 �Mp �Mq��

Un poids ponctuel e��a�t�x� absorbe le premier terme du membre de droite si a est une
primitive en t de C�R�jH��t� x�j� Le choix pr�ecis

�	�� a�t� x�  jxj� �
Z t

�

C�R�jH��s� x�jds

fournit une fonction a positive� d�e�nie et �nie pour presque tout x et pour tout t et telle
que e��a�t�x� appartient �a tous les Lp� 	 � p � 
� On a alors
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� 	 �Mp �Mq��

Proposition �� Il existe une constante C�R� T � telle que pour tout � � � il existe N���
tel que pour tout p � N��� et q � N��� et tout t� � � t � T �

�	�� ke�a�t��Mp�t��Mq�t��k� � C
�
� �

Z t

�

ke�a�s��Mp�s��M��s��k� ds
�

Passant �a la limite q � 
 dans le membre de gauche de �	��� on en d�eduit que la suite
Mp�t��M��t� tend vers � dans l�espace L��e��a�t�x�dx�� On en d�eduit le r�esultat �nal
avec des arguments classiques�

La preuve de la Proposition � passe par l�examen du terme F �Mp� Hp �H�� dans �	���
qu�on d�ecompose en la somme

�	�� F �Mp� Hp �H��  F �Mp� P��Hp �H��� � F �Mp� Pk�Hp �H����

L�int�egrale en t� x du premier terme �a droite de �	�� donne une contribution �� gr�ace �a un
argument de front d�onde une fois qu�on a remarqu�e qu�il s�agit du produit d�un terme en
M qui poss�ede une d�eriv�ee par rapport �a t born�ee dans L� et d�un terme P��Hp �H��
qui est born�e dans L� avec �P��Hp �H��� born�e dans H�
�

�



L�autre terme e��a�t�F �Mp�t�� Pk�Hp�t��H��t���  e��a�t�F �Mp�t�� Pk�M��t��Mp�t���
s��ecrit� apr�es multiplication par �Mp�t��Mq�t��� comme la somme dans L


�	�� F �Mp�t�� Pke�a�t��M��t��Mp�t��� 	 e�a�t��Mp�t��Mq�t��

�F �Mp�t�� �e�a�t�� Pk
�M��t��Mp�t�� 	 e�a�t��Mp�t��Mq�t���

La norme dans L
 du premier terme se majore par une somme de carr�es de normes L�

kF �Mp�t�� Pke�a�t��M��t��Mp�t��� 	 e�a�t��Mp�t��Mq�t��k

� 	

�
R�C�R��ke�a�t��M��t��Mp�t��k�� �

	

�
ke�a�t��Mp�t��Mq�t��k���

Le deuxi�eme terme de �	�� donne une contribution � car le commutateur �e�a�t�� Pk
 est
un op�erateur compact sur les parties de L� domin�ees dans L� � L� �on utilise �	����

La partie concernant l�existence de solutions globales L� du Th�eor�eme � peut maintenant
se d�emontrer de la fa�con suivante� On approche les donn�ees initiales par r�egularisation
par des unit�es approch�ees� Ces approximations forment un sous�ensemble U� satisfaisant
les propri�et�es donn�ees �a la section �� Le th�eor�eme � associe aux donn�ees r�eguli�eres des
solutions globales du probl�eme de Cauchy� La condition de stabilit�e L� du Th�eor�eme �
ach�eve la preuve�
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