F. PLANCHON

Convergence de solutions des équations de Navier-Stokes
vers des solutions autosimilaires

Séminaire Equations aux dérivées partielles (Polytechnique) (1995-1996), exp. n°3,
p. 1-15

<http://www.numdam.org/item?id=SEDP_1995-1996 A3_0>

© Séminaire Equations aux dérivées partielles (Polytechnique)
(Ecole Polytechnique), 1995-1996, tous droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire Equations aux dérivées partielles (http://sedp.cedram.org) im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SEDP_1995-1996____A3_0
http://sedp.cedram.org
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

CENTRE ECOLE POLYTECHNIQUE
DE F-91128 PALAISEAU Cedex (France)

MATHEMATIQUES Tél. (1) 69 33 4091
Fax (1) 69 33 30 19

Unité de Recherche Associée D 0169

Séminaire 1995-1996

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

CONVERGENCE DE SOLUTIONS
DES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES VERS
DES SOLUTIONS AUTOSIMILAIRES

F. PLANCHON

Exposé n° III 23 Janvier 1996






I. Introduction et problématique

Lorsqu’on construit une solution globale en temps, pour un probléme d’évolution,
il est naturel de s’intéresser au comportement asymptotique de ces solutions. Pour
I’équation de la chaleur non linéaire, on peut par exemple montrer que les solutions
globales se comportent & temps grand comme certaines solutions tres particulieres,
puisqu’autosimilaires [Kav]. En s’inspirant de cette démarche, nous nous proposons
de montrer comment de tels résultats peuvent étre obtenus, sous certaines conditions,
dans le cas des équations de Navier-Stokes incompressibles.

Rappelons que le systeme étudié est le suivant :

%3:— =-V.(u®u)—Vp+ Au
(1) divu=0

u(z,0) = up(z) , z €R3, t>0.

Le fait de travailler dans ’espace entier permet de faire agir le groupe des dilatations.
Plus précisément, si u(z,t) est solution de (1), il en est de méme, pour tout A > 0,
pour uy(z,t) = du(Az, A\%t).

Etudier le comportement asymptotique (¢t — +00) de u(z,t) équivaut a étudier
le comportement asymptotique (A — +00) de ux(z,t). Voici pourquoi : nous mon-
trerons que lorsque ¢ tend vers 400, I’échelle d’espace naturelle est v/¢ (comme c’est
le cas pour ’équation de la chaleur). Remplacer la variable d’espace = par -—\“/i-i revient

précisément 3 faire tendre A vers +oo dans Au(Az,A%t). L’intérét de ce nouveau
point de vue vient de I’heuristique suivante : on s’attend a ce que la limite, si elle
existe, de uy(z,t) soit elle-méme une solution v(z,t) de (1). La condition initiale
correspndante serait vo(z) = limy_oo Au(Az,0). Des lors, v(z,t) vérifie automa-
tiquement Av(Az, A\%t) = v(x,t) c’est-a-dire v(z,t) = %V(%) tandis que vo(z) est
automatiquement homogene de degré -1.

Le probleme que nous résoudrons dans ce travail est 1’étude de la convergence
de u) (A, t) vers une solution autosimilaire (c’est-a-dire de la forme %V(%)) de (1).
L’existence de telles solutions a été étudiée dans [Ca-P].

Introduisons I'opérateur P de projection sur les champs de vecteurs a divergence
nulle ; il s’agit d’un opérateur pseudodifférentiel d’ordre zéro, qui s’exprime a ’aide
des transformations de Riesz, de symbole I_?I;’ de la maniere suivante

Uy u; — Rio
P|uy =|uy— Ryo o = Ryuy + Roug + Raug .
us uz — R3o
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Nous pouvons alors transformer le systéme (1) en une équation intégrale, ou le flux

de la chaleur est noté S(t) = et4,

(3) u(z,t) = S(t)ug — /Ot PS(t — s)div (u ® u)(s)ds .

Cette derniére équation se résout de fagon classique par point fixe ([K-F], [Ca]).
Suivant la démarche introduite dans [Ca], nous remarquons que I’étude du terme
bilinéaire dans (3) se ramene a celle d’un opérateur scalaire de la forme

| T
(@) B(f.0) = [ GOl * fals)ds
ou G est une fonction analytique, telle que
c
(5) |G(z)| < Tl

Ceci découle simplement de 1’étude du symbole (matriciel) de 'opérateur bilinéaire
sous le signe somme dans (3). En utilisant (2), il vient facilement que

G(e) = %e-'ﬁ‘z(we-'ﬁ'z) ,

ou j, k, £ sont indifféremment dans {1,2,3}. Nous retiendrons qu’une telle fonction
G appartient & L' N L.

II Enoncés et résultats

Le cadre fonctionnel naturel utilisé dans [Kat] est L3(R3), puisqu’alors
lluallLs = ||ullrs. Cependant, les fonctions homogenes de degré -1 ne sont pas dans
L3, et il est facile de voir que pour ug € L3, la limite au sens des distributions
de up,) est la fonction nulle. Il est donc nécessaire d’adopter un cadre fonctionnel
plus large, incluant les fonctions homogenes de degré -1. Plusieurs extensions de L3

sont possibles, nous avons choisi, par commodité, les espaces de Besov homogenes
> _(1—%)»00

Bp
Rappelons la définition de B;’Q(Rn) ([Trie], [Pee]).
Définition 1.—

Soit ¢ € S(R™) telle que p = 1 sur B(0,1) et $ = 0 sur B(0,2)°, @;j(z) = 2™ p(27x),
S; =¢j*., Aj = 8Sj41 — Sj. Considérons f € §'(R™).

- Lorsque s < ;7‘, ousis= % et ¢ = 1, ’espace B;*q est constitué des distributions
tempérées f telles que
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* 3™ Aj(f) converge vers f pour la topologie 08’ S)
* La suite €; = 27°||A;(f)||L» appartient a 4.

- Lorsque s > %’ ous=2etq>1, appelous m = E(s -- ;) Alors Bf;'q est

lespace des distributions tempérées f, modulo les polvnomes de degré au plus m,
telles que

* f =52 Aj(f) pour la topologie quotient.
* ;= 27%)|A;(f)||L» est dans €9.

On prend alors
(8)- £l gsa = 12720125 £l o lea

Nous pouvons alors établir le résultat suivant, qui complete ceux de [Ca).

Théoréeme 1.—
Il existe une fonction 1(q),3 < ¢ < +o00 a valeurs dans ]0 + 0o) telle que :

(1-%)

si ug € By ' div ug = 0, p > 3, vérifie ”uOHB_(l_%)‘W < n(q) pour

q
un q fixé plus grand que p, alors il existe une unique solution de (3) telle que

- l_i ) N 4 o N .
u € Cy([0+ oo),Bp( ») oo), ou le C,, dénote les fonctions faiblement continues,
et, si ’'on note u = S(t)up + w(z,t),

(9) w € L®([0 4+ 00), L3(R?))

(10) lwlls < v(q),

ot v(q) dépend de n(q).

Disposant de solutions de (3) dans un cadre fonctionnel adapté, nous pouvons
étudier leur asymptotique. Commencons par une définition :
Définition 2.—

Nous dirons que u(z,t) “converge en norme LP” vers une fonction V(zx) si et
seulement si I'une des deux conditions équivalentes suivantes est satisfaite

(i) pour tout intervalle compact [a,b] C]0 + c0), on a

w1 2y

uniformément en t € [a, b]

, A — 00

(i) Vtu(Vtz,t) £ids) V(z), lorsque t — co.
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Dans un premier temps, nous allons montrer le

Théoréeme 2.—

Supposons que 3 < p < +00. Soit u(z,t) une solution de (3) vérifiant

(11) sup ||[Vtu(vViz,t)||L» < +oo
>0
(12) u(z,t) converge faiblement vers ug(z) lorsque t — 0.
Alors, si
(13) u  “converge au sens LP” versV ,

. « e, . N - 1—3 ]
la condition initiale uo(z) appartient a Bp( »)o

tosimilaire de (3), et

,%V(%) est une solution au-

(14) S(t)up  “converge au sens LP” versvy(z) ,
ott v1(x) = S(1)vo, et vy est la condition initiale de la solution autosimilaire.

- 1__§ ) o . -~
Nous pouvons remarquer que lorsque ug € By (1=3) Oo, la condition (14) entraine

que
(15) Aug(Az) converge faiblement vers vy lorsque A — 0,

qui en est une forme affaiblie, comme ’illustre la

Proposition 1.—

11 existe une fonction f € By (R?), telle que Af(A\zx) converge faiblement vers
0 lorsque A — +00, mais telle que, pour p > 3

Jim ISQ)AFO)zs #0

Nous avons vu, dans I’énoncé du théoreme 1, qu’il est pratique de voir u comme
une somme de deux termes u(z,t) = S(t)up + w(x,t), le premier représentant la
tendance, et le second une fluctuation, plus réguliere que la tendance. De méme pour
une solution autosimilaire, on notera

1 T 1 T
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Théoreme 3.—
- ':i'—l, . . .
Soit ug € BJ oo,dlv up = 0,3 < p < 400, telle qu’il existe ¢ > p, pour lequel
lluoll 21,00 < n(q) -
B

Supposons en outre qu’il existe r, r > p et r > 3, tel que
(16) S(t)up “converge au sens L"” vers vi(x) .

Alors Aug(Az) converge faiblement vers une fonction vy telle que vo = S(1)vy, et,

si u(z,t) est la solution de (3) de condition initiale uy, \%V(%) celle de condition

initiale vy,

am) Vg2 p, q>3, Jim i Hju(z, ) - V() =0,
t—oo \/Z \/i

1

(18) Jim lw(z,6) = =W ()l = 0.

On peut légitimement s’interroger sur la signification de la condition (16). C’est
I’objet de la proposition 3 qui va suivre.

Mais d’abord introduisons une caractérisation en ondelettes de ’espace de Besov

—(1-23),
homogene By, (1=5) oo, p> 3.

Proposition 2.—

Soit (1. ). une famille de 7 ondelettes telles que la collection (Ve(27z —k))c.j kez
. _(1-2
soit une base orthogonale de L2(R3). Alors f € By (1=3),00

sup(Z;ac(j, k)[P) /P < +o0 ,
j

équivaut a

si f(z) = Ze,j,k ae(j, k)29 (2 — k).

Nous aurons alors la propriété suivante
Proposition 3.—

Les deux conditions suivantes sont équivalentes

—(1-3
FeB YT 3 p oo et
(19) — AMf(Ax) converge faiblement vers 0
— lim (Selee(s K)P)'/P =0,
j——00

si a.(J, k) sont les coefficients d’ondelettes de f avec la normalisation précédente.

(20) Jim 12580l = 0.
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IIT Démonstrations et résultats complémentaires.

Nous allons commencer par démontrer le théoréme 1, par une technique standard
de point fixe.

Introduisons ’espace
Fq = {f(:L‘,t) | ?‘)18 ”f(x,t)”Lq < +OO} .

Rappelons la caractérisation suivante des espaces de Besov d’indice de régularité
négatif.
Proposition 4.—

Soit s € (—1,0), p € [1 + 00). Alors

(21) 171l = supt=*/2||S(£)f |l e
t>0

définit sur B,;>*° une norme équivalente a la norme dyadique usuelle.

Le lecteur intéressé pourra consulter [Tri] ou [Pee] pour les multiples fagons
équivalentes de définir ces espaces.

.31, .31, .
Ceci étant, a ’aide de l'inclusion de Sobolev By ® o B4 * , p<gq,il est
.3
facile de voir que lorsque ug € Bp , Vt[S(t)uo](v/tx) € F,. Il reste alors, si 'on
appelle D,f = vt f(Vtz,t), & vérifier que D;B(D; ', D;!-) est bicontinu sur Fy.
Considérons f et g € Fy. Notons M = fg € Fy/,. Il est alors aisé, par changement
de variable, de voir que I'opérateur bilinéaire renormalisé & ’aide de D; s’écrit

-1,00

(22)

~ ! 1 x x dA
B(r.0) = | ol M

Deés lors, en utilisant Young et Holder, il vient

1
~ Cd\
23 B(/, < i ,
(23) B9l < [ e sl
qui nous donne la constante 7(q).
De méme
1
~ Cd)
(24) B.ole < [ —s |
1B < || =gl ok,
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Ceci nous montre (9) et (10). Il reste a établir la convergence faible lorsque ¢t — 0.
11 est clair que S(t)uo [, Uo par dualité. En ce qui concerne le terme bilinéaire, si
¢ € C§°(R?) -

(Q(t = 5)fg(s),0) = (Fg(s), S(t — 5)Q)

ol @p(f) = é'l%“f—‘(p\(f), donc Qp € L!, pour les mémes raisons que G. Ainsi

S(t — s)Qq est (uniformément en t — s) dans L9, avec % + % = 1. Alors

t t
< /0 Q(t - 5)fg(s)ds, 0> | < C / 1£9(5) | os2ds
t ds

-3
OSIP

< Ctr — 0.

<C

Nous avons donc montré le théoreme 1. Notons que par des majorations similaires &
(23) et (24), on peut obtenir que la solution u vérifie

(25) Viu(Vtz,t) e Fy;, pourtout ¢>p,qg>3
et que le terme bilinéaire w vérifie en sus
Vtw(Vtz,t) € F,, pour 3<q<p.

Nous allons maintenant démontrer le théoréme 2. L’équation (3) peut se réécrire de
la maniere suivante

Viu(Vtz,t) = Vt[S(t)ue](Vtz) — /t PD.{S(t — s)div u ® u(s)}ds .
0

Notons U(t) = \/Zu(\/fx,t), il vient
(27) U(t) = VE[S(t)uo)(Viz) — B(U,U)(t)

ol I'on dénote encore B l’opérateur vectoriel ayant pour composantes des opérateurs
du type (22). Notons que, par hypothese,

Lr/2
M=UQU —>N=VRV.
Considérons alors la différence

X

V1-A

1
(28) At(m):/o (I_IA)QG( ) s (M2, M) — N

dont on va estimer la norme LP.
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Appelons
w(t) = |M(z,t) = N(@)llp/2

T z 3
”M('ﬁw\t) - N(ﬁ)”p/? = Arw(At)
Ainsi,
w(At)dA
(1= NFamal=s

1
(29) lA@)e < C /

Sachant que d’une part w(t) est borné, d’autre part (1 — /\)_%_%/\*'%"1 € LY(0,1)
lorsque p > 3, le théoreme de convergence dominée s’applique et

Jim |Ax@)llz =0

Des lors, le terme bilinéaire devient

1 T ! 1 T T . dA
ZWE 400, avee W(a;)=/0 S =) NS

(27) se réécrit ainsi
(30) V(x) = tY2[S(t)uo)(Vtz) — W(z) +0(1) .
Observons que la transformée de Fourier de

VES(tugl(Viz) est %e—'fw%),

qui converge dans FLP vers une distribution. Dés lors, %ﬁo(%) converge faiblement
vers Uo(€), et en revenant aux variables d’espace,

Vtug(Viz) = vo(z) .

Remarquons d’autre part que, en utilisant (29) et (30),

(31) 1Vt [S(t)uo](Vtz)||zr < C < 400, pourtout ¢>0.
Donc
(32) sup 27 % ||S(t)uol|» < C ,
t>0
3
ce qui d’apres la proposition 4, équivaut & uy € By heo Alors pour tout A,
3'_17 . . . Q__l’
uo,\ € By oo, et ||uo,,\||l_3;~§_1,oo = ||u0||3%_1yoo, donc la limite vo(x) € By oo, et
P P
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. .3 _ 100 -1-321 ) .
la convergence a lieu dans (B " ,Bp ”’). On notera que v, est nécessairement

homogene de degré -1. Montrons maintenant que V est en fait solution de (3) ol ’on
remplace ug par vo. La famille (uy )y vérifie les estimations (11) et (32) uniformément
en \. Par ailleurs, a t > 0 fixé,

wOa, ) 2, Ly
M) Lo S v

Dés lors, le passage a la limite dans ’équation (3) vérifiée par u) montre que

1

(33) 2V = Sty - /0 PS(t — s)div V(s) ® V(s)ds .

On notera que limy _\}—ZV(“\%) = vp au sens faible, ce qui s’établit de la méme fagon
que dans la démonstration du théoreme 1.

Oublions pour le moment la proposition 1, et montrons le théoréeme 3. Remar-
quons d’abord que le cas ou r = 3 conduit & v; = 0, et donc a vg =V = 0. Dans ce
cas, (17) et (18) se réduisent aux estimations usuelles (voir Kat). Nous supposerons
donc r > 3. 1l est alors tres facile de voir que la convergence (16) a lieu dans tout
L™, r > p (et méme r = p si p > 3), par interpolation : en effet \/_(S( )ug)(Vt )

—1,00 —1,00
est borné pour la norme ||.||1-, Vr > p, grace a inclusion Bp o B,» . Nous

pouvons donc choisir r = ¢, g étant 'indice tel que ||uo| . 81,00 €St petite.
Bq

Nous avons donc montré le

Lemme 1.—
. ~ §—1>oo N
Soit f € By ,p > 3, telle que pour un certain r > p
lim t2~2 || S(t)fll- = 0 .
t—o00

Alors, Vg > r

(34) Jim 37318 (t) e = 0.

D’apres 1’étude effectuée dans la démonstration du théoreme 2, nous savons que
vo, limite faible de wug, appartient aux mémes espaces de Besov que uo. De ce
fait, ||v0]| 8100 = ||u0|| for00 < n(¢g). Ainsi, les solutions u(z,t) e %V(%)

S obtlennent par apphcatlon du théoreme 1, par une méthode de point fixe.
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Dénotons par u(™ (resp. V(")) les itérées successives du point fixe définissant u
(resp. V). On remarquera que

uD(z, ) = S(t)uo (resp. %V(l)(%) - —1\/—5(5(1)00)(%0 .
Sachant que
u™ D (z,t) = S(t)ug — /t PS(t — s)div (u™ @ u™)(s)ds ,
0

11 est facile & partir de (16) pour r = ¢, de montrer par récurrence que

(35) Vium™ (Viz, t) 25 v (g) .

11 suffit pour cela de reprendre les estimations utilisées pour montrer le théoréme 2.
D’autre part, en utilisant une estimation du type (23) et le théoréme de convergence
dominée, nous obtenons

(36) Vi Bu™, u®)(iz,t) L5 B(y™, v
Deés lors, en décomposant

1 T
— V(=
VAN

un raisonnement en £ permet d’obtenir (17) et (18) pour le g particulier qu’on s’est
fixé. Le résultat pour tout ¢ en découle par interpolation.

u(z, 1) - )= (u—u™)+ (VO - V) + (™ - v®)

Nous allons maintenant démontrer la proposition 3. Notons que la proposition 2
n’est autre que la caractérisation usuelle des espaces de Besov a I’aide des coefficients
d’ondelettes (voir [Mey]). Seule la normalisation n’est pas celle adoptée habituelle-
ment. On se limitera aux ondelettes de Littlewood-Paley, définies dans [Mey]. Elles
sont dans S et a support compact en Fourier, ne contenant pas zéro. Notons que
(20) peut s’écrire

(37) Jm [[SAf@)]le = 0.
Ainsi, si p € S et supp ¢ est compact,

(37bis) Jim [l (AF Ol =0
Alors, il suffit de remarquer que

(38) Ol k)P = | Do(Af (Az)) || s
g,k
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avec A = 277, et Do défini comme dans [Mey, p 45]. Alors on sait [Mey p 60] que
Dy est une somme d’opérateurs du type M A, ou M est une multiplication par un
caracteére, et A une convolution par une fonction & support compact en Fourier. On
en déduit le résultat voulu grace a (37 bis). Inversement, supposons qu’on ait (19).
Commengons par montrer que pour ¢ comme précédemment,

lim || * fallcr =0 .
A—00
Apreés changement d’échelle, cela revient & montrer que

Jim VORI ST Sap k20 (P — Bl = 0.
- J<N ek

Or, a j fixé

1Y ek 9e(@z — k)llee < CPOD (3 (ayeP) P .
e,k €,k

Donc en utilisant (19)

1) 0 k29 (22 — K)|Lr < &5,
k,e

avec lim;_,_ ¢; = 0.

Alors
o(1=2)N Z 8j2(1—%)j -0,
j<=N

comme convolution £ % ¢1. (20) en découle en décomposant S(1) en série de blocs
dyadiques.

Revenons maintenant & la proposition 1. C’est elle qui permet de bien com-
prendre pourquoi (14) est bien une condition nécessaire et suffisante, au contraire
de (15) qui est nécessaire mais pas suffisante. En effet, soyons naif et supposons
seulement (15). En utilisant le théoréme 1, nous pouvons construire la famille (uy)x
de solutions de (3) de condition initiale ug ». Les estimations obtenues sont toutes
invariantes par changement d’échelle, donc indépendantes de A. Des lors, on peut
extraire une sous-suite convergeant fortement sur [t1,t2] x B(0, R), ou ¢1 > 0. Il est
tout aussi aisé de montrer que la limite v(z,t) est en fait la solution (autosimilaire)
de (3) de condition initiale vg, limite faible de (ug x)x. Or montrer (17) revient a
montrer

(39) lim |lux(z,1) —v(z,1)||e = 0.
A—00
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Ceci est vrai, si I'on remplace L7 par LI(B(OR)), donc pour obtenir (39) il con-
viendrait de montrer une propriété du type

(40) A ixrua(z,1)l|e = 0

uniformément en A, ot xr(x) = x(§) est nulle sur B(0,1), et vaut 1 en dehors
de B(0,2). Raisonnons sur la seule partie linéaire : si I’on suppose que ug € L3,
IxruoallLs < lluollL3(jzi>AR)> €t I'on en déduit facilement I’estimation

Rlim IxrS(1)uo rllLe =0, uniformémenten A >1.
- 00

C’est un raisonnement de ce type qui permet de conclure, en dimension 2, dans
Pétude de la vorticité ([Car]). Cependant, si ug € By™ mais ug ¢ L3, on n’a
pas toujours ||xruol| B> = 0 lorsque R — oo. Il suffit de prendre f = ﬁ, alors

Ixrf ”Bg»°° = |Ixf “Bg,oo = constante. On pourrait cependant espérer avoir

limp_.oo |[XRS(1)uo x|l = 0, uniformément en A > 1. En fait il est impossible
d’obtenir cette uniformité, comme le montre la

Proposition 5.—

Il existe f € B§’°° telle que pour tout R, il existe A > 1 tel que

IxrS(W)fallzs =1

Nous avons fixé ici p = 3, ¢ = 4, le lecteur se convaincra que ces choix sont
arbitraires.

Remarquons bien sir qu’a A fixé, $(1) fx € L*, donc limp—,c0 [[xrS(1) fallL+ = 0.

Nous aurons besoin du lemme (évident) suivant :
Lemme 2.—
Si f € L* g € L', alors

lgldz .
I>£

(f 1 woltam < ala( [ 15144 4 5l |

|z|>R

Ainsi, pour démontrer que ||xrS(1)fr||L+ est grand, il suffira de vérifier I'existence
d’une fonction g € L! telle que ||xr(g * S(1)f»)||z+ est grand. Notons ¢ € S une
fonction telle que supp ¢ C {55 < |£| < 2}, et considérons

f(z) = Z?“j(p(Q_j:c —zj), ou |z;|—o00.
0
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m—1 [e%e]

2mf(2™x) = Z 2M I p(2™ I — ;) 4+ P (T — Tyn) + Z 2mIp(2M g — x;)
0 m+1

= Un () + o(z — Tp) + () ,

Remarquons alors que les fréquences de u,, sont dans {|¢| > 2.% et celles de v,
dans {[¢] § 322 < 2}, Il existe donc g € S telle que supp § C {15 < €] < 13} et
9(€) = €l pour {5 < [¢] < @} Ainsi pour A = 2™, g * S(1)fx = (2 — Tpm), et

Jim [ lele )it = Il
Continuons notre étude de f.
Si 2™ < A < 2™*1 on peut décomposer f de la maniére suivante
Af(Az) = um () + v ()
avec u,, contenant les fréquences 277\ olt |m — j| < N et vy, celles ou |m — j| > N.

Des lors, choisissons une fonction de test ¢ telle que 0 ¢ supp?), et fixons N tel
que supp ¢ C [27V,2N]. Alors [ Af(Az)¢(z)dx n’est composé que des seuls termes
ou |j — m| < N, qui sont en nombre fini et tendent vers 0 si |z;| — oo.

Nous avons donc démontré le résultat suivant :

Proposition 6.—

1l existe f € BY™ telle que fy — 0 au sens de la topologie faible o(BY*, Bg/12)

mais telle que, cependant, ||xrS(1)fx||L+ ne tende pas vers 0 quand R — oo, uni-
formément en A > 1.

Nous renvoyons le lecteur & [Tri] pour vérifier que les fonctions de test ¢ utilisées
précédemment sont denses dans 33}12.

Il ne nous reste qu’ faire le lien entre la proposition 5 et la condition (16). C’est
I’objet de la

Proposition 7.—
Soit f € B§*°°, fa(z) = Af(Azx). Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
i) Timy oo £/]|S(2) fll 4 = 0
ii) fx — 0 dans U(Bg’ng}lz) et
([ 1SWAMY <en,
|z|>R

avec imp_, o €gp = 0 indépendamment de A > 1.
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Montrons que i) = ii) : la premiére partie, la convergence faible, a déja été
vue. Sachant que i) équivaut a

lim [|S(1)falls =0,
z—00

ceci montre que

([ 1swnra<e,
|z|>R
pour A > )Ao. Reste & voir le cas o A € [1,Ag). Sachant que
S1)fa(z) = AS()f](Az),

remarquons que les fonctions S(A2?) f sont dans un ensemble compact de L. Donc il
existe R, tel que, pour A € [1, ) et R > R,

( / 1S faltdz) 4 < e .
|z|>R

L’implication inverse ii) => i) se montre facilement. En effet, si fx — 0, on en
déduit que S(1)fr(z) — O uniformément sur tout compact. On peut alors estimer
|1S(1)frllr+ en découpant suivant |z| < R et |z| > R ce qui achéve la démonstration.

C’est Yves Meyer qui m’a encouragé & poursuivre le travail entrepris dans [Ca-
P]. Il m’a en outre dispensé sans compter son temps et ses conseils. Je voudrais dire
ici & quel point je lui suis redevable.
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