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1 Introduction

Nous nous intéressons ici a un probleme d’évolution semi-classique avec perturbation
singuliere. Il s’agit d’un cas critique ou il n’ y a plus de calcul asymptotique et pour
lequel 1’évolution limite garde trace d’effets purement quantiques. Il fournit une de-
scription de la diffusion quantique en adéquation avec I’approche des physiciens sur les
phénomenes de collisions.

Plus précisément nous considérons I’équation de Schrodinger dans R? avec petit
parametre h — 0

: h? —
ihdu" = [—5A+ V(e)+ & Ui(52) | u'

JEN

(1.1)

uh(t = 0) = ul.

L’asymptotique de cette équation sera décrite dans ’espace des phases en termes de
mesures semi-classiques [6][7][8]. Le petit parametre provient de la comparaison de
deux échelles : une échelle macroscopique associées aux variations du potentiel V et
aux distances entre les “sites collisionels” repérés par les positions z;, et une échelle
microscopique ou quantique dans laquelle se concentrent les potentiels de profils Uj
autour des z;.
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Allure du potentiel complet.

Hypothéses : a) Les potentiels U;(z) sont uniformément bornés dans S({z)™*, %)
avec p > 1.

b) Les points z;,7 € N, sont répartis de telle sorte que

> ()™ < oo,
J€N

¢) Le potentiel V(z) appartient a S(1,dz?).

Pour des raisons de commodité, nous supposerons également zq = 0 et V(0) = 0. Les
. . . . 2

hypotheses précédentes assurent la réalisation du hamiltonien H" = —%—A + V(z) +

VIII-1



Y jenUj(557) comme opérateur auto-adjoint ainsi que l’existence et la complétude
asymptotique des opérateurs d’onde

. i — L (=1
Wﬂ:,j =tﬁ;noo elt( 2A+U](:v))e at( 2A)'

Notations : Nous notons S; = W} .W_; la matrice de diffusion de —1/2A + U;

par rapport a —1/2A et S'j = FS;F~! son conjugué par la transformée de Fourier
F. Pour j = 0 nous écrirons simplement U, W, W_, S et S au lieu de Uy, W, o,
W_o, So. Enfin ®y(¢) désignera le flot classique dans T*R? associé au hamiltonien

pv(z,€) = 3l§1* + V().

2 Reésultats

Notre résultat principal concerne des solutions de (1.1) associées & des données intiales
particulieres de la forme ug = Dhuyg = h'd/zuo(%) avec ug € ImW, = ImW_. Nous
écrivons la donnée ug sous la forme ug = W, F~ 1, = W_F~14)_, les fonctions 1), et
Y_ étant reliées par ¥, = 5‘1/)_. Nous reviendrons en Section 3 sur les raisons de ce
choix.

Theoréme 2.1 On suppose qu’il existe Ty > 0 et T > 0 tels que
(2.1) Vi, 4t € (0,T4), ®v(£t)[{0} x supp ] N (%JNT; Rd> —9
7 J

Alors pour tout t € (—T-,0)U (0,Ty) la suite (u*(t))r admet une unique mesure semi-
classique quand h — 0,

(1) = {@vm* [(27) 26,0l (E)F], si t € (—T-,0)
Dy (1). [(27) “8omolr (OP], sit € (0,T).

Remarque 2.1 a) En fait la condition (2.1) n'est pas trop restrictive. Si ’on pose

(2(£),£(t)) = @v(2)(0,0), on a pourt petit

(2:3) %(w(t)-é(t)) = [6@t)1* — 2(t)-0:V (2 (1)) ~ |ol*.

En conséquence, on peut trouver un Ty > 0 et un T_ > 0 dés que 4 est a support
compact dans R*\ {0}.
b) Il y a une totale symétrie entre t > 0 et t < 0 et dans les preuves il suffit de
considérer le cas t > 0.

(2.2)

Idée de la preuve : Nous faisons appel a deux notions : 1) La régularité des opérateurs
d’onde a courte portée [4], & savoir

(2.4) p¥ (2, D)x(=1/2A + U)Wy = p¥ (z, D)x(~1/2A + U) + ¢{ (=, D)
(2.5) et Wex(=1/28)pY (2, D) = x(~1/28)p¥ (z, D) + r{ (2, D)
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ol ri,qx € S((6)~°(z)!7#,g1) et ot p¥'(z, D) (resp. p¥(z,D)) est une troncature
microlocale supportée dans le cone sortant (resp. entrant). 2) La seconde microlocal-
isation autour du conormal a l'origine z = 0 qui intervient de deux manieres. D’une
part la deuxiéme métrique déduite de la métrique semi-classique dz? + h2dé? suivant
le procédé de [2] est zh;:_zzd—f; + h2d€?, ce qui donne aprés conjugaison par les dilatations,
(z,h€) — (hz,§), la métrique g, = %3—22 + d€? naturelle pour I’étude de la diffusion.
Cette construction de [2] a ici une traduction simple : a(hz,§) est uniformément borné
dans S(1,91) quand a € C(T*R?). D’autre part on a recourt & des troncature 2-
microlocale autour de £ = 0 pour séparer cone entrant et cone sortant et exploiter
(2.4)(2.5). Notons que les opérateurs d’onde, et de maniere équivalente la matrice
S compte tenu de la relation Wyx(—1/2A) = Wix(—=1/2A)py + Wix(—=1/2A)p_ =
Wox(=1/2A)py + S*W*x(—1/2A)p- ne sont globalement pas des pseudos.

La démonstration se fait en deux étapes. Premierement on utilise la relation
d’entrelacement W;[—1/2A+U]W, = —1/2A pour remplacer le hamiltonien —h?/2A+
V(z) 4+ U(%) par —h?/2A + V(z). Deuxiémement & ’échelle quantique, on déforme le
hamiltonien —1/2A + V(hz)+ U(z) en —1/2A 4+ U a ’aide de transformations canon-
iques envoyant 1/2|¢|2+V (z) sur 1/2|¢|? (au moins dans un domaine compact d’énergies
non nulles). Ces transformations canoniques sont construites de facon a coincider avec
I’identié sur le conormal a l'origine. Ainsi les opérateurs Fourier intégraux associés
apres conjugaison par les dilatations sont presque des pseudos dans OpS(1,¢;1). Cette
partie de la démonstration, un peu, technique pourrait sans doute se simplifier dans le
cadre des travaux récents de J.M. Bony [1] et de ses prolongements & venir.

Enfin le raccord entre les deux échelles se fait en introduisant un petit parametre
intermédiaire . On a alors des estimations en O(g) + o.(h°). Par passage a la limite
h — 0 puis € — 0, on obtient des minorations de la mesure semi-classique p(t), toutes
les zones de ’espace des phases n’ayant pas été explorées puisque (on ne sait pas ce
qu’il se passe dans les cones entrant pour W, par exemple). On conclut en utilisant
I’information a priori [ u = 1. a

Le Théoréme 2.1 sépare asymptotiquement les évolutions associées aux hamiltoniens
quantiques —h%/2A + V(z) et —1/2A + U(z) (notons au passage que les potentiels Uj,
J € Nse découplent également) et assure leur raccordement en z = 0. Ce raccordement
est plus clair en faisant appel a des mesures semi-classiques 2-micro-localisées autour
de z = 0, portées par X = (T*R%\ TgR?) U Szera(T*R?) ~ [0, 4+00) x §41 x R% Ces
mesures s’identifient au mesures semi-classiques usuelles en dehors de r = 0, tandis
que la composante portée par r = 0 décrit microlocalement le défaut de compacité de
la suite dilatée. Pour plus de détails sur cette notion, nous renvoyons a la these de C.
Fermanian-Kammerer [5].

Corollaire 2.2 Sous les mémes hypothéses qu’au Théoréme 2.1, la suite (u(t))y, t €
(—=T-,0)U(0,T4), admet une unique mesure 2-micro-localisée p(t) s’identifiant a (2.2).
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De plus~ cette mesure satisfait dans My(X)

(26) W — limp(t) = (27) 6208, g [ ()1
(27) w = lim u(t) = (1) 6,mo8ye_ g [$- ()P

Remarque 2.3 En fait les mesures (27r)‘d69=]_21|¢+(§)l2 et (27r)“16€=]_§T|1,[;_(§)|2 sont

exactement les mesures de défaut microlocales en métrique g, = % + d€? des suites
(e=U=1284U)y5) pour t — +oo et t — —oo. Ainsi on raccorde la sphére & Uinfini d
léchelle quantique avec la sphére autour de r = 0 a l’échelle macroscopique.

Pour la suite nous rappelons que la relation de commutation —1/2AS = S(—1/2A)
permet d’écrire § = f(%),oo) S(A)dA, avec S(A) = Id — 27ri(2A)i§_2T()\), ou T'()) est un
opérateur (pseudo-différentiel) compact sur L?(S%1). L’identié ¢ = St_ se traduit
alors par

Vi (€) = w-() — 2wl [ T, - (lele) o

d—1
En dépit de la cohérence des résultats précédents, il reste donc une difficulté : le
facteur |¢4(.)|? ne s’exprime pas en fonction de |14 (.)|* et ’évolution limite est mal
posée en terme de mesures semi-classiques. Ce probléeme disparait asymptotiquement
pour certaines familles d’états mélangés, c’est a dire d’opérateurs positifs de trace 1,
dont la construction empruntée & W. Thirring [10] n’est pas dénuée de significations
physiques. C’est le cas de la dimension d > 1 qui est intéssant ici. On se donne
£ € R4\ {0}, ¥ € C°(R4\ {0}) et x € C({&}*), avec x >0, [ x =1 et x =1 dans
un voisinage de m = 0. On prend ’état P(e, h) défini par l'intégrale de Bochner dans
J1
P(e,h) = /{ﬁo}"' x(m)P(m;e, h)dm

ott P(m;e, h) est la projection orthogonale sur Dy W_F~! [e"iﬂ:ﬁ ﬁ;@(iﬁ%)] L’évolu-
tion de cet état est donnée par
P(tie, h) = e wH"P(e, h)e'n " = - x(m)e™ #H" P(m;e, h)en " dm
o

et le Theoreme 2.1 s’applique aux états purs P(m;e, h) pour certains Ty et T_ ne
dépendant que de W. La suite d’états (P(t;e,h)), admet alors une unique mesure
semi-classique pour tout ¢ € (=7-,0) U (0,77} ),

@y (1), [(20)bemodm [ U (SR, sit € (T-,0)
2.8u(t,e) = _ .
EMEDZ  avio. [ 3 [ery“bain(me)F] dn] i e 0.72),
ot I'on a posé ¥y(m,e) = S [e"m?{ewl;ll’(ﬁ%)] On renforce la condition de courte

portée en supposant g > d > 1 pour avoir la continuité de T'(\,w,w’) par rapport a
(w,w'). Un simple calcul conduit alors au
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Corollaire 2.4 Pour toutt € (—=T-,0)U(0,T}), la mesure semi-classique pu(t, ) vérifie

(29) w* — lim ,LL(t,é‘) = q)v(t)* [535:065:&0] = 5<I>v(0,§o;t)'

e—0

Plus précisément, si Te, désigne la trajectoire compacte : %J . ]<I>V(0,§0; t) dans T*R?
te|-1-,T4

et si a € Co(T*R?) avec supp aNTy, =0, on a alors

(2.10) /T 2 Gdu(t8) = 00 (), V€ (<1_,0)
et
(2.11) /T*Rdady(t,e) -

d—1 2m)t!
e /T a0 [(I)V(t)* [5x=0£_ngol

ol? o 2 2 ol?
Tl &, @l (L - 12|

+Oa,t(€d_l), \Vlt c (O,T+)

La limite (2.9) indique qu’au premier ordre il ne se passe rien. En effet, les phénomenes
de diffusion sont marginaux comme cela est traduit par la compacité de la matrice T ou,
en théorie stationnaire avec la décomposition de Sommerfeld des ondes diffusées, par la
décroissance a l'infini des ondes sphériques. Les descriptions d’expériences de diffusion
données dans [3][9] insistent d’ailleurs sur I'impossibilité de mesurer les sections efficaces
sur la trajectoire du faisceau incident. Enfin, on déduit aisément de (2.11) la valeur
(2r)¢H! |§|"l'3|T(1%3,u),w’)|2 pour la section efficace de w — w' & partir de sa définition
générale en physique.

Toujours en travaillant avec des états mélangés bien choisis, on peut établir en
dimension d = 1 un lien avec ’équation de Boltzmann linéaire, aussi connu sous le
nom de modele de Lorentz, qui intervient dans la modélisation des semi-conducteurs.

Proposition 2.5 Pour toute fonction g € L*(T*R)NC°(T*R) satisfaisant

(2.12) Oy (t—s) [@V(s)supp gn T;R] N (U]EZ T;‘jR) =0
VieZ, Vt,s € [0,T], t > s,

on peut construire une suite d’opérateurs @ trace (P")he(ono) telle que pour tout t €
[0,7") la suite (e"%HhPhe"%Hh)he(o,ho) admette pour unique mesure semi-classique f(t),
solution dans D'(T*R) de

0 +60u = VS = 5 6., [ loe.ers €

(243 —05(6, €017 (6.0)] 65 — 1)ae
Ji=0 = g,
avee f7(6:t) = lim  f(z,n;t) et 05(€',€) = Am*|T3(E, €)1
(z=2,) n<0
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3 A propos de la donnée initiale

Rappelons que si S (A) est un pseudo sur la sphere, la matrice S n’est pas un opérateur
pseudo-différentiel ni méme micro-local. Ainsi connaissant “la” mesure de défaut en
métrique % + d¢? d’une suite u; pour t — oo il n’est.pas possible d’en déduire “la”
mesure de Su;. Le choix d’une donnée initiale se concentrant en z = 0, u = D"ug
avec ug = W,y F Y, = W_FY)_, et la relation ¢, = 3'1/)_ évacuent cette diffi-
culté. Indépendament de cet aspect technique, on peut se demander si I'impossibilité
d’exprimer la mesure sortante en fonction de la mesure entrante n’est pas liée a 1’échelle
d’oscillations choisie pour la donnée initiale. On pourrait par exemple considérer des
fonctions d’onde de la forme A~% 46&——:-0'&1/)(%%‘1), permettant de concentrer simul-
tanément en positions et fréquences. Il n’est pas exclus que l'on obtienne de cette
maniere des résultats plus précis. Néanmoins I’argument a priori qui suit (ce n’est pas
une démonstration) montre que I’aspect non déterministe de ’évolution asymptotique
demeure dans tous les cas. De ce point de vue, le cadre semi-classique de 1’espace des
phases est inadapté a la description des phénomenes de diffusion de nature purement
quantique.

Nous nous plagons en dimension d =1 dans le cas ou V =0, U; = 0 pour j # 0 et
ot U(—z) = U(z). Nous supposons que ’asymptotique pour 2 — 0 de I’équation (1.1)
avec des données initiales générales conserve deux propriétés vérifiées dans notre cas :
a) Pour certains états initiaux bien choisis la mesure semi-classique apres collision se
compose d’une partie transmise et d’une partie réfléchie. C’est ce que l’on obtient par
exemple en écrivant explicitement la solution de (2.13) avec les coeflicients de réflexions
R(¢) = —%T(—ﬁ,f). b) Principe de superposition : le passage a la limite, quand on
travaille avec les états (on oublie la normalisation a 1) plutét qu’avec les fonctions
d’onde, est linéaire.

Supposons donc donné un état P(¢,h) = e~{HDH" p(_T p)eit+DH" admettant
pour tout ¢ € [—T,0)U (0, T] une unique mesure semi-classique p(t) vérifiant u(—1") =
8_z ¢, (pour simplifier) et pu(T)(1—R?)bz0,¢0 + R26-20,—¢, avec R = |R(&0)| = |R(—&o).

4
1 1 - R?
: >0 =
':—SUQ ICEO T
< -------- —éo
RZ

Evolution de la mesure semi-classique p(t)
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On considere alors ’état P’(t,h) déduit de P(t,h) en changeant t en —t et z
en —z. Puisque 'on a supposé U(—z) = U(z), cet état satisfait encore P'(t,h) =
e~ i+ DH" pr(_T p)eit+T)H"  Dans le méme temps, sa mesure semi-classique p/(t)
évolue de (1 — R?)6_z, 60 + R?05,—¢o & sy ¢, selon la figure

4
1—-R? 1
: e LEEEEEE =
":-TO 5130 xz
—{ops :
RZ

Evolution de la mesure semi-classique p'(t)

Prenons maintenant P”(t,h) = Py(t,h) + P(t,h) ou les états Pi(t,h) et Pa(t,h)
sont construits comme P(t, h) avec pour mesures semi-classiques respectivesen t = —T',
p1(=T) = (1 — R?*)é_4p ¢, €t pi2(—T) = R?8,4,—¢,. Par linéarité, on obtient une mesure
semi-classique p”(t) telle que p”"(=T) = p/(—T) et p"(T) # p'(T'). En effet on a d’une
part p""(—T) = (1= RY)é_4, g0+ R?620,—¢, €t d’autre part u”(T') = [(1— R?)*+ R*) 60,0 +
2R?(1 — R*)6_y,—,-

4
1 - R? fo (1 — R?)? + R
: Py =
—
IR < '
2RY(1 — R?) —Co R?

Evolution de la mesure semi-classique p"(t) :
W(=T) = p(=T) et w"(T) # p(T).

En fait les problemes apparaissent quand ’onde diffusée est a nouveau focalisée sur
un obstacle. Cette situation n’est pas toujours exceptionnelle, c’est la regle par exem-
ple quand le potentiel a ’échelle macroscopique est celui de 'oscillateur harmonique,

V(z) = 22
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