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1. — Introduction et résultats

Soit M une variété riemanienne C'™°, compacte, connexe a bord OM (avec
éventuellement OM = ¢) et A le Laplacien sur M.

On note {ex } une base orthonormale de L2( M), orthogonale dans Hg (M)
de fonctions propres réelles de (—A; Dirichlet)

(1) —Aer =wier, exlom =0, 0<wr < wpyr.

Pour T > 0 on pose X1 =|0,T[xM. Pour uq € L*(M), g € L*(Xr) le

probleme d’évolution

(2) { (8 — A)u(t,z) = g(t,z)  dans D'(J0,T[x M)
uli=o = uo; uljo,r{xom =0 dans D'(]0,T[xOM)

posséde dans C°([0,T); L?(M)) une unique solution u(t,z).
Siug =) ugker, 9(t,z) =, gr(t)er on a
k k

t
(3)  u(t,z) = Zuk(t)ek; up(t) = uo e M + / e (=X g1 () ds
k 0

avec Ay = wi. On a pour ¢ € [0,T]

(4) lult, M2y < llwollzziany + VE lgll2(x,)
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et si v(t,z) = e T 0Xurrer, S lvrk|? < oo (v est solution de
k

k
(8: + A)v = 0 avec v|i=7 = > vr K €k)

(5) /M (T, 2)0(T, ) = /Mu(O,:c)v(O,x)-i- /0 ' /M ot 2)v(t, ).

Pour ug € L2(M), uo = Y uo €k, on posera
k

(6) ePuy = Z e~ tAx ug kek, (t>0).
k

On note K7 l'opérateur continu de L*(M) @ L*(Xr) dans L*(M) défini
par

(7) Kr(uo,9) = u(T,").

Soit par ailleurs Q@ C X7 un ouvert non vide vérifiant Q C]0,T[x M.
Notre résultat principal de controlabilité exacte pour I’équation de la chaleur
est alors :

Théoréme 1. II existe un opérateur continu S de L*(M) dans C$°(Q) tel
que

(8) Yuo € L3 (M), Kr(ug,S(ug)) = 0.

On en déduit les deux corollaires suivants.

Corollaire 1. Pour tous ug,vy € L2(M), il existe g € C§*(Q) tel que
Kr(u,g9) = T vy

Corollaire 2. I existe Cq > 0 tel que

(9) Vw € L*(M), HeTAwH%z(M) < Cq /,/9 letAwl|?.

En effet, pour le corollaire 1, il suffit de poser g = S(up — vy), et pour le
corollaire 2, d’utiliser I'identité (5) avec g = S(u|s=0) : on obtient pour tout

vr € L* (M), uo € L*(M), 0 = [, uge™® vp + fOT Jag S(u)eT=94 pp done

e vrl gy < cte [[ 167705 ug?
Q
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d’ot1 I'inégalité (9) avec vy = w pour Vouvert Q' = {(t,z);(T —t,z) € Q}.

Lorsque OM est non vide, on a un résultat analogue de contrélabilité
exacte frontiere.

Pour ug € L?(M), h € C§°(]0,T[xIM) le probleme d’évolution
10) { (8, — A)u(t,z) = 0 dans D'(]0, T[x M)
Ule=0 = Uo; u|]0,T[xaM = h dans D'(]0, T[xOM)
posséde dans C°([0,T]; L*(M)) une unique solution u(t,z) (si H est un
relevement de h dans C§°(]0,T[xM), on a u = & + H ou @ vérifie (2) avec

données ug et ¢ = —(0; — A)H). On posera

(11) K3(ug, h) = u(T,").

Pour tout vy € L*(M), on a l'identité analogue & (5), obtenue par
intégration par parties

(12) / u(T,z)vr(z) :/ Ug -eTAvT—/ han(e(T—t)AvT).
M M 10,T[x0M

Soit alors I' un ouvert non vide de X, vérifiant T C]0, T[x M.

Théoréme 2. Il existe un opérateur continu S° de L*(M) dans C§°(T) tel
que

(13) Vuo € LA (M), K2(ug,S%(up)) =0.

Comme précédemment, on en déduit (en utilisant (12) pour le corollaire 4)
les corollaires :

Corollaire 3. Pour tous ug, vy € L2(M), il existe h € C$°(T) tel que
K2 (ug,h) = eTA vy,

Corollaire 4. Il existe Cr > 0 tel que

(14) Vw e LA(M), [|e™ w|aca, < Cr //F 10, 8 2.

La question du controle exact de I’équation de la chaleur nous a été posée
par E. ZUAZUA, a la suite de son travail sur la controlabilité approchée du
systeme de la thermoélasticité ([Z]). La controlabilité approchée de 1’équation
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de la chaleur linéaire est une conséquence des résultats d’unicité dans le cas
parabolique (voir [M] et [S.S] pour I'unicité et [F.P.Z] pour le cas plus général
d’équations de la chaleur semi-linéaire). Le probleme du controle exact a été
étudié par D. RUSSELL dans [Ru], ou il est prouvé qu’un résultat de controle
exact pour ’équation des ondes entraine le controle exact de I’équation de
la chaleur; or le probléeme du controle exact des ondes est maintenant bien
compris (voir [B.L.R]) et implique en particulier la propriété de controle
géométrique. Le théoréme 1 ci-dessus montre que dans le cas parabolique,
il n’y a aucune contrainte géométrique sur la région de controle, ce qui est
naturel.

La méthode que nous utilisons ici s’inspire directement du travail de
D. Russell. Toutefois, plutot que d’utiliser des estimations sur 1’équation
hyperbolique 8? — A, nous utilisons des estimations sur ’équation elliptique
8% + A, déduites des inégalités de Carleman. Ceci nous permet de prouver
un résultat de controle approché basse fréquence pour la chaleur, dans lequel
la fonction de coiit est bien estimée en fonction de la fréquence de coupure
et du temps de controle (voir la proposition 1). Le point essentiel ici est que
si p est la fréquence de coupure, la fonction de colit est au plus exponentielle
en . Un argument simple utilisant le caractere parabolique de ’équation
permet alors de conclure a la controlabilité exacte. Nous ne détaillons ici
que la preuve du théoreme 1.

— Preuve du théoréme 1

Sur Ry x M, soit @) l'opérateur elliptique du second ordre a symbole
principal réel Q = 98? + A. On fixe T, > 0, a € ]0,22‘1[ et on pose
X =)0, To[xM, Y =]a, Ty — a[xM.

Soit U un ouvert non vide de X tel que U C]0,Tp[x M. Les inégalités

de Carleman entrainent que pour tout ¢ € C§°(]0,To[x M), ¢ # 0, il existe
C > 0 et v €]0,1] tels que pour tout v € H%(X) vérifiant v(¢,z)|zeom = 0
on ait

(V) Il < Cllolln [1Qvllzco + levllzco

(Nous renvoyons & larticle [L.R] pour des précisions sur ce point.)

On adopte la convention suivante : si M = ¢ le spectre est {0 = wy <
w1 Swy < ...} et si OM # ¢ le spectre est {0 < w; <wy < ...} Pour p>1
on pose J, = {k,w; < p}. La formule de Weyl entraine #J, < cte pdim(M)
On note J, = {n € Z; |n| € J,} et pour n € J, on pose &, = sign(n)wjp|-
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On note E, 'ensemble des suites a = (an)nejﬂ et pour a € E, on pose

llal|% = Z_ lan|?. Pour a € E, soit
ned,

(2) va(t,z) = Z ane'“m e ().

nEj“

Onav, € C°°(7), Qu, =0 et v,(t,2)|zeam = 0. Comme

To
ol ) = / /M 0l + Va0 + of?,

on a
T 2 2
loallrcn = X [ @+ed)] 3 anet®e] ] Y andnetse
ke, 0 In|=k In|=k
Il existe donc C; > 0 tel que pour tout x> 1 et tout a € E, on ait
(3) lalla:x) < Crue™ Jlal],.
On a aussi

2

dt.

E apetn

|n|=k

T—a
ol > el = 3 [

keJ, v«

Sié > « est fixé, il existe donc Cy > 0 tel que pour tout u > 1 et tout
a € E,, on ait

(4) lval vy = C2e™* all,

(car on a pour w > wy, ff_a [ae™™ 4+ be'“""]2 dt > Ce=2%% (a® + b?) et pour
k = 0 la somme ne comporte qu’un seul terme).

Si g e C§°(]0,To[x M), ¢ # 0 est donné, d’apres (1), (3) et (4), il existe
D > 0 tel que pour tout x> 1 et tout a € E, on ait

(8) lall}, < DeP*(L,ala)

ou L, est la matrice hermitienne

To _ ~ . ~
(6)  (L)am = / /Me““n‘fwmnwzqmwml; (nym) € o x .
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(On a donc (Lua,a) = ||¢v,|[?). La matrice £, est donc inversible et
£ < DePr,

Pour k € J, (donc k > 0), soit e* € E, défini par ek =1sin =k, ek =0
sin#ket b= (L,) ek

On pose

(7) gi(t,z) = ol (t,2) Y €' bl epn(a).

nej,,

On a alors
T, .
~ 0 ~ 1 si n=k
tw, K —
(8) Vn e J,, /0 /M e|n|(w)e g (t, ) = {0 S ontk
9) support (g} ) C support ()

(10) EIDO? VSZO, 3087 VMZ]-’ Vke‘],ua ||g;cL”H’ ScsuseDOH.

Suivant RUSSELL [Ru], on introduit
+oo
(11) gr(r,z) :/ e " gh(t,z)dt.
— 00

D’apres (9), (10), g;(7,z) est holomorphe en 7 € C, C*® en z & support

compact dans M, et vérifie des estimations

(12) {HDO, Vs >0, 3C,, Yu>1, Vke J,, VreC,

”g;:(Ta )HH’(M) S CsﬂseDoﬂeTolIm‘rl .

Pour k € J, on pose pour z € C, z € M
Qh(—iz?, z) = gl (—iz,z) + gy (1z,2) si k#0
(13) . 1 . .
Qh(—iz?,z) = 5 [g(’)‘(—zz,x) + 45 (iz,z)|  si k=0.

Alors Q) (7,z) est holomorphe en 7 € C, C™ en z, & support compact dans
(o]

M, et vérifie les estimations

(14 {BDO, Vs >0, 3C,, Vu>1, Vke J,, Vz€C,

1Q% (2, Mlge sy < Cyp® ePor eToV/Izl
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De plus, (8), et (13) impliquent pour tout j,k € J,
(15) /M ej(x)QZ(——i/\j,:c) = 6j,k.

En reprenant la construction de RUSSELL [Ru], nous allons déduire de la
construction précédente le résultat de contréle approximatif suivant.

Proposition 1. Soit V un ouvert non vide de M et v > 1. Il existe une
constante Dy > 0 et pour tout s,£ > 0 des constantes C, ¢ tels que pour
tout p > 1 et tout T €]0,1] il existe un opérateur linéaire S% de L*(M) dans
C>®(R; x M) vérifiant

(16) VYup € L*(M), support(S¥H(ug)) C [0,T] x V
(17) VYuo € L*(M), Yk € J,, / Kr(ug, Sh(ug)) - ex =0
M

(18) Vug € L*(M), Vs,£>0, Vt,
110f S%(uo ) (t, e (ary <

< Cs,wsT"“"’eXp{Dl (u + (%)7) } [luollz2(ar) -

PREUVE. Dans la construction précédente, on choisit 75 = 1 et ¢ €
5°(]0,1[xV), ¢ £ 0. On a donc

(19) support Q4 (7,z) C {z € V'}.

Pour ¢ = 2 — % €]1,2[, choisissons une fonction e(t) dans la classe de

Gevrey G°, a support dans t € [0,1], avec 0 < e(t) < 1 pour t €]0,1]
vérifiant les estimations, avec é(z) = [e "% e(t)dt, z € C

I <0 = |é < —ca|z|?
(20) { mz < lé(2)] < cre

§> 0= é(—is) > cze™™ o

Par exemple, la fonction e(t) = exp( — o1 — (1- t)v__—ll) convient, avec
B = % € ]%, 1[ les constantes ¢; étant positives. Posons

é(Tz)
&(—iT )Qk(z ),

(/121, T>0, ke J,, z€C, :L'EM).

(21) é%k(z,w)
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On a alors support(é%k) C {z € V} et d’apres (14), (20)
(22) Vz € C’ Hél;’,k(z")”H"(M) <
_<- Cslls eDoue\/m . 03—1 604(T)\k)ﬁ eT|Im z|
(23) Imz < 0= |GF (2, )|y <
< Cyp eDor e\/m . Cg'l 604(T>\k)ﬁ ) 6—02|Tz|ﬁ )
D’apres (22), (23) et le théoréme de Paley-Wiener [H, th. 15.1.5], on a
(24) G (2,2) = / e~ Gl (1) dt

ol G%k est C™ en (t,z), a support dans t € [0,T], z € V et vérifie

+o0
(25) ||0EGE (8, )| < —=— Caps® eDontea(TAp)” / ,7.|£e\/H—c2(T|r|)ﬁ dr.
’ — OO0

27rC3
On a
I(T) = /oo rleVT—e TN gr — p=2(t+Y) /oo 2t e(F) (Vimezs?) gy
0 0
avec vy = Qﬂﬂ_l = §i—a > 0, donc par la méthode du col
(26) I(T) ~ A T~2T~F (1) | (T = 0;¢5 > 0).

D’apres (15), (21), on a aussi pour j,k € J,

(27) / /ej e~ G (t, @)
| (=T ),) .
=/M ej Gl (—ij, ) = m MejQ'I:(—Z/\jam)=5j,k-

D’apreés le paragraphe 1 (4) et (27) si pour ug = Y, up,xex € L*(M) on
pose

(28) Sh(uo)(t,z) = Z Gh (T —t,x)uok e~ T
keJd,
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I'identité (17) est satisfaite; (16) résulte de support G, C [0,T] x V et (18)
est conséquence de (25), (26), puisque la formule de Weyl entraine pour un
B>0

(29) Z |u0 k‘e—TAk+C4(T/\k)p S |IUOHL2 (26_2T’\k+204(t/\k)ﬁ)1/2
keJ, P’

< cte||uo||2 T~ .

On remarquera que la formule (21) n’est autre que é(—iT' )\k)Gf}’k(t, T) =
%e(%) * F~1(Q%) qui exprime G’r}, , comme la convolution d’une fonction
Gevrey G7, o €]1,2], a support dans [0, T] avec l'ultradistribution F~1(Q%)
qui d’aprés (14) est dans l’espace dual (G?)' et & support 'origine, donc
comme un opérateur différentiel d’ordre infini appliqué a % e(%). o

Fin de la preuve du théoreme 1.
On peut supposer [a,b] x V C Q, avec 0 < a < b < T, V étant un ouvert
non vide de M. On fixe v > 1 et p tels que

2
30 0<p< ——<1.
(30) P +7
Pour £ = 1,2,... on pose py = 2¢, Ty = A27°¢ ol la constante A > 0 est
telle que 2 >° T, = (b — a). Pour uy € L?(M) on définit par récurrence les
=1

Ug, Vg par

u; = e*®u
(31) { 1 0

U1 = 6T‘Aw, Ve = KT[ (Ug, S%: (Ug))

Si e¢ = ||uellrz(ary, on a [ ve - ex = 0 pour tout k € J,, donc epqq =
lleTtB vy||pe < e T ue |lve]|r2 et d’apres le paragraphe 1 (3) et (18)
llvellL2 < [[ue]|z2 (1 + T Cooexp{ D1 (pe + Tz_v)})
donc avec ,
my = e~ Tt #e [1 + Ty CO,Oexp{Dl(m + T[U}] ,
on obtient
(32) Eo+1 S Mecy.
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D’apres le choix (30) de p, il existe By, B; > 0 tels que
(33) Ve, me< Bzexp{ - By 2(2"”“}

donc , lim ¢, = 0 et plus précisément, il existe B3, By > 0 tels que
——+00

(34) Vf, HUZ”Lz §B4exp{ —-B32(2_p)£}||u0||L2.

Sion pose ag =a,ay =a+2Ty,...,a0 =ag—1 +2Ty,... onazlim ag=1>o
—00
et il suffit de définir S(ug) par

(35) S(uo)(t,z) = Si (we)(t — ag-1,2) siag—1 <t < a1 +Te
S(uo)(t,x) =0 stap1+T<t<ap_1+2T;=ay.

En effet, d’apres (18), on a pour tout 7,5 > 0
(36)  sup 1107 S(uo)(t, lme <

< sup [Cs,juifT[M exp{Di(ue + T, ")} HWIILz] < +o0
>1

d’apres (34) et (30), donc S(ug) € C§°(Q) (et ug — S(ug) est continu de

L?(M) dans C°(Q)) et, par construction, on a Kp(ug, S(ug)) = 0, donc a

fortiori, S(ug) étant & support dans ¢t < b, K7(ug, S(ug)) = 0, ce qui acheve

la preuve du théoreme 1.
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