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1. Défaut de compacité des injections de Sobolev : énoncé des résultats.

l.a. Soient d un entier positif et s un réel dans l'intervalle |0, %[ I est bien connu
que l'injection de Sobolev

(1) Homp(R?) = LP(RY),

comp

D
N | =
QU ®»

n’est pas compacte. Par exemple, si 1 est un élément non nul de H*(R?) & support

compact, o € R%, et (e,) une suite de nombres positifs tendant vers 0, la suite de
H?® définie par

1 T — X

2) un(@) = =
En

)

En
converge faiblement vers 0 en restant supportée dans un compact fixe de R%, mais

un ne tend pas vers 0 en norme LP, puisque ||[un||zr = ||¢|Lr -

Une question naturelle est de caractériser les suites (u,) qui violent la conpacité de
(1). Dans le contexte des problémes variationnels, une premiére réponse a été donnée
par le résultat suivant (“second lemme de concentration-compacité”) :

Proposition (P.-L. Lions [L]).— Soit (u,) une suite de H*(R?) convergeant faible-
ment vers 0 et supportée dans un compact fixe de R?. On suppose que |(D)*uy,|?
converge vaguement vers une mesure «, et que |up|P converge vaguement vers une

mesure 3. Alors 8 est absolument continue par rapport a « ; de plus il existe une
suite (z;) de R?, et une suite (c;) € (2/P(N) telles que

(3) ﬁ=ZCj 6(z — z;)

Remarques.
a) Ici (D)* désigne le multiplicateur de Fourier de symbole (1 + |£|2)*/2.

b) Puisque ||(D)*u,]||? et |u,|P sont bornés dans L}(R?), ’hypotheése d’existence de
a et 3 ne constitue pas une perte de généralité a extraction pres d’une sous-suite.

II-1



1.b Un corollaire immédiat de la proposition ci-dessus est que, si la mesure a ne
charge pas les points, alors u, tend vers 0 fortement dans LP.
On souhaiterait affiner ce critéere par une version microlocale. L’objet naturel est

alors la mesure de défaut microlocale (ou H-mesure) de v, = (D)%u,, définie sur
R? x Sg_l = S*R4 par

(4) /S*Rd a(z,€)du(z,€) = nli_{réo(Avn,vn)Lz ,

pour tout a € C$°(S*R?), A désignant un opérateur pseudodifférentiel d’ordre 0, de
symbole principal a (voir [T],[G2]).

L’existence de p est assurée pour une sous-suite convenable de (u,). Notons que, si
(uy) est donnée par (2), on a

(5) (2, €) = 8(z — 20) @ P(€)do(€),

ol o est la mesure superficielle sur $9~1 et $(£) = (27)~* I r2s+d=1)(r€)[2 dr.

On a alors le résultat suivant.

Théoréme 1.— Soit (u,) une suite de H*(R?) convergeant faiblement vers 0
et supportée dans un compact fixe de R%. On suppose que la mesure de défaut
microlocale p de (D)*u, est étrangere a é(z — z9) ® do(€). Alors la limite vague j3
de |u,|P ne charge pas le point zo. En particulier, si cette propriété est vraie pour
tout x¢, alors u, tend vers 0 fortement dans LP(R?).

Remarques.

a) On notera qu’on a toujours a(z) = [g._, p(z,df).
Si B({zo}) # 0, alors a({zo}) # 0 et u(z,€) = 8(x — 20) @ W(€) + i(z, €), oh
p({zo} x S471) =0.
Le théoreme ci-dessus indique que v a nécessairement une composante absolu-
ment continue par rapport a do(€).

b) Le théoréme 1 est optimal au sens suivant :
si u est une mesure de Radon positive & support compact sur S*R¢, non étrangere
4 8(z — z9) ® do(£), alors il existe une suite (u,) de H*(R?) convergeant faible-
ment vers 0, supportée dans un compact fixe de R, et telle que

(i) La suite ((D)*u,) admette u pour H-mesure.

(i1) La limite vague 3 de |un|P charge le point zg.
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1l.c. En fait, le théoreme 1 peut étre sensiblement amélioré en remplacant la notion
de H-mesure par la notion de mesure semi-classique ([G3],[GL],[LP]).

Rappelons brievement ce dont il s’agit. Soit (v,) une suite de L?(R%) convergeant
faiblement vers 0, nulle en dehors d’un compact fixe, et soit (¢, ) une suite de nombres
positifs tendant vers 0. Une mesure semi-classique associée a (v,,) pour ’échelle (e,,)
est une mesure de Radon positive m sur R x Rg = T*R telle qu’il existe une suite

strictement croissante d’entiers (ny) pour laquelle on a, pour tout a € S(R? x R%),

(6) L“*Rd a(z,€)dm(z,€) = klirgo(a(x,enk D)vn, ,vn,) -

Pour une échelle (e, ) donnée, ’ensemble des mesures semi-classiques associées a (vy,)
est une partie compacte non vide de ’espace des mesures de Radon positives bornées,
pour la topologie vague ([GL]). On établit sans mal le lien avec les H-mesures : si p

est ’application
T*R%\ {¢ =0} - S*R?

om ()

(7) p(lezom) < pu.

on a toujours I'inégalité ([G4])

Notons enfin que, si (u,) est donnée par (2), on a

~ d
®) (2,6) = 8z~ 20) © 1B G-
Théoréme 2.— Soit (u,) une suite de H*(R?) convergeant faiblement vers 0 et

supportée dans un compact fixe de R%. On suppose que, pour toute échelle (),
toute mesure semi-classique m associée & ({D)*u,) est étrangére a 6(x — xo) ® dE.
Alors la limite vague (8 de |u,|P ne charge pas le point xo. En particulier, si cette
propriété a lieu pour tout point g, u, tend vers 0 fortement dans LP(R?).

Remarques. a) Compte tenu de (7), le théoréme 2 entraine le théoréeme 1.

b) Il existe des critéres qui permettent de ne vérifier les hypotheses du théoreme 2
que pour une seule suite (g,). C’est le cas par exemple s’il existe 6 > 0 tel que
|unlls+6 < Cer® et si aucune mesure semi-classique de ({D)*u,) pour l'échelle (e,,)
ne charge ’ensemble {{ = 0}. On a alors 1’égalité dans (7).

¢) On voit dés maintenant ’amélioration fournie par le théoreme 2. Par exemple,
supposons qu’on soit dans la situation de la remarque b) et que m soit absolument
continue par rapport a 6(z — zg) @ do(€). Alors le théoreme 2 s’applique, mais pas
le théoreme 1.
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d) Un autre avantage du théoréme 2 est qu’il fournit, pour toute suite (u,) violant
la compacité de H® dans L?, 'existence d’une échelle privilégiée, c’est-a-dire une
suite (e, ) pour laquelle il existe une mesure semi-classique m associée a v, = (D)% uy,
vérifiant 1gzom = 0.

L’existence d’une échelle privilégiée pour une suite (v, ) convergeant faiblement vers
0 dans L? est fausse en général. Voici un contre-exemple, lié au probléme des nappes
de tourbillon en mécanique des fluides :

n¢

(Dz) =" (3h(na)).

vn(2) = Log n

On peut montrer que, pour toute échelle (¢,,) (y compris e, = 1) et toute mesure
semi-classique associée a m, on a lgzom = 0. En revanche, la H-mesure de (v, ) est

p=(2m)7 | fpu ¥(y)dy|” 6(2) @ do(£).

e) Enfin, le théoréme 2 est optimal au méme titre que le théoréme 1 (voir remarque
b), §1.b).

La démonstration du théoréme 2 est esquissée en section 3. Auparavant, nous don-
nons quelques applications.

2. Applications & I’équation des ondes.

2.a. Estimations L? pour les fonctions propres d’un laplacien a coefficients
continus.

Soit M une variété compacte de dimension d, et soit ¢ une métrique riemannienne
continue sur M. On désigne par A, le laplacien associé a g, dont ’expression en
coordonnées locales est

Agu(z) = —;%Z ai,- (gw‘f(x)(%> ,

i,J

avec 7(z) = \/det g;j(z) .

Soit (¢n) une base hilbertienne de L%(M) constituée de fonctions propres de Ay. On
a donc

(7 Agpn = AnPn, HSOnlle(M) =1,

o1 \, — +o00. En prenant le produit scalaire de (7) avec ¢,, on en déduit
n—oo

(8) lenllmr(my =V An-

I1-4



Par interpolation, on en déduit que, pour tout s € [0,1], A;s/zapn est bornée dans
H?(M), et I'injection de Sobolev entraine

del_ 1
©) fonllze < AR 2 << 24

Lorsque g est C'™°, il est bien connu que ces estimations ne sont pas optimales (voir
Sogge [So]) pour des résultats donnant le meilleur exposant de \,, pour tout q).
Lorsque g est seulement continue, il n’est pas clair que ’on puisse gagner sur ’exposant
de A,,. Néanmoins, on a le résultat suivant.

Proposition 3.— Pour tout ¢ €]2, %[ ,

Démonstration. Soit s €]0,1[, u, = /\f,/zc,on et £, = A7 t/2 D’apres (8) on a
(10) lenllors < Cer?

avec 6 =1 —s. Soit m une mesure semi-classique de (D)*u,, pour I’échelle (en). En
utilisant ’équation aux valeurs propres (7), on montre que m est portée par la variété
caractéristique,

(11) g7 (z)6ik; = 1.

En utilisant (11), on constate que m ne charge pas {¢ = 0}. On est alors dans
la situation de la remarque b) aprés le théoréme 2, ce qui évite d’étudier les mesures
semi-classiques pour d’autres échelles que (¢,,). Enfin, compte tenu de (11), m est
nécessairement étrangere & toutes les mesures 6 (z—20)®d{. On peut donc appliquer
le théoreme 2.

Remarque : La proposition 3 s’étend au cas du probléme de Dirichlet avec un bord
C', pourvu que la métrique ¢ soit lipschitzienne au voisinage du bord (voir [G4]).
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2.b. Concentration de solutions de I’équation des ondes.
Soit (wy) une suite de solutions de I’équation des ondes dans R x R%, d => 3,

(12) 0w, — Aw, =0,

On suppose que la donnée de Cauchy (wn|,_, , Own|,_,) est supportée dans un com-
pact fixe et converge faiblement vers 0 dans H!(R?) x L?(R?). Par la propriété
de vitesse finie de propagation et l’identité d’énergie, on a la méme propriété pour
(wp, Orwy) au temps t.

En particulier, par injection de Sobolev,

(13) /R (b, 2)Pdz < O(1), p= %.

Proposition 4.— On suppose que |8ywn|,_,|* + |Vown|,_,|> a une limite vague.
Alors I’ensemble des t pour lesquels fR,, |wn(t,z)|Pdz ne tend pas vers 0 est au plus
dénombrable.

Démonstration. On utilise le théoréme de propagation suivant (voir [T],[FM],[G1,4]).
Pour tout ¢, désignons par p: la somme des H-mesures de J;w, et des 0;w, dans
R4, (On montre que, a extraction pres d’une sous-suite, u; existe pour tout t) Alors
pe = pf 4+ py, ou ,ut vérifie Btut FE. szt = 0. On applique alors le théoréme
1. Sit est tel que [ |wa(t,)|Pdz ne tend pas vers 0, alors il existe zo tel que p
ne soit pas étrangere a 6(z — z¢)do(€). En propageant cette information jusqu’a

= 0, et en projetant sur ’espace des z, on en déduit que la limite vague v de
|0¢wn|,_o|?> + |[Vwn|,_,|* n’est pas étrangeére & la mesure superficielle sur une sphére
de rayon |t|. Or, des mesures superficielles sur des sphéres de rayons distincts sont
étrangeres ; ’ensemble des rayons r tels qu’il existe une telle mesure sur une sphere de
rayon r qui soit non étrangere a une mesure donnée v est donc au plus dénombrable.
n

) b 2 2 S
Remarques. a) L’hypothese selon laquelle |9;wn),_,|* + |Vwn|,_,|* a une limite vague
est toujours vérifiée a extraction pres d’une sous-suite. Néanmoins cette hypothese
ne peut étre retirée, comme le montre ’exemple suivant en dimension 3,

11
wn(t,z) = ] \/—T_nso(qn(lfcl +t—rn)),

ou (ry) est une énumération des rationnels de I'intervalle |0, 1[, ¢,, est le dénominateur
de rp, et p € C2°(]0, 00[) est non identiquement nulle.

b) Par le théoréme de convergence dominée, on en déduit que, pour tout T > 0,

//|wn(t:c|dx—>0
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Néanmoins ce dernier résultat est une conséquence facile de 'inégalité de Strichartz

[St], ’
/_oo /Rd lwa(t,z)|fdz < C

avec ¢=2(d+1)/d—2>2d/d—-2=p.

2.c. Application aux équations d’ondes non linéaires dispersives.

Nous en venons au probleme qui a en fait motivé ’ensemble du travail présenté
icl.
Soit f : R — R une fonction '™ vérifiant les propriétés suivantes :

(14) £(0) =0, / " fs)ds 2 0, 1P w)] < C5(1+ [l

ou p est un réel < 5. On sait que I’équation
(15) ?u—Au+ f(u)=0,tcR, z€R?

admet des solutions globales réguliéres pour toutes données réguliéres. (voir [J] pour
p < 5, et [Grl,2], [S] pour p = 5). Une facon d’étudier I'incidence du terme non
linéaire sur la solution est de créer des oscillations sur les données, et de comparer
leur évolution au cours du temps avec celle des oscillations de la solution de ’équation
linéaire (15) avec f = 0.

Soit donc (u,) une suite de solutions régulieres de (15) dont la donnée de Cauchy est
supportée dans un compact fixe et tend faiblement vers 0 dans H!(R?) x L*(R3).
Désignons par (vy,) la suite de solutions de I’équation des ondes linéaires avec la méme
donnée a t = 0. Alors, pour tout t, (u,,0iun) et (vn, Otvy,) sont supportées dans un
compact fixe et sont bornées dans H!(R?) x L%(R3). Convenons de dire que (uy)
est linéarisable sur U'intervalle [0, T, si

sup /R <8t(un - 'un)(t,:c)>2 + (vz(un - vn)(t,x))zd:v — 0.

0<t<T n—o0

On a alors le résultat suivant (indépendant de ce qui précede) qui illustre bien le
caractere critique de ’exposant p = 5.

Proposition 5.—
(i) Sip <5, toute suite (up) est linéarisable.
(i1) Sip=1>5 et f(u) = u®, alors (uy) est linéarisable sur [0,T] si et seulement (v,,)

vérifie

(17) sup / lon(t,z)|®dz — 0.
0<t<T JR3 n—oo
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Indications sur la démonstration. La clé de (1) est donnée par les estimations LY(L")

de Ginibre-Velo [GV]

S lw

1
(18) lunilpao,r,orrey) <Cy —+ == 5 r < +o00.

|

En appliquant 'inégalité d’énergie a u,, — vy, on constate qu’il suffit de montrer que
f(uy) tend vers 0 dans L'(0,7;L*(R?)). Or l'inégalité (18) avec ¢ = 5, r = 10
entraine que f(un) est bornée dans L3/?(0,T; L'°/P(R?)). Comme p < 5, il suffit
alors de savoir que f(u, ) tend vers 0 presque partout dans [0, 7] x R3, or c’est le cas
de u,, puisqu’elle est bornée dans H! et converge donc presque partout vers I'unique
solution & donnée nulle de (15), i.e. 0.

La démonstration de (ii) est plus délicate (voir [G4]). Montrons seulement pourquoi
(16) entraine (17) : les quantités suivantes sont conservées au cours du temps,

E'(un):/ (6tun)2+(Vun)2d:p—l—1/ uldz
R3 3 R3

E.(vp) = /Ra(atvn)z + (Vv,)?de .

En posant
P,(t) = / (va(t, z))de,
R3
I’hypotheése (16) entraine que

sup IE(un) - Ec(vn) - Pn(t)l — 0,
tefo,T) n—0oo
donc P, (t)—P,(0) tend vers 0 uniformément sur [0, T]. Comme par ailleurs fOT P, (t)dt

tend vers 0 & cause de la proposition 4 (ou de I'inégalité de Strichartz (18) avec
=7 = 8) on en déduit (17). =

Il est donc facile d’exhiber des suites non linéarisables. Mais peut-on prédire si une
suite (up) ’est en observant sa donnée de Cauchy ? Le résultat suivant donne un
critere en termes de mesures semi-classiques :

Proposition 6.— On suppose que f(u) = u°, et que, pour toute échelle (¢, ), toute
mesure semi-classique mg associée & Oytun|,_, £ ¢|Dl|un|,_, est étrangere a §(z — zo %
ré—l) ® dé, pour tous g € R?, r € [0,T]. Alors (uy) est linéarisable sur [0, T].

La démonstration conjugue la propostion 5(ii), le théoreme 2, et la version semi-

classique du théoréme de propagation des mesures : la mesure semi-classique mit

associée a Oyun, + t1|D|u, au temps t est solution de
('3tm;t F i . meit =0
sur ouvert {£ # 0}. On renvoie & [G4] pour les détails.
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3. Indications sur la démonstration du théoréme 2.

Tout d’abord, on se ramene a un probléme en variable ¢ seulement, en multipliant

par une troncature 6 (-’”_TIQ)

Il s’agit alors, pour une suite (u,) donnée, d’estimer la limite supérieure de |un|lLr
en termes de la borne supérieure des quantités [ v,(€)d¢, ot ve(€)dé < v, et v décrit
toutes les valeurs d’adhérence de e, 4(€)2%|@,(¢/e,)|* pour la topologie vague, (&,)
décrivant toutes les échelles possibles !

Cette estimation est assez simple dans le cas o 1, est supportée dans une couronne

du type {& <6 < £}

— €n

En effet, posons dans ce cas

L’inegalité de Hausdorff-Young donne alors
[unllr < Cllnllzors-1 = C|| fallpore-1 -

Notons que |fn(&)|> = ¢ d‘25|ﬁn(fn—)|2, dont les limites vagues sont aisément reliées

a celles de e;4(€)2*|Un(€/en)|?, & cause de la localisation spectrale. Il s’agit donc
d’estimer limsup || fn||zs/5-1 & l'aide de la partie absolument continue de la limite
vague A de |f,|?, sachant que £, est supportée dans un compact fixe. Or ceci est une
conséquence de l'inégalité de Holder, aprés avoir introduit une partition de l'unité
adaptée a la décomposition de Radon-Nikodym de \.

Il faut ensuite se ramener & cette situation modéle, et on utilise pour cela les
décompositions en couronnes dyadiques. Précisément, en désignant par

F=51F+) Af
k=0

la décomposition de Littlewood-Paley de f, les espaces H® et LP sont respectivement
caractérisés par

0
1Sofl72 + Y IIAFI32 2% < o0,
k=0

o 1/2
(ISof|2 +y IAka) €Lr.
k=0

On introduit aussi ’espace de Besov ng défini par

1SofITs + D IARfIIE, < oo
k=0

Puisque p > 2, on a H® C LP C ng. On a alors le résultat suivant “d’interpolation
logarithmique” :
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Lemme.— Si p est un entier pair, on a

f” 1/2—-1/p
1l < Clifll o Log(1+“ H‘) .
b 1fllss,

Ce lemme permet de terminer la démonstration dans le cas ou p est un entier
pair, le cas général s’en déduisant par interpolation. En effet, la localisation spectrale
entraine

[AkfllLe < C2*|| A f] 2

donc

191, < ISo 1% + (supll e I 51

On est donc ramené a estimer la limite supérieure de sup ||Agunl||Lr, qui n’est autre
k

que la borne supérieure des limsup || A, un| zr quand (k,) décrit les suites tendant
vers l'infini. On est ainsi ramené & la situation modéle, avec ¢, = 27%». On renvoie
a [G4] pour les détails.
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