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Introduction

Ce travail, en collaboration avec André Martinez fait suite & la codirection de
la these de Hamadi Baklouti [B] et & des travaux antérieurs de A. Martinez [M1]
et de S. Nakamura [N2], [N3]. Il s’agit d’estimer la largeur des résonances pour un
systeme d’opérateurs de Schrodinger semi-classiques venant de ’approximation de
Born-Oppenheimer. Dans cet exposé nous insistons sur la signification géométrique
du taux de décroissance exponentielle de la partie imaginaire des résonances par
rapport au parametre semi-classique. Dans son travail H. Baklouti obtient pour la
dimension 1 un résultat tout a fait optimal en utilisant la méthode WKB complexe.
Nous avons cherché a étendre son résultat a plusieurs dimensions et nous avons été
amené a introduire la notion géométrique trés simple de correspondance, qui nous
sert a définir un circuit du type instanton brisé, objet géométrique attaché aux ré-
sonances. Ainsi nous faisons un pas de plus dans le programme semi-classique qui
vise a relier des objets géométriques a des quantités spectrales.

Nous tenons a remercier Johannes Sjéstrand pour nous avoir fait remarquer que
dans le cas du puits dans une ile (cf. 2.4. ci-dessous) il y a un circuit attaché aux

résonances, bien que cela ne soit pas mis en avant dans ’article de base de Helffer-
Sjostrand [H-S3].

1. Un systéme admettant des résonances.

Nous considérons le systéme autoadjoint sur L2(R™) x L%(R™) :

(1) 13:(1(3)1 1(3)2>+h(]§* 13)

ou P;, P, et B sont des opérateurs différentiels analytiques d’ordre 0 (au sens semi-
classique). Nous faisons les hypothéses suivantes, sur les symboles principaux py(z, £)
et pa(z,§), qui sont réels.

a) Hypothése sur P,.
On suppose que (0,0) est un puits microlocal non dégénéré pour p,, c’est a dire
que p, atteint son minimum en (0, 0) et le hessien de p; en (0,0) est défini positif. On

suppose de plus que pa(z,€) > 6§ > p2(0,0) en dehors d’un petit voisinage de (0,0).
On peut se ramener a p2(0,0) = 0.
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b) Hypotheése sur P

On suppose qu’il existe une transformation canonique globale x : R?*" — R?",
analytique, telle que p; o x = , — . En particulier la variété caractéristique g =
{p1 = 0} est une hypersurface réelle, elle ne contient pas de trajectoire fermée de Hp,
et celles-ci vont toutes a l'infini.

On suppose que p;1(0,0) # 0, donc que les caractéristiques réelles de P; et P,
sont disjointes.

Exemple 1 : L’exemple suivant a été considéré (pour la valeur y = 1) par Martinez
[M1] et en dimension un par Nakamura [N3] et Baklouti [B]

P1=-—-h2A—:cn—,u

2
@ Py=—-h?A+z22 4. 422

Les hypotheéses précédentes sont vérifiées si p # 0.

Spectre de P.

L’opérateur P; a un spectre absolument continu au voisinage de 0, c’est méme
tout R dans le cas de ’exemple. L’opérateur P; possede du spectre discret dans
| — 00, é[ et ses premiéres valeurs propres sont proches de celles de 'oscillateur har-
monique déduit du Hessien de p; en (0,0).

Les deux opérateurs interagissent dans le complexe a cause des termes d’ordre
inférieur (B et B*) et en général (voir [M1] pour ’exemple) P admet des résonances
exponentiellement proches de ’axe réel. Elles ne sont pas exponentiellement proches

des valeurs propres de P, car les termes B et B* modifient aussi leurs développements
WKB.

Soit Ey(h) la résonance de P ayant la plus petite partie réelle, c’est-a-dire celle
qui est proche de ’état fondamental de P;. Posons

(3) S=- }lzlg%) hlog(—Im Ey(h))

C’est cette quantité que nous voulons exprimer a l’aide de quantités géométriques.

Pour qu’il y ait effectivement interaction, il faut faire une hypothese sur B, nous
ferons plus loin une hypotheése tout a fait naturelle.

Rappelons les estimations sur S obtenues précédemment pour ’exemple 1 avec
w=1.
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S

3—

Martinez [M1] en dimension n : S > =

Nakamura [N3] en dimension 1: S > 5/6
Baklouti [B] en dimension 1: S =5/6

Dans [B] la méthode WK B complexe pour les systémes permet de donner un
développement asymptotique complet pour les résonances. En fait le cas u = 1 est
plus difficile que 0 < p < i car la partie imaginaire cherchée est la somme de deux
contributions.

2. Définition géométrique de S.

2.1 Les lagrangiennes issues du fond du puits.

Nous considérons le symbole principal ps(z,£) de P, au voisinage du puits (0, 0).
Comme p, est analytique nous pouvons considérer son extension holomorphe a T*C™
et le champ hamiltonien complexe H,,, pour lequel (0,0) est un point fixe. Il existe
évidemment dés que n > 1 beaucoup de lagrangiennes complexes passant par (0,0)
et contenues dans {p; = 0}. Nous allons en sélectionner deux particuliéres qui sont
liées aux solutions WK B de P, pres de x = 0.

Proposition 1.— II existe une unique fonction holomorphe ¢(z) définie au voisi-
nage de x = 0 dans C" et satisfaisant

1) pa(z,¢)) =0,
2) ¢(0) =0;¢'(0) =0,
3) la restriction du Hessien de Im ¢ en 0 a R™ est définie positive.
Dans le cas de exemple 1, pa(z,€) = €2+ 22 et () = 1%2— (iciz? = 1 D=1 T5):

Dans le cas général, on pose ¢(,£) = pa(z,2€) et on voit que (0,0) est un point fixe
hyperbolique pour Hreq. On définit les lagrangiennes I'y et T'_ :

(4) Iy ={(z,¢'(z)),z €U} T-={(z,¢'(2))z € U}
ou U est un voisinage de 0 dans C™.

Dans le cas oit pa(z,€) = €% + V(z) et 0 est un puits de potentiel non dégénéré,
cest & dire V(z) = Z(V"(0)z,z) + 0(|z]*), on a p(z) = id(z) avec d(z) la distance
d’Agmon de z a 0 (la distance d’Agmon est associée a la métrique V' (z)dz?). Dans
ce cas les lagrangiennes réelles {(z, 1¢'(z))} et {(z,—1y'(2))} sont constituées res-
pectivement des géodésiques issues de 0, et des géodésiques aboutissant a 0.
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Dans le cas général on a :

(3) p(z) =1d(z) + p() (z) = 0(|z|*)

avec ¢ réelle. Si py vérifie pa(z,€) = pa(z, =€) la fonction (z) est identiquement
nulle et d(z) joue le role de la distance d’Agmon a 0.

Les lagrangiennes I'; et I'_ sont bien définies au voisinage de (0,0). Il est certain
que globalement elles peuvent étre trés compliquées.

2.2 La notion de correspondance.

Soit ¥ une hypersurface complexe de T*C™. Elle est naturellement feuilletée
par les courbes intégrales de Hy, si p = 0 est une équation de £. Ces courbes sont de
dimension complexe 1. On considere un ouvert U de T*C™ tel que l'intersection de
toutes les feuilles avec U soient connexes et simplement connexes.

Définition : Le couple (p4,p—) de points de ¥ est dit en correspondance si p4 et
p— sont sur la méme feuille.

Soit maintenant deux sous-variétés v4 et y— de ¥ de dimension n — 1, (alors que
dim¥ = 2n —1).

Si v4 et y— sont génériques, I’ensemble des couples (p4+,p—) € v+ X y— qui sont
en correspondance, est discret.

2.3 Le circuit associé aux résonances.

On considére la notion précédente dans un ouvert U de (0,0) dans T*C", ¥ =
{p1 = 0} étant I’hypersurface caractéristique de Py et v =Ty NE, yv- =T_NZX.
Pour chaque couple (p4+,p-) € 7+ X 7 en correspondance via ¥ on définit le circuit
constitué de la courbe intégrale de Hp, contenant py, la courbe intégrale de Hp,
contenant p4 et p_ et la courbe intégrale de Hp, contenant p_. En fait on a une
courbe intégrale de H,,p, qui part du puits (0,0) et y revient en passant par p; et

pa.

Soit v un lacet réel orienté d’origine (0,0), passant par p4 et p_ et d’extré-
mité (0,0), tracé dans ces courbes intégrales complexes. On définit ’action f7 Edz.
Ensuite on considere le couple (p4, p—) et les chemins correspondants, qui minimisent
la partie imaginaire de cette action.

On fait encore deux hypotheses :

Hypothése géométrique : On suppose qu’il existe un unique couple en correspon-
dance (p4,p—) € v+ X ¥— qui minimise Im f‘r £dz (cette quantité est positive avec

notre choix de 7).
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Hypothése sur B. On suppose que B est elliptique aux points py et p_ .

On a alors le

Théoréme.— Sous les hypothéses précédentes on a

(6) S =1Im / ¢dz
Y

Dans le cas de ’exemple 1 on a ¢(z) = id(z) = '—’; et

(7) Iy ={¢=iz) T_={=—ir} S={—2,—p=0)

Dans ce cas tres simple les variétés sont définies globalement. L’hypotheése géomé-
trique est vérifiée si 0 < pu < i— et on a alors :

1 4.1 1
8 S(p)=p—=4+=(=—p)?*?,0 =,
(8) (W =p=gt3(7-w"", 0<u<y
Par contre pour p > 41, en particulier pour u = 1 c’est & dire le cas traité dans [B],
[M1], [N3], il y a deux couples (p4,p—) qui minimisent Im f7 €dz. La situation se
complique car dans Im E(h), deux contributions peuvent s’éliminer. Toutefois en
général le résultat est encore vrai (voir [B]) avec

(9) SW=u-z >3-

En particulier S(1) = 5/6.

Dans un cas plus général I’hypothese géométrique est satisfaite dans la situation
suivante.

Lemme.— Soit I'y et I'_ les lagrangiennes associées au puits microlocal (0,0) de
P,. Soit ¢ analytique de type principal réel avec q(0,0) = 0. Soit %, I’hypersurface
{p1 = ¢ —p = 0}. Alors il existe un voisinage complexe de (0,0) qui contient

pour tout p réel assez petit un unique couple (p4,p-) € (T+ NT,) x (T-NI,) en
correspondance (pour ).

Autrement dit, si la variété caractéristique de P; est assez proche du puits de
P, il y a un seul instanton brisé qui est associé aux résonances.
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2.4 Le puits dans une ile.

Dans l’article [HS3] est étudié en détail le cas de opérateur de Schrodinger
P = —h?A+V(z), oi 0 est un puits non dégénéré pour V analytique, avec V(0) = 0
et V(z) < 0 en dehors d’un compact (I'ile) contenant 0 et a bord C' analytique. On
a vu plus haut comment sont définies I'y et I'_. En général les géodésiques issues de
0 n’atteignent pas la mer. Seules certaines le font, celles qui arrivent en des points
de C ou la distance d’Agmon au puits 0 est extrémale. Ces points correspondent a
des points de I'y NT'_ ot la projection de 't (ou de I'_) sur la base dégénére. Dans
ce cas 'instanton est formé de la géodésique issue du puits qui atteint la mer, y fait
demi-tour et repart au puits. Autrement dit il s’agit d’une courbe intégrale de H,
contenue dans I'y NI'_. Dans ce cas on retrouve bien que 15 est la distance d’Agmon
du puits a la mer.

3. Schéma de la preuve.

3.1 On utilise une transformation unitaire associée a la transformation canonique
globale x qui permet de se ramener a p; = z, — p.

Les hypotheéses sur P, sont telles qu’apres une telle transformation on a toujours
un puits microlocal qu’on peut supposer étre (0,0).

L’espace qui contient les fonctions résonnantes est associé a A;g avec G = &,
(voir [HS3] pour la définition de A et des espaces associés). On peut aussi se placer
dans un espace de distributions qui se prolongent a Im z,, > 0 au voisinage de z,, = p.

3.2 On peut construire comme dans [HS1] (voir aussi [S]), des solutions WK B de
Pu = E(h)u dans un voisinage de z = 0 de la forme

(11) u(z,h) = eii('lila(x, h)
ou p(z) = id(z) + (z) est la fonction holomorphe telle que 'y = {(z,¢'(z))} et

P ={(z,¢'(x))}-

Ici Pamplitude a(z,h) est vectorielle. La construction sur le réel est possible
seulement pour z, < u, mais il est possible de contourner cette hypersurface dans
C" et de poursuivre la construction.

De méme on construit une solution WK B de ‘Pv = E(h)v et sur le réel on a
v =u.
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3.3 On estime alors la partie imaginaire de E(h) par une intégrale du type [..(Pulv)dz
ou I' est un contour entourant z, = u dans C™.

La phase dans (Pulv) est i(¢(z) — ¢(z))§ = —2d(z) +

On estime l'intégrale par la phase stationnaire dans les variables z' (si on note
z = (a',z,)) et on vérifie bien que si d(z', u) admet un minimum strict en zy, alors,
avec Tg = (zg, 1), on a

5} 0
! =1 —
p+ = (%0,#'(20)) , p— = (70,9 (0)), 5;;:99(«730) = 5 P@0)
donc p4 et p— sont sur la méme courbe intégrale de H,,K = a—?;, c’est a dire en
correspondance.

3.4 Dans le développement asymptotique de la résonance il y a des logh qui ap-
paraissent dans les développements, a cause des interactions dans le complexe aux
points p4 et p—. Ce phénomene est a rapprocher des résultats de [HS2] appendice b,
(voir aussi [K-R], [M4], [R], [G-G]).

Pour les résonances proches des états de l'oscillateur harmonique d’ordre plus
élevé, il peut y avoir des multiplicités, ce qui complique les développements mais le
facteur exponentiel est le méme.

4. Remarques finales.

A notre connaissance ce type d’effet tunnel dans ’espace de phases a ’aide de ce
qui peut s’appeler un instanton brisé n’a pas été décrit auparavant. Il est probable
que des situations semblables se présentent dans beaucoup d’autres problemes, par
exemple d’éclatement de valeurs propres. Voici un cas :

Dans [R], T. Ramond donne un développement asymptotique tres précis du
n-ieme gap pour des équations de Hill du type

d*u 1

2) _
(12) d:l:2+(2—COS.’L'

—Eu=0

En posant E = h~? ce probléme se raméne & un probléme d’effet tunnel semi-classique
sur le cercle. Il s’agit d’évaluer I'interaction entre les caractéristiques ou puits sous-
variétés : £ = +1 et £ = —1. Ces deux puits sont connectés dans le complexe
par les hypersurfaces © = xp, ol z¢ est un pole du potentiel : 2 — coszy = 0.
Evidemment en dimension 1 la situation géométrique est beaucoup plus simple, car
les lagrangiennes sont confondues avec la variété caractéristique. Ici I’hypersurface
qui fait la correspondance est une partie de la variété caractéristique de 'opérateur
lui-méme.
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