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Application Equilibre D'un Espace Homogene
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Chao-Jiang XU

1 Position du probléeme

Cet exposé est un travail réalisé en collaboration avec Jirgen JOST, pour le détail on
renvoie le lecteur a [9].

Soit X = {Xy,---,X,,} un systeme de champs de vecteurs réels ("> défini sur Qc
IR™,n > 2. Supposons que Xy, -+, X,, satisfont la condition de Hérmander (H):

Xi,--+, X, et leurs commutateurs de longueur inférieure a r engendrent l’espace
tangent de 2.

Comme dans [10], on peut définir sur Q une structure homogene associée au systeme de
champs de vecteurs Xy,---, X, c’est-a-dire une distance p(-,-) et une famille de boules
(fc 6) = {y € Qp(z,y) < 6}. Pour cette géometrie, 'opérateur de Hormander H =
= j=1 X7 X; va jouer le role de Laplacien. On a en effet, H = -7 011(&”( )0z,, ol
a”(;z)) est une matrice semi-définie positive. Pour ¢ > 0, pose (al](;v)) (a“(2)+ +e6;,)7h
cette matrice peut étre considérée comme un tenseur de métrique riemannienne sur €. Si
de(-,-) est la distance géodésique de cette métrique, on a p(+,-) = lime—o dc(-,-) (voir [3]).
Donc l’espace homogene (€2, p) est la limite d’une famille de variétés riemanniennes (Q.d.).
Soit Y une variété riemannienne complete de dimension N > 2; bien que ce ne soit pas
necessaire, on sipposera ici, pour simplifier que Y peut étre recouverte par une seule carte.
on notera le tenseur de métrique par (gqop(u)). Pour @ CC Q, on considere u : (Q,d.) —
La densité d’énergie de u est

1 ; n o
e-(u) = 3 Z((L”(w) +€0i5)9ap(1)0z, u” Oy u 7,
tyaf3
et I'énergie E.(u) = [ e(u)dz. Comme E (u) < E.,(u),Ver < 22, on peut faire tendre ¢
vers 0 pour de “bonnes” applications u, et définir raisonnablement 1'énergie de I’application
w:(Q,p)—Y par

(u) = )X u X uﬁ 1

Bu= 5[5 3 ot o
Jj=1af=1

Une solution du probléme variationnel pour la fonctionnelle (1) est appelée application

équilibre de ’espace homogene (2, p) dans la variété riemannienne } . Le systeme d’Euler-

Lagrange de (1) est un systeme semilinéaire elliptique dégénéré du second ordre:

m

HUO—FZZFB,Y (W)X, X,u" =0, a=1l.-- N (2)
13y=1
o I'y (u) est le symbole de Christoffel de Y, H 'opérateur de Hormander.
Nous allons étudier 'existence de solution faible et la (' régularité des solutions du
probléme variationnel associé a (1) pour un a > 0. La régularité d’ordre supérieur fera
I'objet d'un travail ultérieur.
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2 Notations et résultats préliminaires

On rappelle ici quelques propriétés de la géometrie associée au systéeme de champs de
vecteurs X1, -+, X;n. La condition de Hérmander implique que, la distance p(-,-) définie
par le systeme Xy, - - -, X, satisfait les propriétés suivantes:

Cilz - y| < p(z,y) < Colz — y|!/7; (3)

|B(z,26)| < C|B(z,6)|, (4)

pour |z — y| € 1, et § > 0 petit. On définit maintenant un espace de Sobolev associé au
systeme de champs de vecteurs Xy, -+, X, pour k > 1,

M*Q) = {f € IXQ); X7 f € L*(Q),Y|J| < k}, (5)

ouJ = (J1, -+, Js)s L < i <m, |J| = s, X/f = XX f. M*(£2) est un espace hilbertien
et on note ME(Q) la fermeture de C§°(Q2) dans M*(Q). On a les inégalités de Poincaré pour
le systeme de champs de vecteurs de Hérmander.

Lemme 1 Supposons que 0f) est C*™° et non caractéristique par rapport au systéme de
champs de vecteurs Xq,--+, X, on a les résultats suivants:
i) 1l existe une constante C telle que, pour tout ¢ € M}(), on a

lellz@) < Cll X ellrz ), (6)

ot on @ noté [|Xllgaq@y = (S0 1 X0l 2 _
ii) Il existe Rg > 0,C(Ro) > 0, tels que pour tout 29 € 2,0 < R < Ry, et tout
0 € M}(B(zo,R)), on a

lell2(B(wo,R)) < C(Ro)RIX @l L2(B(z0,R))- (7)

iii) Il existe Rg > 0,C(Rg) > 0, tels que pour tout xg € Q2,0 < R < Ry, et tout
w € MY(B(zg,R)), on a

lle = @rll2(B(wo,r)) < C(Ro)RIIXul|12(B(x0,R))> (8)

ot ug = |B(20, R)|™ [(4o,r) ¥(2)dz = fp(4, gy u(z)da.

i) est une conséquence immédiate du principe du maximum de Bony [1]. ii) est donné
par I'inégalité classique de Poincaré, parce que quel que soit z¢9 € (, il existe au moins
un champ de vecteurs qui est non nul en 2, et par un changement de variable, on peut
supposer que ce champ est J;,, ce qui donne immediatement (7). iii) est le Théoréme de D.
Jerison [6], avec la méme démonstration, on obtient aussi 'inégalité suivante:

llu = illgz(ry < C(Ro)RIIX ullga(rny, ®

ol iR = fp, u(z)dz,Tr = B(zo,2R)\B(xo, R).

Pour la fonction de Green de 'opérateur de Hérmander sur le domaine 2, on a les
estimations suivantes (voir [10, 12]): pour tout z,y € Q' CC , il existe ¢;(Q'), (') > 0
tels que

G(z,y) < ep(z, y)?|B(z, p(z, y)| ™% (10)
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G(z,y) > eop(z,y)*|B(z, p(x,y))| " (11)

On peut aussi disposer de fonctions de troncature bien adaptées aux champs de vecteurs
et a la distance p(+,-) (voir [14]): il existe Ry > 0, tel que pour tout 0 < R < Ry, tout

K c QKr = {y € Q,p(2,y) < Rya € K} C Q, il existe alors des fonctions pr €
CS°(AR),pr(z)=1,siz € K, et X7pp| < CyR=V1. On a aussi, pour 0 < R < Rg,a > 0.

/ p(zo,y)*| B(zo, p(z0,y))| "'dy < CR°. (12)
B(zo,R)

On peut dire que qu’en substituant les champs de vecteurs aux dérivées, la distance
p(+,-) a la distance euclidienne, les propriétés de I’espace homogene (2. p) sont analogues a
celles d’une variété riemannienne.

3 Existence d’applications équilibre faibles

Comme la variété riemannienne Y est recouverte par une seule carte, on peut identifier
lespace M1(Q;Y) a MY(Q;RY). On suppose que Y satisfait I"hypothese suivante: Pour
PeY,ettout M >0,u€ By(P,M),£ € RN, (quand on identifie M1 (9:Y) A M1(Q; RN,
on prend P = 0,)

AM)|E]? < gap(u)E2E® < A(M)[EJ, (13)

{3710, (w)EPE P} < Cr(M)|€I. (14)

On note y un majorant de la courbure sectionnelle de Y. On a alors le résultat suivant.

Théoréme 2 Soient M' < 7/(2\/X),® € CY(Q;Y), avec ®(IN) C By (P, M'). Alors. il
existe w € MY () L®(Q;Y) minimisant la fonctionnelle E(v) dans K () By (P, M'), ou

K={feM'(\L¥(Q%Y); f-® € My(Y)}. (15)
Démonstration: Comme E(-) est une intégrale de Dirichlet positive sur By (P, M")( I\,
alors E(-) est semi-continue inférieurement. Par définition de la norme dans M1(Q;RYN).
on a pour u € k' () By (P, M'),
lulli < QM) + A7 E(u).

Donc la suite minimisante de E(v) reste bornée dans M*(Q;R™). Il existe alors une sous-
suite qui converge faiblement vers un élément u € By (P, M')() . La semi-continuité de
E(-) entraine que u minimise F(-) dans By (P, M) K.

Lemme 3 Supposons que ®(0Q) C By (P, M) pour un M < M', alors la solution faible du
théoréme 2 vérifié u(Q) C By (P, M), et satisfait,

/ ZXjuaXﬂb“ +/ ZFE,Y('u)z\'juﬂXj Pt =0, (16)
Q Q

pour tout v € MINL¥ (4 RY)
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Démonstration: Soit n € C§°(2;R),n > 0. Pour ¢ > 0 suffisament petit, on a |u —enu| =
[1 —enllul < M’', donc u — enu € K () By (P, M') peut étre consideré comme une variation
de u dans A () By (P, M'). Des calculs standard montrent qu'on a

/anﬂ(u) [Xjuan(nuﬁ) + I‘?W(u)Xju/‘?Xj u(nu™)| < 0. (17)

En utilisant Lemme de Gauss, gop(u)u’ = u®, et la propriété des symboles de Christoffel
de Y, (17) entraine:

m
/ S X;{uf2X mde < 0, (18)
Q i=1

c’est-a-dire que |ul? € MY L>°() est une sous-solution de ’équation Hv = 0 sur . Le
principe du maximum donne (voir [2]),

sup |u|? < sup |u|® = sup |®|* < M2
Q an a0

On a donc démontré u()) C By (P, M). Maintenant, pour tout v € M N L®(RN), et
¢ > 0 suffisament petit, u & ey € By (P, M’) peut étre consideré comme variation de u, des
calculs comme ceux de (17) donnera (16). Ce qui termine la démonstration du lemme.

4 Reégularité des solutions faibles

Nous démontrons maintenant la régularité de solutions faibles. On va utiliser la fonction
de Green modifiée, pour y € Q2,0 > 0 suffisament petit, on pose

Gy () =f G(x,z)dz, (19)
) B(y,0)

o (#(x,z) est la fonction de Green de l'opérateur H sur Q (voir [1, 2]). Alors Gy €
MO L>(Q),lim,—o Go(z) = G(z,y), et pour ¢ € MINL>®(Q), on a

/Q Z X;Gy(z)X;((2)de :][B (()d. (20)
j=1

(y,0)

Si G est la fonction de Green de H sur £ DD Q, on a, en utilisant le principe du maximum,
que G < Gy sur Q. 1l s’ensuit une estimation pour G(z,y) du type de (10) sur Q.
Pour une sur-solution non négative de I’équation Hv = 0 sur B(zg,2R), on a aussi
I'inégalité de Harnack suivante:
]/ v(z)de < C _inf v, (21)
B(z0,2R) B(xo,R)
ou la constante C' ne dépend pas de R (voir [13]). En utilisant les estimations (10), (11) et
(12), pour w € M}(B(zo,2R)) solution de I’équation Hw = R~?% sur B(o.2R), on a alors
0<ap £ min w< max w< as, (22)
B(To,R) B(:L‘o,?R)
ol a1, ay ne dépendent pas de R.
Pour simplifier les notations, on suppose de plus que le symbole de Christoffel de Y’

satisfait I’hypothese suivante:
20p (MM < 1. (23)
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Lemme 4 Soient u € M L™(Q; IRN) une solution faible de (16). B(xo,2R) C Q, sup-
posons qu'on a (23), il existe (tl()l’b une constante C' qui ne dépend pas dc R, telle que

R? ]Xu|2da: < (. (24)
B(IOvR)

De plus, quels que soient € > 0, Ry > 0, il existe 0 < Ry < Ry. tel que
Rg][ | X ul?dz < e. (25)
z9,R2

Donc u € CO(Q; R™M).
Démonstration: Le point essentiel est de bien choisir la fonction-test dans (16). On prend

¢ € C5°(B(20,2R)),¢ > 0,alors n = (u € MJ(€; IRV ) peut étre choisie comme fonction-test
dans (16). En utilisant (14) et (23),0n a

m

(1—~CF(M)M)/ ()X ul?de < _E/ SO |uf2 X, Cda (26)

2R ')R =1

Posons M(t) = supp,(s,) lul, et z(x) = M?(2R) — |u(x)|?. alors = est une sur-solution non
négative de ’équation Hv = 0 sur B(zo,2R), (21) entraine

][ z(x)dz < Cinf z. (27)
BQR BR

Maintenant, pour w € MZ(B(zo,2R)), solution de Hw = R™?% sur B(zp,2R), on a p =
wz € M3(B(zo,2R)), donc

m

/ Z X,wXjedr = R? wzda
B

2R j—1 Bar
m m
= Z X w X, zdx +/ Z RY u'lz
B?R ’)R / 1

Utilisons (22), on obtient alors

Xjw ‘\ zdz < —/ zdz.
5 7 ),

Bar jo51
Choisissons ¢ = w? dans (26), les inégalités (22) et (27) donnent

RQ/ |Xul2de < C[M?(2R) — M?(R)). (28)
Br

Comme 0 < M?(2R) < supgq |u|? < M?, on a donc démontré (24). Pour (25), on remarque

que
2]

Z 2(2'7FR) = M2(27FR)] < M*(2R) < A%,

Donc quel que soit ¢ > 0, Ry, il existe ko tel que [1\12(21‘1“0 Ry) — M2(2 M R, )] < 2. On
obtient (25) pour R, = 27k R,.
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Théoréme 5 Soit u € M*(\L=(Q;RY) une solution faible de (16). Sous les hypothéses
du théoréme 2 et (23), on suppose de plus qu’il existe Ry > 0,C(Ro) > 0, tels que pour tout
29 € 00,0 < R < Ry, on ait:

1) B(z0, R)| > C|B(zo, R)|.

Alors pour un v > 0, l'on a queu € C¥(Q).

Démonstration: Pour 29 € Q, Ry > 0,B(z0,2Rp) C 2,0 < R < Ry, on note Tp =
B(z0,2R)\B(zo, R),({ € C§°(B(z0,2R)),((z) = 1 sur Bz, R),|X(|] < CR™!. Posons
vr(z) = u(z) — 4R, en choisissant n = vRchz comme fonction-test dans (16), et en faisant
tendre o vers 0, (14), (23) et (20), entraine pour tout y € B(xg, R/2),

lu(y) — @r| + 61/ |Xu|2G(:IJ,y)C2(;L')d;):
B(z0,2R)

9

< C’Rle(.ro,R)[‘l/ | X uf?d. (29)
Tr
En utilisant (11) et (29), on a
/ | X u|*G(z0,2)dx < Co/ | X u|?G (20, x)dz,
B(zo,R) Tr

ce qui donne

/ X u2G (20, 2)dz < —20 / | X u2G( 0, 2 )dz.
B(zo,R) 1+ Co JB(x0,2R) ~

On a donc pour u = logg[%ﬂ >0,0<6< R < Ry,

/ | X u|?G(z0, z)dz < (6/R)“/ | X ul?G(20, 2 )da.
B(CL‘(),5) B(l‘o,2R)

Donc (11), (24) et (29) entrainent

sup  |u(e) — u(y)| < C8*/2.
B(:L‘o,&/Z)

On a donc démontré que u € C”(B(&o, Ro/2) pour v = u/(2r).
La régularité jusqu’au bord peut étre obtenir de méme maniere.
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