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1. Introduction et résultats

Aussi bien la modélisation de phénomeénes de chimiotactisme [12] que I’étude
de systémes activateur-inhibiteur [16] en biologie, conduisent, sous des hypotheses
raisonables, a identifier les états d’équilibre avec les solutions de problemes elliptiques
non-linéaires de la forme :

(1) {—Au+;¢u =uP, u>0 sur{

g% =0 sur 0N}

ou 4 est une constante strictement positive, p €]1, 400, et  est un ouvert borné
régulier de R™. Dans les cas n = 1,2, ou bien n > 3 et p < ﬁ%, les méthodes
variationnelles standards s’appliquent : il a ainsi été prouvé, sous ces conditions, que
le probléeme n’admet que les solutions constantes pour u assez petit, tandis qu’il existe
au moins une solution non constante pour u assez grand [13] [14]. On conjectura alors
que cette situation était en réalité plus générale : tandis que pour le probléeme avec
conditions au bord de Dirichlet, ’exposant p joue un role crucial, p serait ici le
parametre le plus significatif pour décider de l’existence ou de la non-existence de
solutions non triviales. Cependant, en prouvant que dans les cas n = 4,5,6,p = %{%,
et Q une boule, le probleme admettait une solution non-constante pour tout u > 0,
Adimurthi et Yadava [2] (voir aussi [10]) ont montré que la configuration dans le cas
critique était bel et bien différente, indépendamment méme des arguments utilisés
qui doivent de toute fagon étre modifiés par rapport aux cas sous-critiques. Pour {2
quelconque, Adimurthi et Mancini [1] (voir aussi [19]) ont prouvé que si p = 2+2(n >
3), (1) admet toujours une solution pour u assez grand. Ils utilisent pour ce faire la
méme méthode que Brezis et Nirenberg dans [9], qui consiste, par un choix adéquat
de fonctions-tests, a montrer que le minimum de la fonctionnelle étudiée se situe
en-dessous du premier niveau auquel les phénomenes de non-compacité apparaissent.
Ainsi, toute suite minimisante (& une sous-suite preés) converge vers une solution du
probleme. Les fonctions-test considérées sont ici les restrictions a €2 des solutions du
probleme

(2) —Au:u%,u>08ur R"™

qui, avec les hypotheses supplémentaires u € L%(R"),Vu € L*(R™), s’écrivent
toutes sous la forme

n—2

(14 22|z —y|2)"7"

: A>0,y € R™

(3) Un,y(z)

a la constante multiplicative prés & = (n(n — 2))211_'2 Ces solutions sont ensuite

concentrées en un point y € 9 tel que H(y) > 0, ou H désigne la courbure moyenne
du bord. Si l’on définit, pour u € H'(Q),

fn |Vul? + p fQ u?

2n_ n—2
(fg |u|n-2) n
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(4) Ju(w) =



- fonctionnelle dont les points critiques positifs sont, a une constante multiplicative
pres, solutions de (1) - , et si 'on pose

V 2
(5) 5= inf Jo Vel
uw€ H_(Q)
5@ (fo [u>2
- constante de Sobolev, qui ne dépend que de n - , on obtient ([1 , Lemma 2.2])
(6) elhrlllf(ﬂ) Ju(u) < 5; pour y assez grand .

Comme, d’un autre c6té, J, satisfait la condition de Palais-Smale en dessous du
niveau §/22/™ D’existence d’une solution non-triviale s’ensuit.

Un certain nombre de résultats supplémentaires ont été obtenus quant a une
caractérisation plus précise des solutions u de (1) telles que J,(u) < 525}—” Adimurthi,
Pacella et Yadava ont montré [4] qu’une telle solution atteignait son maximum en
un point unique y, € 0N ; de plus, si la solution est minimisante et n > 7, les
points d’accumulation de (y,) quand u — +oo réalisent la maximum de la courbure
moyenne H du bord. Ils ont ensuite prouvé [5] que plus généralement, toujours pour
n > 7, les points d’accumulation (y, ) étaient des points critiques de H. Ces résultats
admettent une réciproque partielle : il est d’abord établi [4] que pourn > 7 et yo € IN
maximum local strict de H, H(yo) > 0, il existe pour u assez grand une solution u,
de (1) qui se concentre en yo quand g — +o0o. De plus, Adimurthi, Mancini et
Yadava ont montré [3] que le méme résultat était valable sous les hypotheses n > 6
et yo € OS2 point critique non-dégénéré de H, H(yo) > 0.

Le but du présent travail est de reprendre 1’étude du probléme en lui appliquant
des techniques développées antérieurement dans le cadre de conditions au bord de
Dirichlet (voir par exemple [17] [8]), ce qui nous permet d’améliorer et d’étendre
substantiellement les résultats précédents. Cette stragégie permet de démontrer :

Théoreme 1.— On suppose n > 4.
a) Soit u, une solution de (1) telle que Ju(u,) < 2—5—,1 Soit yo € 0Q le point
en lequel (& une sous-suite prés) u, se concentre quand p — +oo (au sens

|Vu,|? — n” 8y, ; Yo est aussi la limite des points y, en lesquels u, atteint son
maximum). Alors, H(yo) > 0 et yo est un point critique de H.

b) Soit yo € O un point critique non-dégénéré de H, tel que H(yo) > 0. Alors,
pour p assez grand, (1) admet une solution u, qui se concentre (au sens précé-
dent) en yo quand p — +oo.

En fait, ’hypothése de non-dégénérescence peut-étre affaiblie. Sil’on note
(7) H® ={y € 9Q/H(y) < c}

les ensembles de niveaux de H, on a

XXIII-2



Théoréme 2.— Supposons n > 4, et soit ¢ > 0 une valeur critique de H telle
que la topologie relative (Ht® H*~%) est non-triviale (pour tout § > 0 suffisamment
petit). A chaque générateur de cette topologie relative on peut associer une solution
distincte u, de (1) qui se concentre quand p — +o00 en un point yo tel que H(yo) =

C, H’(yo) = 0

Il s’avere ensuite que les solutions se concentrant en un point peuvent étre su-
perposées, ce qui permet d’obtenir :

Théoréeme 3.— Supposonsn > 4, et soit y1,- - -, yx k points critiques non-dégénérés
distincts de H sur 0%, tels que H(y;) > 0,Vi. Alors, il existe pour u assez grand
une solution u, de (1) qui se concentre en yi,---,yr quand y — +oo (au sens

n/2 k
IvuuP - 52 igl 6yi)-

Bien entendu, il est aussi possible de démontrer que si u, est une solution de (1)
qui se concentre en k points y; distincts de 9 quand u — +o00, ces points vérifient
H(y;) > 0,H'(y;) = 0. Le théoréme 3 permet d’énoncer des résultats de multiplicité,
en relation avec le nombre de points critiques de H sur ’ensemble

(8) HY ={y € 00/H(y) >0}

Théoréeme 4.— Supposonsn > 4, et ’existence de k points critiques non-dégénérés
de H sur H*. Alors (1) admet pour y assez grand au moins 2¥ — 1 solutions.

La condition de non-dégénérescence qui intervient dans le Théoréme 3 peut étre
affaiblie de la méme maniére que précédemment, d’ou des résultats de multiplicité en
relation avec la topologie relative entre les ensembles de niveau H. En particulier,
ona:

Théoréme 5.— Supposonsn > 4. (1) admet pour u assez grand au moins 2°** (H?)

—1 solutions (ot cat (H™) désigne la catégorie de Ljusternik-Schnirelman de Ht).

XXIIT-3



2. Démonstration des théorémes

La démonstration complete des résultats annoncés nécessite un grand nombre
d’estimées tres précises qu’il est impossible de faire figurer ici. On se contentera
donc d’esquisser les grandes lignes de la preuve, et pour davantage de détails on se

reportera & [18]. Dans la suite, on suppose toujours n > 4 et p = 242,

2.1. Paramétrisation du probléme

Pour £k € N*,a = (al,---,ak) € Rﬁ_,/\ = ()q,“',/\k) € (Ri)k,y = (yl,---,yk)
€ (0Q)*, on pose

k
(9) 99(01, )‘7 y) = Qo \y = Z o;U;

=1

ou U; = Uy, ,y; et Uy, y; est définie par (3). En procédant comme dans [7], avec
les modifications nécessaires, on démontre, pour d > 0 fixé et ¢ > 0 assez petit,
I’existence d’un difféomorphisme entre

" M. q={(a, )\, y,v) € RE x (RL)* x (02)F x H'(Q)/|ei —a@| < e,
10

1. . o
Ai > g,Vz s lyi —yil > dVe, 5,0 # 7 v € Exy, |Vola <€}

et P'ouvert de H(Q)
U= {u € HI(Q)/H(O{’)H y,v) € Me,d,u = Pa,\y + 'U}
Ici, E) 4 désigne ’ensemble

(11) EA,y = {'U € HI(Q)/qSi(a,’\7y,v) = Qpi(av)‘,y)v) = fij(a,/\, y)v) =0 ’
Vi, 1<i<kVY;, 1<j<n)

et

f di(a, \,y,v) = / Vu.VU;
Q

bl u) = [ VoV T

Q OAi

oU;
ii(a, A\ y,v =/Vv.V :
\EJ( ) ) Q a(yi)j

7

(12)

Si 'on note maintenant K, la fonctionnelle définie sur M = M, 4

K, : M—-R

13
( ) (a) A Y, v) — JM(‘lDav\,y + v)
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(a, A, y,v) sera un point critique de K, sur M si et seulement si u = g4 1,y +v est un
point critique de J, sur H!(Q). On est donc ramené a la recherche de (a, A\, y,v) € M
vérifiant

k n
(1) R} = Dot + B+ ) Cul)

ou A = (Ai)i<i<k € R, B = (B; Ji<i<k € R¥, C = (Cz]).<.<k € R™ sont des

mult1p11cateurs de Lagrange. Tous les résultats annoncés vont resulter d’une analyse
précise de (14).
2.2. Le parametre v

On commence par s’intéresser a la dérivée de K, par rapport a v. On suppose
a partir de maintenant que \ satsifait

(15) p<KpAisin>5; u<rky sin=4 Vi, 1<:<k

[3
Log Ai
ou les k, sont des constantes strictement positives qui dépendent seulement de n,

qui seront déterminées ultérieurement.

Silon développe K, (e, A, y,v) par rapport & v dans un voisinage de 0, on trouve

Iﬁ’u(a7 A? y’ v) = I{#(a7 A’ y’ 0) + fl"yayxiy(v) + Ql‘va”\vy(v) + RI—")ayAyy(U)

avec

2
f“)aaAyy(v) P+1 [/’L/ (Pa ’\vyv - u(Lpa A7:'/)/‘ (Poz A,y ]
(fQ Pa A,y

Qu,an,y(v) = (fg p+1 [/ [Vol? +.“/ v* = plu(pa, A,y)/ e )\,y

4pu p+
eI R / Pny®) 22 b () / P y) ]

Ryja0,9(v) = O([[o][2iC2*D)

A, I X
’ Jo tulP*?

o] ? :/ IVvI2+u/ v?
Q Q

De plus, les dérivées de R o,y Vérifient
! ang(0) = O([[o][Pin@P) o R L (v) = 0(|[v][min(P—D)

uniformément par rapport a u,a, A, y.

On dispose alors de la proposition fondamentale suivante :
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Proposition 1.— Il existe p > 0 tel que pour tous p,a,\,y,(a,A,y,0) € M,pu
assez grand et A satisfaisant (15)

Qﬂ,aa)\,y(v) 2 p”v”2 VU E E)\,y

Cette proposition, dans le cadre du probléme correspondant de Dirichlet, est
établie dans [6] [17]. Elle est ensuite adaptée au cas présent, pour k = 1, dans [4].
En combinant une nouvelle fois les arguments de [6] et de [4], on obtient le résultat
pour k quelconque dans N*

Comme d’autre part la norme de f, a1,y en tant que forme linéaire sur H'(£)
muni de la norme || - || tend vers zéro quand p tend vers l'infini - A vérifiant (15) - le
théoréme d’inversion locale nous permet d’établir :

Proposition 2.— Il existe puo > 0 et une application réguliere qui a tout (u, a, A, y)
tel que p > po,(a, A, y,0) € M et X vérifie (15), associe © € Ey , tel que
k n
0K, 0¢; oY, 0¢i;
= in- T Bim— v
(16) Ov ;(A Ov + Ov +;C] Ov

De plus, il existe vy > 0, indépendant de p,a, A,y tel qu’un v vérifiant les conditions
précédentes soit unique dans I’ensemble {v € Ey ,/|v|g1 < vo}.

On a enfin 'estimation suivante :
_ 1y .
(17) || = O(X) sin>7

et des expressions similaires pour les cas n = 4,5, 6.

Remarque : les estimées de |o|y1 pour les cas n = 4,5,6 ne s’obtiennent pas
directement. Il est nécessaire pour aboutir au résultat de décomposer v sous la forme
v =_Cv+(1—{)v, ou ( est une fonction réguliere valant 1 pres de y et 0 en dehors
d’un voisinage de ce point, et d’estimer chaque partie séparément - pour plus de
précisions, voir [18].

En multipliant (16) par U;, %}, %; respectivement et en intégrant sur 2, on
obtient un systéme linéaire quasi-diagonal (les fonctions Uj, g—[){‘?, 'azg_y({i)j sont quasi
orthogonales) dont la résolution fournit des estimées précises pour les coefficients
A;, B, Cij. Nous sommes alors en mesure d’étudier les (2n + 2)k équations restantes,
faisant intervenir les dérivées de K, par rapport & o, A et y.
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2.3. Les parametres a, A,y

Pour simplifier - le cas général étant essentiellement similaire - nous nous placons
ici dans le cas k = 1. La dérivée de la fonctionnelle par rapport a « est alors toujours
nulle, par homogénéité. Reste donc a considérer le systeme

- n 2
oK, :B/VUV—+ZC /Vz‘;.v o
Q

) o Y
(18) oK 0*U 0*U
LA B/ Vo.V + C; / Vo.V
\ Oyi O\Oy; ]Z"; " Ja 0y; 0y,

En développant a ’ordre adéquat les intégrales, on trouve (en tenant compte de (15))

oK H(y Log \ . 1 .
”()‘a Y, )_wn /\(2)—&);/1( )\gg sin=4; )\—381n25)
1 Log A . 1 .
+0(W81n:4;781n:5;)\_381n26>

0K, wn OH 1 . ) 1 .
—_ — P — L >
B9 (A, y,0) = N (y) (/\Log Y sin= 4 ; o Sin 5; v sinz 6)

ol wy,w!, sont des constantes strictement positives qui ne dépendent que de n. La

Proposition 2 nous donne des estimées de v, puis des coefficients B et C}, qui nous
permettent maintenant d’établir que le systéme (18) est équivalent a

wnH)ff) —w;,u(loi)\ sin=4; —)\1—3 sin= 5) = o()\iz-)

”"aH () Vi, 1<i<n

(19)

2.4. Démonstration du Théoréme 1

Soit donc u, une solution de (1) telle que Jy(u,) < 22% Il est possible, en
utilisant un principe de concentration-compacité ([15] [11], appliqué a ce cas précis
dans [5]), de montrer que u, s’écrit sous la forme

(20) up = aplUx, g, + 04

avec a, — & = (n(n —2))" 7 )\ —->+oo,y#——>y0 € 0N,v, € Ey, 4,
H'(Q) quand p — +o00. De plus, Ju(uy) < 22/,, impose (ou procéde comme dans [4])
que (15) sera vérifiée avec un bon choix de k5, et ce qui précede s’applique : A,,y,
devront donc étre solutions de (19). La premiére équation impose alors H(yo) > 0,
et les suivantes H'(yo) = 0 - d’ou la partie a) du Théoréme 1.

et v, — 0 dans
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Réciproquement, si yo € 0§} est un point critique non-dégénéré de H sur OS2,
(19) peut s’écrire pour y dans un voisinage de yq :
2

wan\Zo) _w;,u(L(;\gs)‘ sin=4; )\13 31n_5) ()\12> +0(|y—)\2yo )

St =o(3) +o(M55)

Un théoréme de point fixe, ou un argument de degré, permet alors de montrer que
lorsque 1 — 400, (21) admet une solution A,,y, telle que A, — +00,y, — Yo, et la
partie b) s’ensuit.

(21)

2.5. Démonstration du Théoréme 2

Comme auparavant, on cherche une solution sous la forme d’un point critique
de K, sur M. Plus précisément, aprés optimisation par rapport au parameétre v, on
cherche un point critique de la fonctionnelle

(22) KL\ y) = Ku(\,y,0)

(nous sommes toujours dans le cas k = 1, ou le parameétre a peut étre omis). Au lieu
de considérer les deux parametres A et y simultanément, on les prend maintenant en
compte successivement, en commencant par A ; c’est-a-dire que y € 9 étant fixé, on
cherche ) tel que

OK! (JK, 0K, 0ov
no_ M po 7 —
(23)  ~on T a0

. K . " 0K,
Le premier terme —3* s’estime comme précédemment. Quand au second, —* étant
nul sur E) , par définition de v et les coefficients A, B, C'; étant déja évalués, si 'on
écrit

(24) gi—w+£U+C Ze

oK
avec w € E) 4, il ne nous reste pour estimer le terme 5 - 92 qu’a évaluer les

coefficients &,(,6;. Pour ce faire, nous multiplions le gradient de (24) par celui de
U, ‘?9[/{ R g:lj respectlvement et nous intégrons sur 2. Nous obtenons a droite un systéme
linéaire presque diagonal - et donc inversible - pour les coefficients &, ¢, 8;, tandis qu’a

gauche le fait que v € E) , permet d’écrire :

0v —l
/QVB—)\-VUz—/QVv-Va—)\ 0
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% U [Vols
/Qva_A /V v _0( A2 )

ov / 0*U
V— VoV = 0(\2|V
/ - ay, 53y = VIV

en utilisant I'inégalité de Holder. On en déduit en inversant le systéme les estimées
recherchées de ¢, (, 6}, et (23) s’avére alors prendre la forme :

H(y) Log A . 1. 1

2 —w;lu(/\—:; sin=4; g 51n:5> :o<)\—2)

qui admet, si H(y) > 0 et p est assez grand, une solution A = A\(y,y), tendant vers
I'infini quand g — +oo ((15) étant bien vérifiée si I'on se restreint a y variant dans
un domaine de 0N2 tel que H(y) > n > 0). On peut de surcroit montrer que A est
un point critique non-dégénéré de K }L, et le théoreme d’inversion locale permet alors

(25) Wn

d’assurer que A est une fonction réguliere de y.

Trouver une solution & (1) revient finalement & trouver un point critique a la
fonction

K, (y) = K,(A,y)

dont le développement s’écrit
2 1
s - o)

uniformément par rapport a y tel que H(y) > n > 0. On peut donc, pour p assez
grand, intercaler les ensembles de niveau de K? entre ceux de la fonction H? (& des
constantes additive et multiplicative prés), et on obtient ainsi le résultat du Théoreme

2.

2.6. Les autres résultats

Toutes les analyses précédentes se transposent au cas k& € N* quelconque, en
rajoutant les équations relatives aux dérivées de K, par rapport aux parametres «;,
qui prennent toujours la forme

a; —a=o(1) quand g — 400

Les parameétres «; n’apportent donc aucune modification significative dans les équa-
tions relatives aux dérivées de K, par rapport aux parameétres \; et (y;);.

Pour chacun de ces parametres, I’équation obtenue a la méme forme que précé-
demment, ’effet de bord, qui fait intervenir la courbure moyenne H, étant prédomi-
nant par rapport aux effets d’interaction (pour davantage de précisions, se reporter
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a [18]). Tout ce passe comme si les fonctions concentrés en différents points se com-
portaient indépendamment les unes des autres : le Théoreme 3 s’établit donc en
suivant la méme stratégie que précédemment et les Théoreémes 4 et 5 en sont des
conséquences plus ou moins directes.

Remarque : les estimées améliorées de v obtenues dans [18] permettent d’étendre
aux cas n = 4,5,6 les estimées trés précises de u, en norme L*° données dans [5].
Tant en ce qui concerne ce résultat que ceux énoncés auparavant, le cas n = 3 parait
étre beaucoup plus délicat.
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