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1. Introduction et résultats

Aussi bien la modélisation de phénomènes de chimiotactisme [12] que l’étude
de systèmes activateur-inhibiteur [16] en biologie, conduisent, sous des hypothèses
raisonables, à identifier les états d’équilibre avec les solutions de problèmes elliptiques
non-linéaires de la forme :

où y est une constante strictement positive, p et Ç2 est un ouvert borné

régulier de R’. Dans les cas n = 1, 2, ou bien n &#x3E; 3 et p  n+2 les méthodes
variationnelles standards s’appliquent : il a ainsi été prouvé, sous ces conditions, que
le problème n’admet que les solutions constantes pour y assez petit, tandis qu’il existe
au moins une solution non constante pour y assez grand [13] [14]. On conjectura alors
que cette situation était en réalité plus générale : tandis que pour le problème avec
conditions au bord de Dirichlet, l’exposant p joue un rôle crucial, y serait ici le

paramètre le plus significatif pour décider de l’existence ou de la non-existence de
solutions non triviales. Cependant, en prouvant que dans les cas n = 4, 5, 6, p = n+~ ,
et Q une boule, le problème admettait une solution non-constante pour tout &#x3E; 0,
Adimurthi et Yadava [2] (voir aussi [10]) ont montré que la configuration dans le cas
critique était bel et bien différente, indépendamment même des arguments utilisés
qui doivent de toute façon être modifiés par rapport aux cas sous-critiques. Pour n
quelconque, Adimurthi et Mancini [1] (voir aussi [19]) ont prouvé que si p = ~ (n &#x3E;
3), (1) admet toujours une solution pour M assez grand. Ils utilisent pour ce faire la
même méthode que Brezis et Nirenberg dans [9], qui consiste, par un choix adéquat
de fonctions-tests, à montrer que le minimum de la fonctionnelle étudiée se situe
en-dessous du premier niveau auquel les phénomènes de non-compacité apparaissent.
Ainsi, toute suite minimisante (à une sous-suite près) converge vers une solution du
problème. Les fonctions-test considérées sont ici les restrictions à Ç2 des solutions du
problème

qui, avec les hypothèses su p plémentaires u E L2 ~n , s’écrivent
toutes sous la forme

» n-2à la constante multiplicative près à = (n(n - 2)) 4 . . Ces solutions sont ensuite
concentrées en un point y E an tel que H(y) &#x3E; 0, où H désigne la courbure moyenne
du bord. Si l’on définit, pour ~c E 



XXIII-2

- fonctionnelle dont les points critiques positifs sont, à une constante multiplicative
près, solutions de (1) - , et si l’on pose

- constante de Sobolev, qui ne dépend que de n - , on obtient ([1 , Lemma 2.2])

Comme, d’un autre côté, J, satisfait la condition de Palais-Smale en dessous du
niveau 5~22~n, l’existence d’une solution non-triviale s’ensuit.

Un certain nombre de résultats supplémentaires ont été obtenus quant à une
caractérisation plus précise des solutions u de (1) telles que J~, (u )  Adimurthi,
Pacella et Yadava ont montré [4] qu’une telle solution atteignait son maximum en
un point unique y,, E an ; de plus, si la solution est minimisante et n &#x3E; 7, les

points d’accumulation de (y, ) +00 réalisent la maximum de la courbure

moyenne H du bord. Ils ont ensuite prouvé [5] que plus généralement, toujours pour
n &#x3E; 7, les points d’accumulation (Yp.) étaient des points critiques de H. Ces résultats
admettent une réciproque partielle : il est d’abord établi [4] que pour n &#x3E; 7 et yo E 9Q
maximum local strict de &#x3E; 0, il existe pour y assez grand une solution u~
de (1) qui se concentre en ya quand Il -t +00. De plus, Adimurthi, Mancini et
Yadava ont montré [3] que le même résultat était valable sous les hypothèses n &#x3E; 6

et yo e OÇ2 point critique non-dégénéré de H, H(yo ) &#x3E; 0.

Le but du présent travail est de reprendre l’étude du problème en lui appliquant
des techniques développées antérieurement dans le cadre de conditions au bord de
Dirichlet (voir par exemple [17] [8]), ce qui nous permet d’améliorer et d’étendre
substantiellement les résultats précédents. Cette stragégie permet de démontrer :

Théorème 1. On suppose n &#x3E; 4.

a~ Soit u, une solution de (1) telle que  Soit yo e an le point
en lequel (à une sous-suite près) u, se concentre quand Il -t +00 (au sens

yo est aussi la Iimite des points y, en lesquels u atteint son
maximum ). Alors, &#x3E; 0 et yo est un point critique de H.

b) Soit yo E an un point critique non-dégénéré de H, tel que &#x3E; 0. Alors,
pour M assez grand, (I) admet une solution u~, qui se concentre (au sens précé-
dent) en yo quand +oo.

En fait, l’hypothèse de non-dégénérescence peut-être affaiblie. Si l’on note

les ensembles de niveaux de H, on a
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Théorème 2. Supposons n &#x3E; 4, et soit c &#x3E; 0 une valeur critique de H telle
que la topologie relative (H’+6, HC-8) est non-triviale (pour tout 6 &#x3E; 0 suffisamment

petit). A chaque générateur de cette topologie relative on peut associer une solution
distincte u~ de (1) qui se concentre +oo en un point ya tel que H~yo ~ _

Il s’avère ensuite que les solutions se concentrant en un point peuvent être su-
perposées, ce qui permet d’obtenir :

Théorème 3. Supposons n &#x3E; 4, et soit y1, ~ ~ ~ , points critiques non-dégénérés
distincts de H sur tels que H(yj ) &#x3E; 0, Vi. Alors, il existe pour f.1 assez grand
une solution u, de (~~ qui se concentre en (au sens

Bien entendu, il est aussi possible de démontrer que si UJ-t est une solution de (1)
qui se concentre en k points yi distincts de ân +00, ces points vérifient

= 0. Le théorème 3 permet d’énoncer des résultats de multiplicité,
en relation avec le nombre de points critiques de H sur l’ensemble

Théorème 4.- Supposons n &#x3E; 4, et l’existence de k points critiques non-dégénérés
de H sur H+. Alors (1) admet pour Il assez grand au moins 2~20131 solutions.

La condition de non-dégénérescence qui intervient dans le Théorème 3 peut être
affaiblie de la même manière que précédemment, d’où des résultats de multiplicité en
relation avec la topologie relative entre les ensembles de niveau H. En particulier,
on a :

Théorème 5. Supposons n &#x3E; 4. (1) admet pour p assez grand au moins 2cat (H+)
-1 solutions (où cat (H+) désigne la catégorie de Ljusternik-Schnirelman de ~+~.
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2. Démonstration des théorèmes

La démonstration complète des résultats annoncés nécessite un grand nombre
d’estimées très précises qu’il est impossible de faire figurer ici. On se contentera
donc d’esquisser les grandes lignes de la preuve, et pour davantage de détails on se
reportera à [18]. Dans la suite, on suppose toujours n &#x3E; 4 et p = n+2 .

2.1. Paramétrisation du problème

où Ui = et est définie par (3). En procédant comme dans [7], avec
les modifications nécessaires, on démontre, pour d &#x3E; 0 fixé et E &#x3E; 0 assez petit,
l’existence d’un difféomorphisme entre

et l’ouvert de Hl (~2)

Ici, désigne l’ensemble

Si l’on note maintenant la fonctionnelle définie sur M = 
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(a, À, ~, v) sera un point critique de K. sur lVl si et seulement si u = + v est un

point critique de J, sur H1(n). On est donc ramené à la recherche de (c~, ~, y, v) e M
vérifiant

où A = e R, B = E R, C = e JRnk sont des

multiplicateurs de Lagrange. Tous les résultats annoncés vont résulter d’une analyse
précise de (14).

2.2. Le paramètre v

On commence par s’intéresser à la dérivée de par rapport à v. On suppose
à partir de maintenant que À satsifait

où les Kn sont des constantes strictement positives qui dépendent seulement de n,
qui seront déterminées ultérieurement.

Si l’on développe ~~,~a, ~1, y, v) par rapport à v dans un voisinage de 0, on trouve

où

et

De plus, les dérivées de vérifient

uniformément par rapport à /1, a, À, y.

On dispose alors de la proposition fondamentale suivante :
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Proposition 1. Il existe p &#x3E; 0 tel que pour tous ~c, cx, a, ~, (~x, ~, y, 0~ e 
assez grand et À satisfaisant (15)

Cette proposition, dans le cadre du problème correspondant de Dirichlet, est
établie dans [6] [17]. Elle est ensuite adaptée au cas présent, pour k = 1, dans [4].
En combinant une nouvelle fois les arguments de [6] et de [4], on obtient le résultat
pour k quelconque dans N*

Comme d’autre part la norme de en tant que forme linéaire sur 

muni de la norme 11 - 11 ] tend vers zéro quand M tend vers l’infini - A vérifiant (15) - le
théorème d’inversion locale nous permet d’établir :

Proposition 2. Il existe po &#x3E; 0 et une application régulière qui à tout (m, cx, À, y)
tel que y &#x3E; ~CO, (rx, ~, y, 0~ E M et À vérifie (15), associe v E EA y tel que

.De plus, il existe vo &#x3E; 0, indépendant de y, a, À, y tel qu’un v vérifiant les conditions
précédentes soit unique dans l’ensemble Iv e  

On a enfin I’estimation suivante : .’

et des expressions similaires pour les cas n = 4, 5, 6.

Remarque : les estimées de pour les cas n = 4,5,6 ne s’obtiennent pas
directement. Il est nécessaire pour aboutir au résultat de décomposer v sous la forme
v = (v + (1- ~)v, où ( est une fonction régulière valant 1 près de y et 0 en dehors
d’un voisinage de ce point, et d’estimer chaque partie séparément - pour plus de
précisions, voir [18].

En multipliant (16) par Ui, respectivement et en intégrant sur 0, on
, (yt j

obtient un système linéaire quasi-diagonal (les fonctions Ui, auj sont quasi1 .9(yi)j j
orthogonales) dont la résolution fournit des estimées précises pour les coefficients
Ai, Bi, Nous sommes alors en mesure d’étudier les (2n + 2)k équations restantes,
faisant intervenir les dérivées de par rapport à et y.
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2.3. Les paramètres 0152, ~, y

Pour simplifier - le cas général étant essentiellement similaire - nous nous plaçons
ici dans le cas k - 1. La dérivée de la fonctionnelle par rapport à a est alors toujours
nulle, par homogénéité. Reste donc à considérer le système

En développant à l’ordre adéquat les intégrales, on trouve (en tenant compte de (15))

où w~ sont des constantes strictement positives qui ne dépendent que de n. La
Proposition 2 nous donne des estimées de v, puis des coefficients B et Cj , qui nous
permettent maintenant d’établir que le système (18) est équivalent à

2.4. Démonstration du Théorème 1

Soit donc u, une solution de (1) telle que JJl(uJl)  Il est possible, en
utilisant un principe de concentration-compacité ([15] [11], appliqué à ce cas précis
dans [5]), de montrer que u,, s’écrit sous la forme

n-2

avec 0152 = (n(n - 2)) 4 ,A 2013 +00, Yp. Ex,,Y,, et v, - 0 dans
HI(n) quand y --+ +00. De plus, ,(u, )  27’ impose (ou procède comme dans [4])
que (15) sera vérifiée avec un bon choix de Kn, et ce qui précède s’applique : 
devront donc être solutions de (19). La première équation impose alors H(yo) &#x3E; 0,
et les suivantes H’(yo) = 0 - d’où la partie a) du Théorème 1.
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Réciproquement, si yo E est un point critique non-dégénéré de H sur âS~,
(19) peut s’écrire pour y dans un voisinage de yo :

Un théorème de point fixe, ou un argument de degré, permet alors de montrer que
lorsque {l--+ +oo, (21) admet une solution telle que À 2013 yo, et la

partie b) s’ensuit.

2.5. Démonstration du Théorème 2

Comme auparavant, on cherche une solution sous la forme d’un point critique
de sur M. Plus précisément, après optimisation par rapport au paramètre v, on
cherche un point critique de la fonctionnelle

(nous sommes toujours dans le où le paramètre a peut être omis). Au lieu
de considérer les deux paramètres À et y simultanément, on les prend maintenant en
compte successivement, en commençant par ~1 ; c’est-à-dire que y E 8Q étant fixé, on
cherche À tel que

Le premier terme s’estime comme précédemment. Quand au second, a:;: étantaa av

nul sur par définition de v et les coefficients A, B, Cj étant déjà évalués, si l’on
écrit

avec w e a , il ne nous reste pour estimer . 
a’ qu’à évaluer lesavec w E .EB, il ne nous reste pour estImer le terme aa quà évaluer les

coefficients Pour ce faire, nous multiplions le gradient de (24) par celui de
U au au respectivement et nous intégrons Nous obtenons à droite un systèmeJ respec Ivement et nous Integrons sur [,- ous 0 enons a rOI e un systeme 

,

linéaire presque diagonal - et donc inversible - pour les coefficients ç, ( , () j, tandis qu’à
gauche le fait que v E EÀ,y permet d’écrire :
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en utilisant l’inégalité de Hiilder. On en déduit en inversant le système les estimées
recherchées de ~, (, Bj, et (23) s’avère alors prendre la forme :

qui admet, si H~y~ &#x3E; 0 et y est assez grand, une solution a = A(p, y), tendant vers
l’infini quand p - +oo ((15) étant bien vérifiée si l’on se restreint à y variant dans
un domaine de an tel que H(y) &#x3E; 0). On peut de surcroît montrer que A est
un point critique non-dégénéré de I~~, et le théorème d’inversion locale permet alors
d’assurer que A est une fonction régulière de y.

Trouver une solution à (1) revient finalement à trouver un point critique à la
fonction

dont le développement s’écrit

uniformément par rapport à y tel que &#x3E; ~ &#x3E; 0. On peut donc, pour y assez
grand, intercaler les ensembles de niveau de K2 entre ceux de la fonction ~2 (à des
constantes additive et multiplicative près), et on obtient ainsi le résultat du Théorème
2.

2.6. Les autres résultats

Toutes les analyses précédentes se transposent au cas k E N* quelconque, en
rajoutant les équations relatives aux dérivées de par rapport aux paramètres cxi,
qui prennent toujours la forme

Les paramètres ai n’apportent donc aucune modification significative dans les équa-
tions relatives aux dérivées de Ii, par rapport aux paramètres Ai et (yi ) j .

Pour chacun de ces paramètres, l’équation obtenue a la même forme que précé-
demment, l’effet de bord, qui fait intervenir la courbure moyenne H, étant prédomi-
nant par rapport aux effets d’interaction (pour davantage de précisions, se reporter
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à [18]). Tout ce passe comme si les fonctions concentrés en différents points se com-
portaient indépendamment les unes des autres : le Théorème 3 s’établit donc en
suivant la même stratégie que précédemment et les Théorèmes 4 et 5 en sont des
conséquences plus ou moins directes.

Remarque : les estimées améliorées de v obtenues dans [18] permettent d’étendre
aux cas n = 4,5,6 les estimées très précises de u , en norme L°° données dans [5].
Tant en ce qui concerne ce résultat que ceux énoncés auparavant, le cas n = 3 paraît
être beaucoup plus délicat.
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