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I Introduction

La théorie des équations cinétiques permet aujourd’hui, dans le sillage d’arti-
cles de R. di Perna et P.L. Lions [13-12-14-15-22] de considérer des solutions faibles
globales en temps pour I’équation de Bolztmann, I’équation de Fokker-Planck-Boltzmann,
le systéme de Vlasov-Poisson, ou le systéeme de Vlasov-Maxwell. Signalons aussi le
travail récent de Rendal et Rein [38] sur des solutions fortes du systéme de Vlasov-
Einstein.

Les travaux ci-dessus viennent sensiblement compléter les articles antérieurs de
Glassey-Strauss [19], Wollmann [45], Ukai-Asano [3,43], Batt [5], Bardos-Degond [4],
concernant des systémes cinétiques dans lesquels intervient un couplage d’un champ
électromagnétique a une équation de transport via un terme dit de Vlasov : c’est le
cas des sytémes de Vlasov-Poisson et Vlasov-Maxwell.

Tous ces travaux ont en commun de ne s’intéresser qu’au probléme global en
espace, et il ne semble pas qu’une étude de problemes aux limites dans un cadre
d’existence globale en temps pour des solutions faibles ait été initiée ailleurs que
dans les travaux de K. Hamdache [22] et de Ukai-Asano [44], et ce pour I’équation
de Boltzmann. Dans le cas stationnaire de Vlasov-Poisson ou de Vlasov-Maxwell, on
dispose du travail tres récent de F. Poupaud [34-35], et hormis ces deux résultats, la
question semble totalement ouverte en dimension 3 d’espace.

Dans le cas unidimensionnel, pour un exemple de probleme cinétique issu de la
physique des lasers a électrons libres, on pourra consulter le travail de Greengard et

Raviart [20].

Contrairement a la démarche suivie par Poupaud, on s’intéresse au probléme aux
limites pour le systéme de Vlasov-Maxwell, dans un cadre instationnaire, en essayant
de reprendre la stratégie mise au point par P.L. Lions et R. di Perna [15]. La partie
cinétique proprement dite est justiciable des mémes arguments que dans [15]. C’est
donc sur les conditions aux limites qu’un travail est nécessaire.

Si le choix des conditions aux limites s’avére assez simple en ce qui concerne
I’équation de Vlasov proprement dite, il semble que la lumiére n’ait pas encore été to-
talement faite quant aux choix de conditions aux limites raisonnables pour le systéme

de Maxwell.
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Les conditions que nous imposerons sur le bord, pour I’équation de Vlasov, sont
trés simples et signifient en particulier que les flux de masse et d’énergie des particules
ont tendance a faire décroitre ’énergie et la masse totale du systéme étudié. Nous
avons aussi besoin d’une hypothése sur la régularité du noyau au bord dont il est
clair qu’elle est satisfaite dans les cas physiques que nous examinons.

Comme nous ’avons dit, le choix est plus délicat pour la partie du systeme qui
fait intervenir les équations de Maxwell ; en effet, la littérature physique [23, 25, 28,
33] évite soigneusement cette question et se cantonne a parler, dans les cas favorables,
de conditions de bord de type conducteur parfait lors de I’étude de guides d’ondes.

Pour ce qui concerne la théorie mathématique des équations de Maxwell, la
totalité des références classiques consultées [via 9,17,27] n’aborde pas la question de
savoir quelle est la classe des “bonnes conditions aux limites”, comme ’avait posée
et résolue Garding [18] dans le cas plus simple de ’équation des ondes, et se borne
a étudier le cas du conducteur parfait dans le cadre du théoréme de Hille Yosida ou
a la suite des travaux de Friedrichs [17] sur les systémes symétriques dissipatifs. La
question de la régularité des solutions est évidemment hors d’atteinte des méthodes
de semi-groupes et n’est jamais réellement évoquée. Ceci semble du a la nature
caractéristique du bord pour le systeme de Maxwell.

Faisant exception a cette regle, l’article de Majda et Osher [31] tente une clas-
sification des conditions au bord pour des systemes hyperboliques symétrisables,
caractéristiques de multiplicté constante dans un voisinage du bord, dans le sillage
des articles de Kreiss [27] et Sakamoto [39]. A ’aide d’une machinerie pseudo-diffé-
rentielle sophistiquée, sous '’hypothése de “condition de Lopatinski uniforme”, ils
obtiennent des résultats d’existence, d’unicité, et de régularité, faisant apparaitre un
phénomene de “perte des dérivées normales”, et ils montrent que leurs résultats sont
essentiellement optimaux.

La ou le bat blesse, c’est que les conditions de type conducteur parfait violent la
condition de Lopatinski uniforme, et n’entrent donc pas dans le cadre de [31], pour
la méme raison que l’équation des ondes Ou = f avec condition Neumann 5% s
n’entre pas dans le domaine de validité de la théorie de Kreiss-Sakamoto :I le dé-
terminant de Lopatinski [8-39,27] s’annule exactement & l’ordre 2 en certains points
de la zone elliptique [24], et cette difficulté, a peine reconnue par Majda-Osher [31],
impose de mieux tenir compte du caractere dissipatif de ces conditions aux limites. Il
aura fallu attendre I’étude de J. Rauch [36], motivée par des questions de dynamique
des fluides, [32,40], pour qu’un résultat d’existence et de régularité soit prouvé pour
des systémes symétriques maximaux dissipatifs, et on pourra juger combien notre
méthode s’inspire des estimations conormales de [36] pour traiter complétement le
probléeme de perturbation singuliere qui intervient dans notre construction.

L’article présente ici un cas d’équation de Vlasov-Maxwell avec des conditions
au bord maximales dissipatives qui, comme dans le cas du bord conducteur, violent
la condition de Lopatinski.
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Ainsi que l'intuition de Friedrichs [16], le laisse prévoir, la méthode de viscosité
d’ordre élevé que nous utilisons sur le systéme de Maxwell fait naturellement ap-
paraitre un systéeme maximal dissipatif a la limite de viscosité évanescente, et c’est
ce choix de condition sur bord que nous faisons. Il serait intéressant de savoir si une
modification de cette méthode, en particulier faisant intervenir des conditions aux
limites autres que celles de Dirichlet dans le systeme visqueux, permet de traiter le
cas de conditions au bord générales pour le systeme de Maxwell, vérifiant la condition
de Lopatinski uniforme.

Le plan de ’exposé est le suivant : au paragraphe II on énonce le résultat d’exis-
tence globale de solutions faibles, en précisant les hypothéses de travail, et on met
en place le schéma de résolution. Le paragraphe III présente le détail des principales
étapes techniques de la preuve. Le paragraphe IV propose quelques commentaires.

II Résultat principal et schéma de démonstration

Soit 2 C R?® un ouvert a frontiére 9Q, C> réguliére compacte, de normale exté-
rieure n(zx), ou = € 0.

Sur R; x  x R3, on cherche une fonction de densité f(t,z,v) > 0 qui satisfait
au sens des distributions le systeme des équations de Vlasov-Maxwell suivant

Oif +Ve(vf)+ Vy((vx B+ E)f)=0 sur R, xQxR?
(VM){ O,E -V xB=—j V.E=p sur Q
OGB+V xE=0 V.B=0 sur

ou

=p(t,a:):/f(t,1:,v)dv et jzj(t,x)z/f(t,a:,v)vdv

représentent respectivement la densité de particules et le courant dans le sytéme. Ce
systeme d’équations intervient dans de trés nombreuses modélisations en physique
des plasmas, en astrodynamique, [5,20], ou f décrit ’évolution statistique d’une
population de particules chargées soumises & leur propre champ électromagnétique.

Dans le cas d’une évolution libre, c’est a dire sans condition aux limites, (2 =
R?), les résultats de P.L. Lions et R. di Perna [15] assurent 1’existence d’une solution
faible globale en temps pour des données initiales fo(z,v), Eo(z), Bo(z) qui vérifient :

1) 0 < fo(t,v) presque partout en z,v.

i) [ f(1 4 [v]®) fo(z,v)dzdv + [|Eo(z)|?> + |Bo(z)|?dz < oo
iii) divBy = 0 et divEy = pg = [ fo(z,v)dv.

iv) fo € L*(dzdv)
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Nous nous intéressons ici au méme probleme en faisant intervenir des conditions
aux limites sur 0f2.

Définissons pour cela S* C R; x 9Q x R? par
¥ = {(t,2,v) € Ry x 90 x R3 Jv.n(z) S 0} .
En tout point (¢,z) € Ry x 002 on définit aussi
Ef,t = {v e R¥/v.n(z) S 0}
Les conditions aux limites que nous considérerons seront

©r) {I(f,2+ = flz- sur R x0QxR®
P(z,n(z)).E(t,z) + R(z,n(z)).P(z,n(z)).B(t,z)jso =0 sur R x 00

ou P(z,n(z)) désigne le projecteur orthogonal de R? sur le plan tangent & 9 en ,
R(z,n(z)) désigne la rotation d’angle 7 dans le plan tangent a JQ en z, et

K fiz+(t,z,v) :/ k(z,v,v")f(t,z,v")dv’
o+

est un opérateur de bord qui vérifie :

Bi) Si fig, 20 //;+(1 — K)f(v.n)dzdv > 0

Biz) Si fig, =20 //;+(1 — K)fv*(v.n)dzdv >0 .

Ces deux conditions signifient que les flux de masse et d’énergie sont tels, au bord,
que le systéme ne peut recevoir ni masse ni énergie de ’extérieur.

En fait nous ne considérons que des conditions aux limites du type

ft,z,v)|)=- = af(t,z,v —2(v.n)n)p+ + Bf(t, 2, —v)o+

ou les coefficients « , 3 sont positifs ou nuls et vérifient en outre 0 < o+ 3 < 1. Ainsi
les hypotheses techniques suivantes sont toujours satisfaites :

Buiz) Si fiz+ est C?, alors (Kf)g- est C?
Bv) K est continu de L?(£%) dans LP(Z7) pour 1 < p < oo
de norme inférieure a 1 : WX fllee < || fllee-
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Remarque : Le cas le plus classique de la littérature physique et celui de la réflexion
spéculaire
fig-(t,z,v) = f(t,z,v = 2(v.n)n)|o+

pour lequel les conditions précédentes sont évidemment satisfaites. On peut aussi
considérer le cas de la réflexion inverse pure

flE‘ (t,.’lf, 'U) = f(t,(l?, —’U)I):-g-

qui entre encore dans notre cadre, de méme que le cas du bord parfaitement absorbant
pour lequel a = = 0.

Remarquons dés a présent, pour ne pas avoir a nous en préoccuper dans la suite,
que si (E,B) € L*(0,T; L*(Q)) et f € L°°(0,T; L*((1 + |v|?)dzdv) N L?(dzdv)) sont
solutions du systéme de Vlasov-Maxwell (VM), la définition des conditions aux limites
ne pose aucun probléme et constitue une application des résultats d’hypoellipticité
au bord [24] tres classique : pour ce qui concerne I’équation de Vlasov, on remarque
que cette équation de transport s’écrit sous la forme divY = 0, ou la divergence est
prise sur R x @ x R3 et o Y € L2 | de sorte que si N désigne la normale exté-
rieure au domaine R x Q x R3,Y.N est toujours défini au sens des distributions sur
le bord R x 99 x R3, c’est & dire que (v.n)f a un sens dans D'(R x 9 x R?), et il
suffit de noter que % et ¥~ sont des ouverts du bord pour que ’opérateur de bord
ait automatiquement un sens. Par ailleurs ’application qui & (Y € L% _,divY = 0)
associe Y.N est continue & valeurs dans D'(R x 99 x R?). De méme le bord t = 0
est non caractéristique et donc Y;—¢ est toujours définie au sens des distributions.

Pour la partie Maxwell, il suffit de voir que le vecteur <P(x, n(:t))E’) n’est pas

P(z,n(z)).B
dans le noyau de la matrice de bord pour que sa trace soit automatiquement définie
et continue au sens des distributions de

E /OE -V xBeL?0,B+V xEclL?
B

a valeurs dans D'(0R2). En effet, le systéeme de Maxwell s’écrit sous la forme 0,U +

A(iDYU = J ot U = (g) J= (“J) ot
0 & =&

40=( g §) @0={-& o6

de sorte que la matrice de bord en un point z € 9% s’écrit A(n(z)), si n(z) est la
normale extérieure en z a {). Comme le systeme de Maxwell est caractéristique de
multiplicité constante dans un voisinage du bord, cette matrice de bord n’est pas
inversible. Cependant son noyau est de dimension constante, et on peut construire,
au voisinage d'un point du bord, une fonction 7(z), réguliére, qui associe a tout point
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le projecteur orthogonal sur le noyau de A(7(z)) ou 7(z) désigne un prolongement
quelconque du champ normal au voisinage du point du bord considéré.

Redressons localement le bord par un changement de coordonnées, et notons
Y1,Y2,Yy3 les nouvelles coordonnées, et & le difféomorphisme local correspondant.

Nous pouvons supposer que {2 est donné localement par y3 > 0, et OS2 par y3 = 0.
Dans ces nouvelles coordonnées, le systéme de Maxwell se réécrit sous la forme

- ou o o8 0
A(n(¢ 1(9)))5y—3 + D(y, 53/—1’3_y2’§)U =J

ou D est un opérateur différentiel tangentiel d’ordre 1.

Sipourunréel p>1lonalUe€Ll (RxQ),etJeLl (RxQ), en multipliant

loc loc
le systéme précédent par (1 — ) o ¢~!(y), on voit que

0 ) (1 — ey Bey 2 D
Mg—(1=m)0670) = (1=m) 0 47 = Dltyy, 5o 5o, 20

ot M est une matrice injective sur 'image de (1 — ) 0 ™! et ol D est un autre
opérateur différentiel tangentiel d’ordre 1.

Il en résulte immédiatement que a;;((l —m)o ¢ 'U) € Lb (W~1?), et comme
on sait déja par ailleurs que U € L , on voit que (1 — 7)o ¢~ U € WhP(y,; W~1P)
et donc admet une trace sur y, = 0. Par difffomorphisme il en résulte que (1 — 7)U
posséde une trace sur 0f. et la démonstration précédente prouve aussi que cette trace
est continue au sens suivant :

loc

s U"= (gn) vérifie ;U™ + A(iD)U™ = J* avec (E®,B")— (E,B) w*L?

et j"—jw'Ll _,

alors (1 =m)Ujq — (1= 7m)Ujsa D'(R x 0Q)

De méme, le bord ¢t = 0 est non caractéristique pour le systéeme de Maxwell, et donc
la trace d’une solution est toujours bien définie et fournit un opérateur continu.

Revenons, apreés ces considérations sur les conditions de bord, au résultat prouvé :
Théoréme.— Si f; > 0 est une fonction de L'((1 + |v]|?)dzdv) N L%(dzdv), si
(Eo, By) est dans (L?(Q))?%, si fo,Eo, By vérifient les conditions de comptabilité
divE® = po,divBy = 0, alors pour tout T > 0, il existe une solution faible f €

L*(0,T; L*((1 + |v|?)dzdv) N L?),(E, B) € L>(0,T; L*(Q))? au systéme de Vlasov-
Maxwell (VM) avec les conditions au bord (CL) et les données de Cauchy

(fo, Eo, Bo) = (f, E, B)jt=0
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Afin de prouver ce résultat, suivant la stratégie initiée par R. di Perna et P.L.
Lions, [15], on fait intervenir un schéma d’approximation visqueuse ; pour cela choi-
sissons une suite f§ € C§°(Q2 x R?) et une suite (E§, B§) € C§°(2) pour € > 0, telles
que :

fé = f dans LY(1+ |v|*)dzdv) N L*(dzdv)
(E§,B§) — (Eo,By) dans L*(Q)?
divE; = py div B =0

Choisissons de plus une fonction de troncature y € C°(R3) telleque0 < y <1,x =1
au voisinage de zéro, et pour R > 0 fixé, posons xr(v) = x(%)-

Intéressons nous alors au probleme approché :
Ouf* + Va(vf) + Vu(xr(v)(v X B* + E°)f*) =0

(VM) OE* —V x B* —cA*E* = —j§
Bt +V x E€S—cA3B* =0

avec les conditions aux limites

fie- = Kfiz+
(CLE) E¢ 0 E¢ _ 62 E€ _
(Bs> —‘E{(Bs) _W<BE> =0 sur 0N

et les données de Cauchy (f;, Ej, B§)-
On a noté dans (VM®) j§ = [vxr(v)fe(t,z,v)dv

L’existence, globale en temps, d’une solution pour un tel systeme est détaillée
au paragraphe III de [48].

Utilisons alors les inégalités d’énergie naturellement associées au probléeme (VM)
pour extraire, & R fixé, une sous suite faiblement convergente f¢ — fr w*L>°(0,T; L?)
(E¢,B¢) — (Eg,Bg) w*L>(0,T; L*)? pour tout T' > 0, lorsque ¢ — 0.

Réitérons le procédé lorsque R — oo : fr — f w*L*>(0,T;L?), (Er,Bgr) —
(E,B) w*L*(0,T;L?*)*: on obtient un excellent candidat pour la solution cherchée :

(f, E,B).

Les difficultés pour prouver qu’on tient bien la une solution sont de deux natures
assez différentes. D’une part, il serait bon de savoir que (Eg, Br), puis (E, B) sont
solutions du systéeme de Maxwell, avec seconds membres respectifs

ir = fvxr(v)fr(t,z,v)dv et j = [vf(t,z,v)dv, et conditions aux limites
P(x,n(x)).Er(t.a) + R(a‘,n(:v)).P(:r,n(:c)).BR(t,:1:)|3Q =0
Plx.n(x)).E(t.x) + R(x,n(:r)).P(.r,n(.T)).B(t,;r)wQ =0.
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D’autre part il faut montrer que le terme non linéaire V,(xr(v)(v x B + E*¢)f¢)
converge au sens des distributions vers V,(x r(v)(v X BR+ER) fr), puis que V,(xr(v)
(v x BrR+ ER)fr) converge au sens des distributions vers V,((v x B + E)f) lorsque
R — o0o. On retrouve la un probléme résolu par di Perna et Lions [15] et on reprend
leur argumentation pour ce point [48]. La plus grande partie du travail consiste donc
a traiter le systeme de Maxwell. Pour cela, on prouve en premier lieu que si j, Eg, By
sont fixés, la suite (E¢, B¢) de solutions du systeme de Maxwell visqueux

OE€ —V x BS —eASE® = —j
(M*)

OBt +V x Ef —¢A3B* =

avec les conditions au bord de Dirichlet

E* o (E¢ & (E°
CV€ < ‘ ) " on ( ¢ ) = on? ( ¢ ) - O
( ) B Jloa  On\B* /g 0n® \B°/ 5

converge faiblement vers la solution (E, B) du systéme de Maxwell
GtE -V xB=- ]
(M) _
OB+VXE=0

avec la condition au bord attendue :
(CP) P(z,n(z)).E(t,z) + R(z,n(z)).P(z,n(z)).B(t, )90 =0 .

On utilise la une technique assez classique de perturbation singuliére, et nous ne ferons
que reprendre des arguments esquissés dans [29] pour des perturbations d’ordre 2.

Evidemment un tel résultat est largement insuffisant pour notre propos, et nous
montrons en fait que (E¢, B®) converge fortement vers (E, B). Nous avons pour cela
recours a une estimation tangentielle qui semble nouvelle dans ce cadre, méme si
I’étude de problémes mixtes hyperboliques caractéristiques non linéaires a largement
profité de ce genre d’estimations [2,6,21,36,40].

C’est cet argument de convergence forte qui permet de voir, dans notre situation,
que (ERr,Br) = w* —lim._,o( E®, B®) satisfait le systéme de Maxwell avec le second
membre jp = w* —lim j¢ = w* —lim._o [ xr(v)f¢vdv, et la condition de bord (CP).

On passe alors, dans le systéme de Maxwell, & la limite faible pour R — oo, et la
remarque ci-dessus au sujet de la condition de bord (CP) et des traces d’une solution
du systéme de Maxwell prouve que (E, B) vérifie le systéme et la condition de bord
attendus.

La démarche étant ainsi explicitée, les résultats intermédiaires ne dépendent
essentiellement que d’estimations d’énergie et de la structure algébrique de I’équation
de Vlasov.
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Supposons un moment que f soit suffisamment réguliere, ce qui sera toujours
le cas dans notre processus d’approximation, de sorte que E et B sont eux aussi
réguliers.

Les courbes caractéristiques, données par les équations de Hamilton

T =0
v=vXxB+FE
permettent de “transporter” f, au sens que f est constante le long des caracté-

ristiques, tant que celles-ci ne rencontrent pas le bord 92 et de conserver le signe de
f. Les hypothéses faites sur K permettent de borner les normes L? de f,1 < p < oco:

Conservation de la masse :

% / / F(t, 2, v)dzdv = / / ~V.(vf) = Vo((v x B + E)f)dzdv

_ _//E+(1 — K)f(v.n)do(z)dv < 0

Conservation des normes LP,p € N :

%//f”(t,x,v)dwdv = //—Vz(vf”) - Vu((v x B + E)f?)dzdv

B _//z+(f — KNP+ PPKf+ -+ (Kf) ! ondo(z)dv <0 .

La borne des autres [ [ fP(¢,z,v)dzdv,p € Ry en résulte par interpolation.
Conservation de ’énergie :

1d .
‘_(//f(t,x,v)v‘dxdv-c-/ |E|? + |B|?dz)
2dt A

_ _//E+ %(1 — K)f(v.n)do(z)dv + //E.vfd:z:dv - /E.jda:

+% /Q(n x EYE — (n x E)Bdo(z)

,02
_ / / 2 (1= K)f(v.n)do(z)dv ~ / |P(z, n(2))B(2)[2do(z) < 0
T+ N

Remarquons que dans le cas de la réflexion spéculaire, I'inégalité de masse est en fait
une égalité et 'inégalité d’énergie ne fait intervenir que le terme de bord du systéme
de Maxwell, qui est négatif.

Ce sont ces quelques remarques qui sont la clé des développements qui suivent,
convenablement modifiés dans chaque cas particulier.
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IIT Principales étapes techniques :

Le premier point dans notre approche consiste a construire une solution pour le
probleme visqueux non-linéaire :

Théoreme III.1.— Si f; € CSP(R? x Q), si (Eg, By) € C§°(Q)?, alors, pour tout
€ €]0,1], et R > 0, il existe une solution faible f € L®°(R4+;LP(Q x R?))Vp > 1,
(E,B) € L*>(0,T; C°) pour le systéme de Vlasov-Maxwell visqueux avec les données
de Cauchy précédentes ( fo, Eo, Bo).

Pour prouver un tel résultat, plusieurs ingrédients sont utiles : commencgons par
écrire le schéma itératif

O f™ ! + Vo (vf™) 4+ Vy(xr(v)(v x B" + E™)f**1) =0
(VML) OE™! —V x B™! — e AErH = 52t
0;B™! 4+ V x E™*! —cA3B™ =0 .

f|n+l — I{fln-H

== o+

C'L6 o n+1 a pn+1

(CL%) oeEmM @B oo
on® |aq on® |a0

ou jI’;‘H = fXR(v)f""'l(t,x,v)vdv

e A chaque pas d’itération le systéme linéaire précédent posseéde une solution
globale en temps pour les données de Cauchy proposées.

En effet, la partie faisant intervenir les équations de Maxwell visqueuses est
justiciable du théoréme de Hille-Yosida. La partie faisant intervenir 1’équation de
Vlasov linéaire se résoud grace & des arguments classiques de transport linéaire [47,9].
Le détail se trouve dans la section 3 de notre article [48]

¢ En utilisant alors le lemme de moyennisation de di Perna-Lions [15] on obtient
une solution globale du probléme en passant a la limite faible et en utilisant les
estimations d’énergie naturellement associées au systeme (VM¢).

La seconde étape consiste a passer a la limite lorsque ¢ — 0 dans le systeme
(VM?). La démonstration repose sur un argument linéaire concernant le systéme de
Maxwell seul et qui se décompose en deux points.

Théoreme IT1.2.— Sij € LY(0,T; L*(Q)) et (Eg, Bo) € (L?(2))? alors la solution

du systéme visqueux

(%) {&Ef —V x B —eA’E* = —j

0B+ V x ES —¢A3B* =0
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avec les conditions aux limites de Dirichlet

cve 2L E =0 si 0<a<?2
onx \ B
n |oQ

converge w* — L>°(0,T; L*(Q)) faiblement vers la solution du systéme de Maxwell

HE -V x B =—1
(M) { ) !

OB+V xE=0
avec la condition au bord P(z,n(z))E + R(z,n(z))P(x,n(z))Bjsq = 0.

Une telle convergence faible est une indication des conditions aux limites qu’il
est raisonnable d’attendre dans notre cas, mais ne suffit évidemment pas a traiter le
probléme couplé. Nous utilisons pour cela un résultat de convergence forte :

Théoreme III.3.— Sous les mémes hypothéses qu’au théoreme III.1, la suite

(E<, B%) converge dans C°(0,T; L*(Q)) vers (E, B).

Ce théoréme est sensiblement plus difficile & obtenir et sa preuve repose sur
deux points : un énoncé de régularité elliptique conormale et un examen détaillé des

g) au voisinage de 0f).

composantes caractéristiques et non caractéristiques de (
Rappelons la définition des espaces de Sobolev conormaux :

Définition III.4 : On dit que U € L?%(Q) est dans I’espace de Sobolev conormal
d’ordre s € N et on note U € H%*(Q) si :

e si gy >0 fixé U € H¥({x/dist(x,00) > é0})

e Silly Ty k< ssontdes champs de vecteurs tangents a 9, alors I'; -+ - T U €
L?(Q).

Via le théoreme de Hille-Yosida, le résultat d’ellipticité conormale que nous avons
en vue est le suivant :

Proposition IIL.5.— Si¢ €]0,1], si ¥ > 0 est assez grand, si U,J € L?(Q) vé-
rifient :

—V xB —A3E*++E*=—j

U=(EZ) +V xE*—A*B*+4B*=0

B o . 0 . .
%EWQ:%BWQ:O OSCMSZ

alors :
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i)si J € H*! alors | D*U* 301 + Y|[US 300 S CIJ13 4

i) si J € H*? alors | D3U* %02 + 7|U 30,2 < CJ[§ o

ott D3U désigne la totalité des dérivées d’ordre 3 de U dans toutes les directions et
ot C ne dépend pas de ¢.

Considérons maintenant la matrice de bord B(z) = A.n(z) ou n(z) désigne un
prolongement du champ de vecteur normal & 02 dans un voisinage de 9. Considé-
rons, puisque la multiplicité de la valeur propre 0 est constante au voisinage de 02,
le projecteur Py(n) sur le noyau de B(z).

Proposition II1.6.— Sous les mémes hypotheses que dans Proposition IIL.5, si
0<n<l/2o0na:

1) SiJe Ho‘l,l(l —'P())Us'H.%_,, < Cl']lO,l
i) J € H*?,|(1 — Po)f7€|Hg-n(Hl) < C|Jo,2

ﬁi) S.iJGHO’?,SI' PoJGHl, lPoUel SC(IPOJIHl +|J|Ho,2)

HY-*

A Daide du théoréme III.3 et du lemme de moyennisation, il est alors aisé de
passer a la limite faible suivant un shéma maintenant bien connu.

Il reste alors a faire tendre R vers 'infini, ce qui n’est pas plus difficile.

Le reste de la preuve fait intervenir des techniques usuelles en théorie cinétique.

(cf [15],48]).
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IV Conclusions et commentaires

La méthode employée ici pose plusieurs questions :

1) Considérons un type différent de conditions aux limites pour le systeme de
Maxwell : Uy = SUr; + G ou

_JE—-(Enjn—(nxB) | _
U’"{B-(B.n)n+(an)}‘"+U

_JE-(Enmjn+(nxB) | _
Unr = {B—(B.n)n—(an)} =m-U

et )
rang S =2

T+ ST =0

¢ (n,0)S7—- =0
(0,n)Sm— =0

| SpS C {z/|z| < 1}

On sait alors d’aprés Majda Osher [31] que ce type de conditions au bord satisfait la
condition de Lopatinski uniforme.

Est-il possible de trouver un “schéma visqueux” pour une perturbation elliptique
d’ordre au moins 6, et des conditions aux limites adaptées a cette perturbation, telles
que ces dernieres satisfont la condition de recouvrement, et telles qu’en passant a la
limite de viscosité évanescente, le sytéeme limite soit justement le systeme de Maxwell
avec les conditions aux limites ci-dessus

2) le travail récent de Degond-Raviart [11] et Raviart [37] introduit un procédé
d’approximation des équations de Maxwell, appelé approximation de Darwin, qu’il
semble moins couteux de résoudre numériquement que le systéme de Maxwell.

En particulier, couplé a une équation de Vlasov on obtient le systéme
Of+(wV)f+Vy((vxB+E)f)=0
atEL -V xB= —]

OB+V xEr=0
VELr=p VB=0 V.Er=0 VxEL=0

fig- = Kfjz+
F x nen = 0 B.n|aQ =0

Nous pouvons prouver [49] que ce systéme admet lui aussi des solutions globales en
temps. Le point clé est que ce systeme est mathématiquement proche du systéme
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de Vlasov-Maxwell avec bord conducteur parfait et bien que ces conditions ne sont
pas maximales dissipatives, et donc hors de portée de nos méthodes, la structure
trés particuliére des équations au bord autorise un traitement spécial. Dans le cas
de Vlasov-Maxwell & bord conducteur parfait, on pourra aussi consulter ’article tres
récent de Yan Guo [50]
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