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Nouvelles majorations sur le nombre de péles pres
de I’axe réel pour des obstacles strictement convexes.
(d’aprés un travail avec M.Zworski)

0. Introduction. Rappelons d’abord quelque résultats antérieurs. Soit O CC R”,
n > 2 un ouvert a bord C* et supposons que R" \ O soit connexe. Soit P I'opérateur
-A=-Y7 6';’}, sur R™\ O avec condition de Dirichlet sur 8O. On note A; les poles de scat-
tering (ou résonances) dans le demi-plan inférieur, définis comme les péles de ’extension
méromorphe de (P — 22)™! : CP(R™ \ O) —» C®(R" \ O) & travers de ]0, 0o jusqu’au
demi-plan inférieur. (Voir par exemple [SZ1] et les références qui s’y trouvent.)

Dans cet exposé on s’intéresse aux majorations du nombre de résonances dans des
domaines proches de 1’axe réel positif, pour d’autres majorations, nous renvoyons a Melrose
[M], Zworski [Z], Sjéstrand-Zworski [SZ1], Vodev [V1-3]. Si Ns(A), A > 1 désigne le nombre
de résonances (comptées avec leur multiplicité, voir [SZ1]) dans {z € C;1 < Rz < A, -2z <
R A}, alors il résulte d’un résultat général dans [SZ2] que

Vol(B(0,1))

(1) Ns(A) < ()" Vol((chO) \ O)A™ + O(82/")A™, A > \(6)
ou ”"ch” = "enveloppe convexe de”, et en particulier, si O est convexe, on obtient:
(2) Ns(X) < C8¥TA™, X > X\(6)

Il y a environ un an (voir [SZ3]) nous avions démontré par des dilatations complexes jusq’au
bord, dans le cas ou O est strictement convexe que:

(3) Ns(X) < C8/2x™, A > A(6)

et I’exemple de la boule de 'unité montre que les exposants ne peuvent pas étre améliorés.
Plus récemment Hargé-Lebeau [HL] ont observé qu’essentiellement la méme méthode per-
met de montrer assez simplement ’absence d’une infinité de résonances dans un voisinage
du type inverse cubique de 'axe réel positif méme si le bord de ’obstacle est seulement de
classe C'*° (résultat auparavant établi par I’école russe en dimension 2 et 3). En particulier
ils ont observé que ¥ est un choix judicieux comme angle de dilatation.

Nous avons donc été amenés a chercher des résultats plus compléts que (3), et plutét
que de développer une machine de problémes aux limites elliptiques comme dans [SZ3],
nous avons utilisé une transformation de FBI tangentielle et nous avons adapté certains
arguments de [S]. Les résultats ci-dessous se trouvent dans [SZ4], et nous renvoyons & ce
travail pour plus de détails.

1. Résultats. On suppose désormais que O est strictement convexe.

Théoréme 1. Pour A > )¢ assez grand et pour 0 < p < po assez petit, le nombre de
résonances pour le laplacien de Dirichlet eztérieur dans {z € C; A <Rz < (1+,/p)A, 0<
—Qz < pA} est O(u2A").



Corollaire. Soit 0 < a < 1. Le nombre de résonances dans \g < Rz < A, 0 < -8z <
6(R2)™ est O(83/2An—3(1=0)/2),
Corollaire du corollaire. Le nombre de résonances dans Ay < Rz < A, 0 < -8z <
C(Rz2)1/3 est O(A™Y).

Rappelons ici que d’aprées Hargé-Lebeau [HL], si

Smin = 21/3608(%)(1(minz'€30,i=1,.-,n—1Ki(x,))2/3

ou K;(z') sont les courbures principales et —(; est la premiére racine de la fonction d’Airy,
alors pour ¢; > 0 assez grand, le domaine

1<Rz, 0<-Sz< %13(322)1/3 -

ne contient qu’un nombre fini de pdles. Nous retrouvons ce résultat au cours de la
démonstration du

Théoréme 2. Supposons que la deuziéme forme fondamentale restreinte au fibré en
sphéres sur 0O atteint son minimum (ezactement) sur une sous-variété de codimension v
et que ce mintmum soit non-dégéneré au sens que le hessien transversal soit non-dégéneré.
Alors, si c > 0, % < a <1, le nombre de résonances dans

1<Rz< A, —9z< S;;‘E(sez)m + c(Rz)1 ™

est majoré par O(1)(A"~1-(§ 1)),
Il est en principe possible de donner des estimations plus générales sans hypothése
géometrique supplémentaire.

2. Quelques idées de la démonstration. Prés d’un point du bord, on introduit
des coordonnées géodésiques normales, y par £ = 3(y') + yo7(s(y')), ou v est la normale
extérieure, et ot R"™! D ouvert 3 y' — s(y') € ouvert C O est un difféomophisme
local. Notons que y, est bien défini comme la distance du point =z au bord. Il est alors
bien connu que,
(4)

—h?A = (hD,,)? + R(y',kDy) — 2y.Q(y', kD) + O(y2(kDy)?) + O(hhD,) + O(h?)

ot R = —h? x (le laplacien sur 80), et Q est elliptique et 1ié & la matrice des courbures.
Sir, g sont les symboles principaux de R, @ (au sens des opérateurs h-pseudodifférentiels),
alors r, ¢ sont homogénes de degré 2 et r(y',n') > 0, ¢(v',n') > 0, pour 5’ # 0.

Dans [SZ3] nous avons considéré des sous-variétés totalement réelles I' de C", définies
comme 'image de ’application R*\ O 3 z — z+if'(z), ou f est une fonction convenable,
égale & Odist(z, 0)?, prés de A0, pour un 8 > 0 convenable. On sait alors ([SZ1-3]) que les
résonances pres de 1’axe réel sont des valeurs propres de ’opérateur différentiel elliptique
—h2A|p sur I' avec condition de Dirichlet sur d0, et de plus on sait que ’essentiel de la
difficulté de ’estimation du nombre de ces valeurs propres est concentré a un petit voisinage
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du bord. Choissisant 8 avec arg(l + :6) = %, on trouve prés du bord en coordonnées
géodésiques normales (avec y' réel et y, = e!™/3§,, avec §, réel et écrivant ensuite y, a la
place de §n):

(5) —W A =
e—2m'/3((hDy" )2 + 2y, Q(Y', hD;)) + R(y',hDy )+
O(va(hDy)?) +O(hhDy) + O(h?)

Notons maintenant P, ’opérateur dans (5). Suivant la stratégie générale de [SZ1-3],
on fixe un nombre wqy dans le premier quadrant ouvert (par exemple 1 + ¢) et le probleme
essentiel est alors de majorer le nombre de petites valeurs propres de (P — wq)*(P — wo)
(c.a.d. les valeurs propres < (Swo + p)? pour u petit). Comme les formules deviennent
rapidement trés lourdes on se contente de mentionner vaguement quelques idées.

Séparant formellement les variables dans (5), on est amené a considérer d’abord les
valeurs propres de

(6) le=2™/3((hDy,)* + 2yng(y'sn")) + r(y',1') — wo ?

sur [0, oo avec condition de Dirichlet en 0 pour (hD,,)? + 2ynq(y’,n'). Bien entendu, il
suffit pour cela de remarquer que les valeurs propres de ce dernier opérateur sont données
par (2¢h)?/3(;, ot —(; sont les zéros de la fonction d’Airy, car les {; sont les valeurs propres
de lopérateur d’Airy D? + t avec condition de Dirichlet en 0.

Soit rg = Swp. Pour p > 0 petit, on définit ji(z',¢') par

lr(w"él) —Wwo — e—21ri/3ﬁ(zl’£l)l =7+ M

avec la convention que i = 0 si |r(z',£') —wo| 2 ro+p. Pour la démonstration du théoreme
2, on suppose que g < (Smin(Rwo )2/ 34+ %)hz/ 3. Si e, ¢/(t) est la premiére fonction propre
de (hD;)? + 2tg(z',¢'), on trouve en employant une transformation de FBI tangentielle T
(voir [SZ4] pour plus de précisions)

(7) I(P = wo)ull® = ((ro + p)* — O(R))||u]|*~
//T'ao O)(iu(z", ") = i (', EYVRY3) Iy (2", &) Tu(a', €')|2da' de’

ou

Gz, €)= (2q(z',£'))2/3cl et (', &) = /0 V(Zn)ez ¢ (Tn)dzy

Pour g < Spin(Rwo)?/2A?/3 on peut prendre le dernier terme égal a 0, et on obtient le
résultat de Hargé-Lebeau, déja mentionné. Plus généralement, on veut remplacer le dernier
terme par —(Qsu|u) ou Qs est de rang le plus petit possible. (Ici on suit la stratégie
générale de [S].) On commence par voir que v(z',€')Tu(z’,€') peut étre remplacé par
Tv1(z',hDy)u, et ensuite on utilise une observation simple concernant des opérateurs de
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Toeplitz (en changeant légerement les notations et voyant maintenant les transformées de
FBI comme des fonctions holomorphes dans des espaces a poids):

Soit ® une forme quadratique strictement pluri-sousharmonique sur C™, m = n—1, et
I1: L} — Hg le projecteur orthogonal, ot L4 = {u : C™ — C; [ e~ 22(=)/h|y(z)|2L(dz) <
0}, L = la mesure de Lebesgue, Hpy = {u € L%;u est entiere }. Si ¢ € L&Smp(C™) alors
Popérateur IlqIl* est tracable, et

tI'HqH* = (2‘71’}1,)_'"'~/~/A q(:l:)dﬂ?df, Aq, — {(x,%.%%,z € Cm}
L 3

Si ¢ > 0 on en déduit que pour € > 0, il existe un opérateur K, de rang fini tel que
1
IIgIT* — K,|| < K< ——m dzd
D R T

Appliquant ceci a I’estimation (7) avec un € convenable, on trouve une majoration pour
les petites valeurs propres de (P — wg)*(P — wp) qui avec des inégalités de Weyl, méne &
une majoration du nombre des valeurs propres de (P —wg) de module < r¢ + y, et & partir
de cette majoration on obtient le théoreme 2.

Pour le théoreme 1, plusieurs racines de la fonction d’Airy interviennent en général,
mais on a encore une estimation analogue a (7) maintenant avec 74; remplacé par un
projecteur dépendant de (z',£') et dont le rang est variable. Pour arriver de (7) & une
estimation avec un opérateur qui globalement est de rang fini, on peut alors appliquer un
argument de [S] qui consiste & faire un recouvrement avec des boules de rayon ev/h et
approcher I'identité dans chaque boule par un opérateur de rang 1.

Rappelons finalement que dans le cas ou 0O est analytique, Bardos-Lebeau-Rauch
[BLR] ont une estimation sur ’absence d’une infinité de résonances dans des domaines
paraboliques du type inverse cubique avec une constante qui est en général meilleure que
celle du cas C', et qui s’exprime en termes de certaines moyennes le long de géodésiques
du bord. Il serait intéressant de voir si on a alors une version correspondante du théoréme
2, et une maniére d’attaquer ce probléme serait d’introduire des poids supplémentaires de

la forme e*”/*¥(¥':1')/h dy coté des transformées de FBI.
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