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Finitude et classes caractéristiques pour les
D-modules et les faisceaux constructibles

PIERRE SCHAPIRA JEAN-PIERRE SCHNEIDERS

0. Introduction. Soit M une variété analytique réelle, X un complexifié de M, M un
systeme d’équations aux dérivées partielles sur X, i.e. un module cohérent sur I’anneau
Dx des opérateurs différentiels sur X. Il est bien connu que si M est elliptique sur M, i.e.
la variété caractéristique de M ne rencontre pas de fibré conormal & M dans X hors de la
section nulle :

(0.1) char(M)NTy X C Tx X

alors les solutions hyperfonctions du systéme M sont des fonctions analytiques, ce que
traduit ’isomorphisme :

(0.2) RHompy (M, Ap) — RHomp, (M, B,,).

Si de plus M est compact, on en déduit la finitude des espaces Ezts, (M, B),). La somme
alternée des dimensions de ces espaces, x(M, M, B,,), est alors calculée par des invariants
topologiques ; c’est le théoréeme de Atiyah-Singer [A-S].

Ces résultats admettent diverses généralisations. En particulier, on peut remplacer la
variété M par un ouvert 2 relativement compact de X a frontiére lisse, non caractéristique
pour M. La finitude est alors obtenue par Bony-Schapira [B-S] et I’équivalent du théoréme
de Atiyah-Singer par Boutet de Monvel et Malgrange, cf. [B], (ces travaux s’étendent au
cas relatif [H-S],[B-M]). Il existe bien d’autres variantes. On peut traiter le cas d’un ouvert
relativement compact d’une variété réelle a frontiére hyperbolique pour M (cf. [B]), le cas
ou M est a support compact dans X (cf. Angeniol-Lejeune [A-L]) qui contient comme
cas particulier celui des faisceaux Ox-cohérents: si G est un tel faisceau, on consideére
M = Dx ®o, G, (cf. O’Brian-Toledo-Tong [O-T-T]). On peut aussi adapter a ce cadre
I’étude des modules holonoémes (cf. Kashiwara [K1]). On peut enfin considérer les faisceaux
constructibles sur une variété réelle (cf. Kashiwara [K4]) ; il n’y a plus alors d’opérateurs
différentiels.

Nous nous proposons de donner ici un cadre permettant un traitement unifié de ces
résultats.

1. Notations et rappels. Soit X une variété analytique réelle. On désigne par
7 : T*X — X son fibré cotangent. Si M est une sous-variété, on note T5,X son fibré
conormal. En particulier Tx X désigne la section nulle. On notera § : A — X x X
I'immersion diagonale et 1'on identifiera T*X a Tx(X x X) par la premiére projection
définie sur T*(X x X) ~ T*X x T*X. Si A est une partie de T*X, on note A* son image
par ’application antipodale.

On notera D(X) la catégorie dérivée de la catégorie des faisceaux de C-vectoriels, et
D¥(X) (resp. D} _.(X)) la sous-catégorie pleine formée des objets a cohomologie bornée
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(resp. bornée et R-constructible). Rappelons qu’un faisceau F' est R-constructible sur X
s'il existe une stratification sous-analytique X = UXQ telle que F' |x_ soit localement

[
constant de rang fini pour tout a.

A F objet de D*(X), on associe ([K-S1], [K-S2]) son micro-support SS(F). C’est un
fermé conique involutif de T*X et si F' est R-constructible c’est aussi un ensemble sous-
analytique isotrope.

On note orx le faisceau d’orientation sur X et wx (=~ orx[dimX]) le complexe dualisant.

Si F € Ob(D%(X)) on pose :

D'F = RHom(F,Cx),
DF = RHom(F,wx).

Enfin si M est une sous-variété fermée de X, on note ppr le foncteur de microlocalisation
de Sato. Rappelons que ups envoie D¥(X) dans D?(T},X).

Soit maintenant X une variété complexe de dimension n. On identifiera souvent X a
XR_la variété réelle sous-jacente (de dimension 2n). On note Ox (resp. Dx, resp. DF) le
faisceau des fonctions holomorphes (resp. des opérateurs différentiels holomorphes d’ordre
fini, resp. d’ordre infini) sur X. On note (’)g?) le faisceau des p-formes holomorphes et on
pose :

Qx = (’)5?) ® orx
(comme X est orientable, on peut oublier orx). On note D¥(Dx) (resp. D}(D$)) la sous-
catégorie pleine de la catégorie dérivée des Dx-modules a gauche (resp. & droite) formée

des complexes & cohomologie bornée et cohérente. Si M est un Dx-module cohérent (ou

plus généralement un objet de D%(Dx)) on note char(M) sa variété caractéristique. On
a alors [K-S1] :

(1.1) char(M) = SS(RHomp, (M, Ox)).

On note respectivement par f~*, f o , les opérations d’images inverses, images directes,
produit externe, dans les cat—égori;s de D-modules.

Si X et Y sont deux variétés complexes, f : ¥ — X un morphisme de variétés, M
(resp. M) un Dx-module (resp. un Dy-module) ou plus généralement des objets de la
catégorie dérivée, on pose donc :

i—lM = Dyx ®§J—1'DX f_lM,
fN =Rf(N 85, Dy—x),
MEIN =Dxxy @p,mpy, (MEN).

(Dans la deuxiéme formule A est un module & droite. D’autre part X] désigne le produit
externe des faisceaux.)
Enfin, on pose :

D'M = RHomp, (M, Dx)
DM = RHomp, (M,Qx Qo Dx[n]).

(Dans cette derniere formule, M est un module a droite.)
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2. Paires elliptiques. Soit X une variété analytique complexe de dimension complexe

n, M un objet de D¥(Dx) ou DY(DY), F un objet de D} _ (X).
DEFINITION 2.1. On dit que (M, F) est une paire elliptique si :

(2.1) char(M)NSS(F) Cc TxX.
Soit (M, F') une paire elliptique. Posons :

Sol(M,F) = RHomp, (M ® F,Ox),
DR(M,F)=Qx ®p MQ®F.

THEOREME 2.2. Soit (M, F) une paire elliptique.
(a) Régularité. Le morphisme naturel

RHom'Dx(M,D'F(E Ox) — RHompy (M Q® F,0x)

est un isomorphisme.
(b) Supposons maintenant supp(M) N supp(F') compact.
(i) Finitude. Les espaces HY(X;Sol(M,F)) et H'(X; DR(M, F)) sont de dimension
finie.
(ii) Dualité. L’accouplement RHomp, (MQF,Ox)®(x ®I,5X MQ@F) — Qx®% Ox

suivi du morphisme d’intégration
HXX;Qx ®%, Ox) ~ H(X;0rx) — C

induit une dualité parfaite sur les espaces H(X; Sol(M, F)) et H*~7(X; DR(M, F)).
(ili) Parameétres. Soit Y une autre variété complexe et notons ¢, et g2 les projections de
X xY sur X et Y respectivement. Alors le morphisme naturel :

(Rgz+q7 ' RHomp, (M ® F,0x)) ® Oy — RgzuRHom 15 (g7 (M @ F),Oxxy)
est un isomorphisme.

ESQUISSE DE DEMONSTRATION:
(a) résulte immédiatement de ce que le morphisme RHom(F, Cx)®G — RHom(F,G)
est un isomorphisme si SS(F) N SS(G) C Tx X (cf. [K-S 2)).

(b) Par une technique développée dans [Sc] on se rameéne au cas ou M est un Dx-
module admettant une présentation libre de type fini. En réalifiant X et en complexifiant
(i.e. en ajoutant le systéeme de Cauchy-Riemann a M) on peut supposer que F' est porté
par une variété analytique réelle M de complexifié X. On montre alors en utilisant [K3]
que l'on peut représenter F' par un complexe borné dont les composantes sont du type

@ Cu,, lafamille {U,}, étant localement fini et les U, étant des ouverts sous-analytiques

o
relativement compacts de M vérifiant :
D}MCUO, ad CUQ ,
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(ici D}, désigne le foncteur de dualité sur M).
Le complexe RI'(X;Sol(M,F)) est alors représenté par un complexe dont les com-
posantes sont du type @F(UQ;AM)N" ou par un complexe quasi-isomorphe dont les
o
composantes sont du type @F(UQ;BM)N" , les morphismes étant des matrices d’opé-

a
rateurs différentiels.

Représentant I'(Uqa; Byr) comme le quotient T (M;Buy)/T\v,(M;By) ou K est
un compact contenant supp(F') N supp(M), on voit que RI'(X; Sol(M, F)) est représenté
par un complexe d’espaces du type DFS quasi-isomorphe a un complexe d’espaces du type
FS. On conclut alors comme dans [B-S] en utilisant un théoréme de Schwartz [Schw].

REMARQUES 2.3. (a) On peut améliorer le théoreme 2.2 en s’inspirant du théoréme de
finitude de [K4] et remplacer ’hypothése que supp(M, F') est compact par I’hypothese
qu’il existe une fonction réelle ¢ de classe C* sur X telle que si A, = {(z;dp(z));z € X},
alors :

supp(M) N supp(F)N {z € X;p(z) <t} est compact pour tout t€ R,
(car(M) + SS(F)*)N A, est compact.

Il faut alors remplacer RI'(X; DR(M,F)) par RI(X; DR(M,F)) dans ’énoncé du
théoreme.

(b) On pourrait aussi introduire la notion de ”paires presque-elliptiques” (de méme
que la notions de systéme presque elliptique est introduite dans [B]), en considérant une
homotopie {F;},t € [0,1] (cf. [K-S2, Ex.V.10]) telle que (M, F}) est une paire elliptique
pourt >0 et Fy = F.

EXEMPLES ET COMMENTAIRES. (a) Pour tout Dx-module cohérent M, (M,Cx) est
une paire elliptique. On retrouve ainsi un théoreme de finitude classique si M est a support
compact, ainsi qu'un théoreme de dualité de Mebkhout [M]. Cette formulation englobe des
résultats de géométrie analytique complexe (Cartan-Serre [C-S], Serre [Se], Ramis-Ruget
[R-R]), si Pon associe a un Ox-module cohérent G le Dx-module Dx Qo .

(b) Pour tout faisceau R-constructible F' sur X, (Ox, F) est une paire elliptique. Si
G est un faisceau R-constructible sur une variété réelle M, on se rameéne au cas complexe
en posant F =1,G, 1: M — X désignant une complexification de M. Le formalisme des
paires elliptiques contient donc celui de la dualité de Verdier dans le cas R-constructible
(mais la théorie des faisceaux constructibles est évidemment beaucoup plus simple).

(c) Soit M une variété analytique réelle de complexifié X. Alors M est elliptique
sur M si et seulement si (M, Cys) est une paire elliptique. Remarquons que dans ce
cas l'isomorphisme du théoréme 2.2 (a) n’est rien d’autre que I'isomorphisme (0.2). On
retrouve donc par ce théoréme des résultats bien classiques, le résultat de dualité remontant
au moins a Grothendieck [G].

(d) Si  est un ouvert relativement compact de X a frontiere analytique, (M, Cq) est
elliptique si et seulement si O est non caractéristique. On retrouve ainsi le théoréeme de
finitude de Bony-Schapira (théoréme étendu ensuite par Kawai [Kaw]).
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3. Classes caractéristiques. A tout faisceau R-constructible F' sur une variété réelle
X, M. Kashiwara associe un cycle Lagrangien CC(F') porté par le micro-support de F, et
montre comment l'intégrale de la restriction a la section nulle de la classe de cohomologie
correspondante calcule (dans le cas F' a support compact) l'indice d’Euler-Poincaré de F
(cf. [K4], [K-S2]. On peut faire une construction analogue avec les paires elliptiques.

Comme au paragraphe 2, soit X une variété complexe de dimension complexe n. On
considere ici des D-modules a droite.

LEMME 3.1. Soit (M, F) une paire elliptique. Il existe un morphisme naturel :
RHomp(M ® F,M® F) — RTA(DIM®F) & (M®F) ®p,, , Oxxx)

(Cette formule est classique en ’absence de F', et ’on peut alors obtenir un isomorphisme
si on remplace RI's par RI'[a]. Cela résulte immédiatement de [K2].)

LEMME 3.2. Il existe un morphisme naturel § 1 Dx x x -linéaire :
6 [DIMF) ® (MQ®F)] — 6 'RCA(Qxxx)[2n].
Ce morphisme est obtenu par la contraction Dx ® Dx linéaire :
61 [DIMQF) B (M@ F)] — Qx Qox Dxln]
et l'isomorphisme (de Sato) :
Qx o, DX ~ HA(QUxxx)-

Soit (M, F) une paire elliptique. Le micro-support du faisceau RHomp, (M Q F,Ox) est
contenu dans ’ensemble :

(3.1) A =car(M) + SS(F)°.
Posons pour simplifier les notations :
H=DMQ®F) K (MQ®F)®%,,, Oxxx;
et considérons la suite de morphismes :
RHomp,(M® FFM®F)— RUCA(H)

~ Rm, pa(H)

< Rm, RT pa(H)

— Rmy RTA pa(6.67H)

— Rm, RTp pa(RTA(Qxxx ®1L)xxx Oxxx) [2n)])

~ Rm,RTx pa(RTa Cxxx[4n])

~ Rm.RTp pa 65 wx

~ Rm.RT) 7! wx.
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On en déduit un morphisme :
(3.2) Homp,( M FFM®F)— HYT*X;7m 'wx)

DEFINITION 3.3. Soit (M ® F') une paire elliptique. On appelle classe d’Euler microlo-
cale de (M ® F) et on note peu(M @ F') I'image de 1 € Hom(M ® F,M ® F) dans
HY(T*X;n 'wx) par la fléche (3.2). On appelle classe d’Euler, et on note eu(M @ F) la
restriction de peu(M ® F) a la section nulle.

4. Opérations sur les classes caractéristiques. Commencons par rappeler quelques
constructions de [K-S2, Ch.IX].
Soit f : Y — X un morphisme de variétés réelles auquel on associe les fleches :

TY «—Y xT*'X —T*X.
X fx

Soit Ax (resp. Ay) une partie conique fermée de T*X (resp. T*Y). L’isomorphisme
wx Mwy = wxxy permet de définir le morphisme

(41) HR (T*X;n 'wx) x Hy (T*Y;7n 7 wy) = HY  way (THX X Y); 7 wxxy).
Supposons maintenant :

(4.2) f est propre sur w(Ay).

Le morphisme Rf; wy — wy permet de définir le morphisme :

(4.3) faor HR (T*Y; 77 wx) = HY comrq (T X517 wx).

Supposons enfin :

(4.4) tf'  est propre sur f (Ax).

Le morphisme (construit dans [K-S2, Ch.IX]) R'f, f-lwx — wy permet de construire le
morphisme :

(4.5) fr*HR (T*X;m7wy) — Htof’f;‘(Ax)(T*Y; 7 lwy).

Si I’on applique ces constructions au morphisme diagonal § : X — X x X, on en déduit
que si A; et A, sont deux parties coniques fermées de T*X vérifiant :

(4.6) AL NAS CTxX,
alors on a un morphisme naturel de produit :
(4.7) HR (T*X;7n 7 'wx) x HY (T*X;77 'wx) = HY o2, (T*X; 77 wx).
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Soit maintenant & nouveau X une variété complexe et soit (M, F') une paire elliptique sur
X satisfaisant a :

(4.8) supp(M) Nsupp(F') est compact.

On définit I'indice d’Euler-Poincaré de (M, F') par la formule :

(4.9) X(X; M, F) = (—1) dimc H’(X; Sol(M, F))

J

Notons [, - le morphisme d’intégration
/ : HY(X;wx)~ H>*(X;orx) — C.
X

CONJECTURE 4.1. En adaptant la preuve du théoreme de Kashiwara calculant ’'indice
d’un faisceau constructible (cf. [K-S2, Ch. IX]) on devrait obtenir la formule :

(4.10) x(X;M,F):/Xeu(M,F).

La formule (4.10) est ’analogue pour les D-modules d’une formule de O’Brian-Toledo-
Tong [O-T-T] (qui étend aux faisceaux O x-cohérents la formule de Riemann-Roch). Cette
formule devrait d’ailleurs avoir une version relative utilisant (4.3) et les résultats de [H-S];
(cf.[B-M] pour une version relative en K-théorie du théoréme de Atiyah-Singer).

Soit enfin f : Y — X un morphisme de variétés complexes. Nous dirons que f est non
caractéristique pour la paire elliptique (M, F') sur X si 'application composée éx o f :
Y - X — X x X est non caractéristique pour char(M) x SS(F).

CONJECTURE 4.2. Supposons f non caractéristique pour (M, F'). Alors:
(4.11) peu(f M, f7F) = f*uea(M, F)
On en déduirait immédiatement la formule:
(4.12) ueu(M, F) = peu(M,Cx) x peu(Ox, F),
le produit étant défini par (4.7).
La encore la formule (4.11) devrait avoir une démonstration formellement analogue a
celle de Kashiwara concernant les faisceaux R-constructibles.
On voit ainsi apparaitre ’intérét des classes d’Euler microlocales : celles-ci permettent

de définir des opérations d’images inverses ou de produits, ce qu’il n’était pas possible de
faire en travaillant uniquement sur X.
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