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Soit  C R™, n > 3, n impair, un domaine connexe de la frontiere C* notée 01, et
soit

KE=R"\QC{z; |2|<po}.

L’opérateur de diffusion S associé a ’équation des ondes dans R x 2 avec la condition de
Dirichlet sur R x 99 est un opérateur unitaire

S:L*(Rx S"') - L} (R x S™1).
Le noyau de 'opérateur S — Id a la forme
s(t—t,0,w)eS'Rx S* I xR xS ).

Pour 6,w € S™~! fixés, on a
(1) s(t,0,0) = C» / 072 8, w((z, 8) — t,2;)dS, ,
o0N

ou w(7,z;w) est la solution du probléme

(02 - A;)w =0dans R x Q,
w |Rx80 =0,
w |T<—Po = 6(7- - <$7w>)’

v est la normale de OS2, orientée vers €, dS, est la mesure induite sur 0K, (, ) est le
produit scalaire dans R"™, et C,, = (—1)(»+1)/22—n gl-n

L’étude des singularités de s(¢,6,w) est important pour les problemes inverses de
diffusion. Pour 6 # w fixés, on a

max smgtsupp s(t,0,w) = :rerlg}lg(x, 0 —w)

(cf. Majda [6], Soga [18], Petkov [12]). Le probléme de la description de toutes les sin-
gularités de s(¢,0,w) est plus difficile. On se propose d’examiner ce probléeme pour des
obstacles K génériques et aussi pour des directions 6 génériques.
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1. La relation de Poisson pour s(t,6,w).

On suppose dans la suite que 8 # w soient fixés. On considére les bicaractéristiques
généralisées de l'opérateur o = 92 — A, dans 'ensemble caractéristique ¥ C T*(R x )
de o. On renvoie a [8] pour la définition des bicaractéristiques de o. On suppose les
bicaractéristiques paramétrées par le temps et on utilise la notation

R>ow 6(0) = (0,2(0),1,&(0)).

Si 6(oo) est un point hyperbolique de o, alors £(0) n’est pas continue en ¢ et les limites

lim  {(o) = {(a0 £0)

c—ag
*(o-09)>0
existent.
Définition 1.— On dit que v est un (w,#)-rayon dans Q si v est la projection sur Q

d’une bicaractéristique généralisée 6(o) de o telle qu’il existe Ty < T pour lesquels

) —w sioc<Th,
{(a)_{__e sio>T,.

On dit que é(o) est uniquement prolongeable si pour tout o € R il n’y a qu’une bica-
ractéristique de o passant par 6(c). On dit que (w,8)-rayon v est uniquement prolongeable
s1 v est la projection d’une bicaractéristique uniquement prolongeable.

Soit v = {z(0); —o0 < 6 < +00} un (w,f)-rayon. On pose

oy =max{t € R; z(c) ¢ 0K pour o <t},
o- =min{t e R; z(c) ¢ 0K pour t<o}

et on note £, la longueur de la géodésique (généralisée) ¥ = {z(0) ; o4 < 0 < o_}. Alors
on introduit le temps de séjour T, de 7 par I’expression

T, = {a(04),w) — (2(0-),0) + L.

Soit L, () I'ensemble de tous les (w, §)-rayons dans Q. On a le

Théoréme 1 [2].— Soit § # w fixés. Si chaque~y € L, ¢(?) est uniquement prolongeable,
on a

(2) singsupp s(t,6,w) C {—Ty;v € Lu,o(1)} -
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Remarques.

1) On appelle (2) la relation de Poisson. Pour un domaine borné K on considére la

distribution
o

o(t) = Z cos \jt € S'(R),

J=1

ot {A2}22, sont les valeurs propres du probléme

{—Au = A2y dans K
u=20 sur 0K.

On a la relation (cf. [1], [13]) :
singsuppo(t) C {0} U{£T,; v € Lx},

ou Lg est l'ensemble des géodésiques périodiques dans K, et T, désigne la longueur
(période) de 7.

2) Guillemin [4] a introduit le temps de séjour des rayons réfléchissants et il a suggéré
I'inclusion (2). Sous des restrictions sur les rayons entrant avec direction w, la relation
(2) a été démontrée dans [11]. Pour d’autres cas particuliers on renvoie & [16], [17],

[9], [10].
3) Dans les cas suivants chaque bicaractéristique de o est uniquement prolongeable :

(i) 0N est une variété réelle analytique,

(ii) il n’y a pas de points y € O et de directions ¢, € T,(9N) tels que la courbure de 99
en z le long de £, s’annule a l'ordre infini,
(i) K= Ki, K;NK;=0,i#j,oules K;,7=1,...,m sont convexes.

=1

Soit p(t) € CG°(R), p(t) = 1 pour [t| < 1, p(t) = 0 pour [t} > 1. Pour 0 < § <1 on
pose
t. . O*
ps(t) = 9(3)7 Ps = 5P

Etant donné t, ¢ LU (Q){TV}’ l’étude de sing supp s(t,6,w) se ramene a I’étude de
‘Ve w,t

I’asymptotique de I'intégrale

Ts(\) = (s(t,8,w), ps(t +to)e™ )
n—2
— ch(__z-/\)-—n—%—k /R/ ei)‘(t—(y,e))
k=0 oK

o
27 ((y,6) = £+ to) 7 (1, ysw)dt dS,,
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ou ¢ = const.
On peut supposer que w = (0,0,...,0,1).
Soit Z; ={r€R";z, =7}, 00 T < —pg est fixé.

o0
Soit Y ¢(z') =1, p; € C(R™ 1) une partition d’unité sur Z; et soit v; la solution
Jj=1
du probleme
ov; =0 dans R xR",
vj li=r = 9;(¢")8(1 — 2),
Ov;j
6—t] le=r = ¢;(z")8' (T — zn)

avec Rt = {t € R; t>r}. On prolonge convenablement v; dans I'intérieur de K et
aussi on prolonge v; |g+= h; comme 0 pour ¢ < 7. On introduit la solution w; du
probléme

ow; =0 dans R x,
(3) UJj+hj=0 sur R x 09,

wy |t<r = 0.

Le point essentiel est ’étude de "asymptotique de 'intégrale

i 0 0
I6’](A) = // elA(t—(yao))p6(<y, 9) —1 + t()) (5; —_ (V, 0)&) w]dtdSy

pour § assez petit.

On fixe un compact Fy C Z; tel que les rayons passant par u € Z; \ Fy de direction w
ne coupent pas K. On considére les solutions w; pour lesquelles supp ¢; N Fy # 0. Etant
donné wug € Fy, on pose

Ci(uo) = {(t,2,1,§) e T*(R x Q);
il existe une bicaractétistique sortante §(o) de o telle que
6(r) = (7, uo,1, —w),
§(t) = (t,z,1,6)} .
Soit |to| < T, T > 0 fixé. On a deux cas possibles :
(A) Pour tout o > pg + T + 1 nous avons
Caluo) N {(0,2,1,—6) € THR x 0); po < o] <71 +0 +1} =,

(B) Il existe op > po + T + 1 tel que
Cdo(uo) n {(0'0"’571’_0) S T*(R X Q-)a po < le <nn+oo+ 1} # 0,
01\1 TN = —T7 +p0

Dans le cas (A) on utilise la
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Proposition 2.— Supposons qu’on ait

(4) WF(w;)n{(t,z,1,-8) eT*RxQ);po < |zl Spo+1,7<t<po+T+1} =0
Alors

(5) I5;(A) = O(JA\|™™) pour tout m € N.

Remarquons qu’en choisissant supp ¢; suffisamment prés de up on peut arranger (4)
grace a la continuité de Cy(uo) par rapport a t et uq.

Esquisse de la preuve de la proposition 2. Soit 8(z) € C§°(R"), B(z) = 1 pour
[z[< po, B(z) = 0 pour |z| > po + 1. Soit Fy_x la transformation de Fourier par rapport a
t. On pose w;(z, ) = Fy_a(fw;),

o(Bw;) = Fy, F; = FiA(F}) , hj = Fioa(h).-
Tenant compte de (4) on obtient
(6) WFE(F)N{t,z,1,-8) e T*(RxQ); 7<t<po+T+1} =0.
D’autre part, w; satisfait au probléme

(A+ M), = f’j dans Q,
w;+ Bh; =0 sur 012,

W; est (—tA)-sortante.

La derniére condition est une conséquence du fait que wj = 0 pour |z| > p+1. D’autre
part, la condition w; |¢«,= 0 implique que pour tout { € S"=1 ona

etz

1
wj(lzlé, A) = {72 (0(57 A)+ O(W)—/i)>

pour |z| — co. En utilisant la représentation w; par la fonction (—:)A)-sortante de Green
et le fait que w; = 0 pour |z| > pg + 1 on obtient

/ ei)\(z,e) [Q_l_vl(x, A) — i)\(V, 9)’&)/](:17, A)] dsS,
oK ov

= / ei)‘(z’e)ﬁj(w,)\)dx.
Q
On en déduit
Is ;(\) = / / ei,\(t—(z,e))p].(<x,9> — t + to)Fj(t, ¢)dt do
RJQ

=O(|]A\|”™) pourtout méeN

car 'intégration par rapport a ¢ se fait sur 'intervalle 7 <t < pg+T +1 et on peut profiter
de (6).

Afin de traiter le cas (B) on applique la
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Proposition 3.— Supposons qu’il existe ¢ > 0 tel qu’on ait
WF(wj)N{(t,z,1,—-0) e T*(RXx Q); po+T+1+e<t<po+T+1+2}=0.
Alors on a (5).

La démonstration de cette proposition suit les mémes lignes que celle de la proposition 2.
On introduit a(t) € C§°(R) telle que

Ot(t)'— 1 SitSPo+T+1+€,
- 0 sit>po+T+1+2¢

et B(z) € C§°(R™) de maniere que

B(z) =1 pour |z|<—-T+2p0+T+1+2¢.

Apres on consideére

wj(z,A) = Fi—x(a(t)B(2)w;(t, 7))

et _
Fi(z,\) = Fi_x(o;).

2. Les singularités de s(t,6,w) pour des obtacles génériques.

On s’intéresse a des singularités de s(t,0,w) pour 6 # w fixés: Soit Z; un hyperplan
orthogonal a w et tel que l'obtacle K est inclus dans le demi-espace déterminé par Z;. On
dit qu'un rayon v € L, 4(£2) est ordinaire si v est la projection sur Q d’une bicaractéristique
0 de o réfléchissante formée par un nombre fini de segments linéaires ayant des projections
qui coupent 0K transversalement et qui obéissent a la loi de réflexion.

Soit v un (w,f)-rayon ordinaire qui passe par u, € Z; avec la direction w. Il existe
un voisinage O, C Z; de u. tel que pour tout z € O, on peut trouver un (w, §(z))- rayon
ordinaire sortant de z. L’application

0,525 §(z) € S

est C™ et on appelle |det dJ,(u)| la section différentielle de v (cf.[4]).

Maintenant, soit v € L, () ayant pour temps de séjour Ty. Pour I’étude de la
singularité de s(t,6,w) en —T, nous avons besoin des propriétés suivantes :

(a) 7 est ordinaire,

(b) | det d,(us)| 0,
(c) il existe 4 > 0 tel qu’il n’y ait pas § € L, 6(2), 6 # 7 pour lesquels
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La condition (c) implique que les singularités de s(t,8,w) dans 'intervalle
(=T — &4, =Ty +¢4) ne dépendent que du rayon v. En utilisant (a) - (¢) on peut calculer
le terme principal de la singularité en —T, en construisant une paramétrix globale du
probleme mixte (3) et en suivant les raisonnements de [11].

On se propose de montrer que dans le cas n = 3 pour les obstacles génériques K, tous
les rayons v € L, ({2) satisfont (a) - (c). Pour cela, on va précider la notion des obstacles
génériques.

Soit 0K = X. On désigne par C’°°(X , R™) D’espace des applications C° muni de
la topologie de Whitney (cf.[3]). On note C2, (X, R™) C C*°(X,R") le sous-espace des
plongements, et on remarque que C35, (X,R") est un espace de Baire. On dit qu'un
ensemble R C C2, (X, R™) est résiduel si R = ﬂ ’R,m, ou R,, sont ouverts et denses

dans Cop (X, R™). Etant donné f € C2, (X,R" ) on désigne par (s le domaine (non-
borné) ayant pour frontiére f(X).

On dira qu’un rayon v € L, ¢ est dégénéré si v a au moins un segemnt sur K qui
coincide avec une géodésique sur 0K par rapport a la métrique sur 0K induite par la
métrique euclidienne de R™. D’apreés les résultats de [2], [14], [15], il existe un ensemble
résiduel R C C2, (X, R"™) tel que pour toute f € R et tout rayon non-dégénéré
v € L,,6(25) les propriétés suivantes soient satisfaites :

(d) v est ordinaire et detdJ,(u,) # 0,
(e) sin,é€ Ly,6(Q) satisfont (d) et v # 6, on ait T., # Ts.

Afin d’arranger (c) il faut tenir compte des (w,8)-rayons dégénérés. Récemment, L.
Stojanov a démontré le résultat suivant.

Théoréme 4 [20].— Soit 6 # w fixés et soit n = 3. Alors il existe un ensemble résiduel
Ri1 C C2L(X,R™) tel que pour toute f € Ry tous les rayons v € L, ¢(2s) soient non-
degeneres

En combinant ce théoréme avec (d) et (e) on trouve un ensemble résiduel R, = RNR;4
tel que pour toute f € R tous les rayons v € L, ¢(€25) satisfont (a) - (c). Alors le calcul
de [11] donne

Théoréme 5 [2],[20].— Sous les conditions du théoréme 4, il existe un ensemble résiduel
Ry C C2, (X, R3) tel que pour toute f € Ry nous ayons

(7) singsupp s5(t,0,w) = {-Ty; v € Lu,6(Q5)},

ou sf(t,0,w) est le noyau de 'opérateur S-Id associé au domaine Qy. De plus, prés de
—T, on a

det d.J, (uy)(v(z4),w) |7/
((y+), 6)

-6'(t+Ty) + des termes plus réguliers.

1 my—1 04
(8) sp(t,0,w) = %(—1) i

Ici m. est le nombre des réflexions de v, 0, € N est associé & l'indice de Maslov et z.
(resp. y~) est le premier (resp. le dernier) point de réflexion de 7.
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3. Les singularités de s(¢,0,w) pour des directions § génériques.

Soit K et w € S™~! fixés. On se propose de trouver un ensemble résiduel R(w) C S™~!
tel que pour tout § € R(w) on ait
9) sing supp s(t,0,w) = {-=Ty; v € L, 6()}.
Pour cela on introduit I’hypothese
Il existe un ensemble résiduel L(w) C S™?
(Hw) tel que pour tout 6 € L(w) si L, 6(N) #0,
tous les rayons «y € L, ¢(2) soient ordinaires.

Dans ’exemple suivant, la condition (H,,) est satisfaite pour tout w € S™~1.

Théoréme 6.— Supposons que K = ﬂ Ki,ou K,NK; =0sii #jetlesK;,i =1,.

soient convexes. Supposons qu’il n’y azt pas de points ¢ € OK et de directions §, € T, (3[&)
tels que la courbure de OK en z le long de £, s’annule a I'ordre infini. Alors pour tout
w € S™1 Ja condition (H,,) est satisfaite.

Dans le cas ou les K;, ¢ = 1,...,m sont strictement convexes, ce résultat a été obtenu
dans [16]. Il est naturel de faire la conjecture suivante.

Il existe un ensemble résiduel T' C ™!
(H) tel que pour tout w €T
la condition (H,) soit satisfaite.

Si (H,) a lieu, on peut trouver un ensemble résiduel R(w) C S™! tel que pour tout
6 € R(w), tous les rayons v € L, 4(Q) satisfassent (b) et (e). Pour (b) on applique le
théoreme de Sard, tandis que pour (e) on utilise un résultat de Stojanov [19]. De cette
maniere on obtient

Théoréme 7.— Soit w € S™~! fixé tel que (H,) soit satisfaite. Alors il existe un
ensemble résiduel R(w) C S™~! tel que pour tout § € R(w) on ait (9) et la singularité de
s(t,8,w) en —T, soit donnée par la formule (8).

Maintenant supposons que K soit captif (cf. [7]) et que la condition (ii) du §1 soit

satisfaite. Alors il existe un point (y,n) € T*(Q) tel que la projection v(c) sur Q de la
bicaractéristique (o) de o passant par (0,y,1,7) satisfasse a la condition.

(10) {1(o); 0 >0} C By, = {z; |z < po}-
En utilisant la connexité de 2, on en déduit qu'’il existe un point zo € B, et une direction
wo € S™7! tels que le rayon vy(0) passant par zo en direction wp satisfait (10). Cela
implique l'existence d’une suite des (wp, 8 )-rayons 7 dans Q ayant temps de séjour T}
tels que

lim T = 400.

k—o0

Tenant compte de (ii) on peut approximer 74 par des (w}, 8} )-rayons ordinaires v}
ayant temps de séjour T}, satisfaisant

lim T} = +o0.

k—o0
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4. Résolvante du laplacien en et les temps de séjour des (w, §)-rayons.

Pour A € R on désigne par R(\)f = u(z, A) la solution du probléme

u=20 sur OS2,
u est (—z\)-sortante.

{ (A+X)u=f dansQ,

L’opérateur

R(N) : C2(Q) - C=(2)

admet une extension méromorphe dans C ayant des poles \;, SAj < 0, (cf. [5]). Soit

S(A, 6,w) = Fy_a(s(t,6,w))

= an"_2/ e "M =,6) (@ — i/\(l/,w)v> (z,1)dS;,
oK 2

v

ou ¢, = const et v(z, A) est la solution du probleme

v4eMe®) =0 sur 69,
v est (—zA)-sortante.

{ (A+X)w=0 dans(,

Soit a > b+ 1 > py + 2. On introduit une fonction ¢,(z) € C(R™) telle que
wa(r)=1 pour |z|<a, @u(z)=0 pour |z|>a+1.

Alors .
v(z,A) + L,oa(:c)e’)‘<”“’>

= R()) [(A +07)(pae™®))| = ROVEL(V),

ou

F,(A) = [Apq + 2i(Vipa,w)A] €&
Soit xs(z) € Cg°(R™), xs = 1 pour |z| < b, xp(z) = 0 pour |z| > b+ 1. On obtient

av - tAN(z,w
o lorc= —iA(v,w)e e |y

+ 52 (GROVE(V) loxc

On voit facilement que pour 6 # w on a
/ e—i/\(z,a—-w)(y, 6+ w)dS, =0
oQ
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et on trouve

(11) 5\, 0,w) = —cp A" 2 /Q e M2 (A 4 A2)(xp RN Fa(N))dz

_ e an? / M9 Ay, RO Fa(M)
Q

+2(V.xs, Vo R(A)Fo(N))] de .
On introduit des fonctions %.(z) € C§°(R"™), ¢ = a, b, telles que
Ye(z) =1 pour 0<c<|z|<c+1
Ye(z) =0 pour |z|>c+2 ou |r|<c-—1
Soit
R, p(z) = ¥u(z)R(A\)a(z)-
Lemme 8.— Supposons qu’il existe ¢ > 0 tel que R, } soit analytique dans le domaine
U. ={A e C; —eLog(1+|A]) < SA L0}
Supposons qu’il existe C >0, a >0,p€ N, k € N tels que
(12) 1Ras(Nepllr < C(L+ A e M il oy

pour tout X\ € U, et chaque ¢ € C§°(Q). Alors pour tout m € N il existe t, < 0 tel
que
s(t,0,w) € C™ pour t<ty,

uniformément par rapport a (w,0) € S*~1 x §~1,

Remarque. Pour des obstacles non-captifs, Vainberg [21] a obtenu (12) avec p =k =0
et C,a,e convenablement choisis.

Corollaire 9.— Supposons qu'’il existe (w, 8y )-rayons ordinaires dans Q ayant temps de
séjour Ty tels que
(13) lim Ty = 400,
k—oo
(14)  —T; € singsupps(t,Ok,wr) et la singularité en — Ty est donnée par (8).

Supposons qu’il existe € > 0 tel que R, () soit analytique dans le domaine U,. Alors
pour C, a, p et k arbitrairement fixés, I'estimation (12) n’est pas satisfaite pour toutes

¢ € C5o(Q).

Comme nous avons remarqué au paragraphe 3, on peut arranger (13) pour des obsta-
cles captifs.
Dans quelques cas particuliers on peut arranger (14) grace a la condition (H,). Nous

supposons que pour tout obstacle captif, il existe (wg, 8x)-rayons ordinaires qui satisfont
aux conditions (13) et (14).
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