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1 Position du problème et énoncé des résultats
Soit u une solution de l’équation

u réelle, s assez grand, F étant une fonction C°° de ses arguments, et n un ouvert de Rn
dont on note r = (t, x’) un point courant. Sous l’hypothèse que les m
premières traces de u sur H = = 0), notées respectivement JjU soient très régulières
en dehors de l’origine, et que p = E101=m 8F/8uo.ço soit strictement hyperbolique par
rapport à r = eo, on cherche à décrire la régularité de u.

De très nombreux résultats ont déjà été démontrés sur cette question. De manière
générale, J.M. Bony a démontré dans [5] que les singularités H~ jusqu’à u  2s - sa,
se propagent le long des bicaractéristiques nulles de p, c’est-à-dire des courbes de T*~2
solutions de

Dans notre cadre, l’ensemble suivant jouera un rôle crucial

Définition 1.1. r désigne la projection sur n de la réunion des bicaractéristiques
nulles passant par 0.

Si l’on se place en dimension 2, c’est-à-dire en dimension 1 d’espace, J. Rauch et
M. Reed dans [15] pour le cas semi linéaire, P. Godin dans [13] pour l’ordre 2, et l’auteur
dans [9] pour le cas général, ont démontré que, si qju est ck-j en dehors de 0, alors u
est C~ en dehors de r. En dimension supérieure, M. Beals pour l’équation des ondes semi
linéaire (voir [4]) et l’auteur pour une équation des ondes à deux vitesses (voir [10]) ont
construit explicitement des solutions de (E) telles que u E H’, E Hs-j,¡jU E C°° sauf
en 0, et u a des singularités en dehors de r.

Si l’on veut obtenir un comportement linéaire pour la propagation des singularités, il
convient de faire des hypothèses sur la nature de la singularité des traces à l’origine. On
supposera les traces conormales par rapport à l’origine. Plus précisément

Définition 1.2. Soit E une sous-variété lisse d’un ouvert ~2’ de Rn ; on dit qu’une
distribution de est conormale (d’ordre 1~) par rapport à E si elle appartient à
l’ensemble Hs’k(E) des v dans que, si sont 1 e k champs de vecteurs
tangents à E à coeflicients C°°, alors z, (x, D) ... zi (x, D)v E 

Remarque 1.3
(i) Si v E alors le front d’onde de v est inclus dans N*E, le conormal à

E, et en particulier, v est localement en dehors de E.

(ii) Si E = 101, alors est l’ensemble des v tel que, pour tout a C N’ tel que

loc .C I

(iii) Lorsque s’ « N, on définit HS’s’ par dualité et interpolation (voir [7]).
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On se place dorénavant en dimension n &#x3E; 3. Le cône d’onde F peut ne pas être une
variété C’ en dehors de l’origine, par exemple avoir des cusps, des points doubles (voir
[3]). Pour éviter cet écueil, on fera, dans tout ce travail les deux hypothèses suivantes, en
posant po(ç) = p(0; fl).

(Hi) Pour tout ~ dans est non dégénérée

(H~) e ~ est injective

Remarquons que cela entraîne que l’application ç - est un difféomor-

phisme homogène de degré m - 1 d’un voisinage conique de sur un voisinage conique
de ro (ro désignant le cône d’onde associé à po ). De plus, notons que cette hypothèse est
toujours vérifiée dans le cas m = 2 et dans le cas d’une équation du type

qui représente l’interaction de deux phénomènes quasi linéaires.

Observons enfin qu’un symbole d’ordre 3 ne vérifie jamais (Hi ) et (H2 ) ; cependant
nous espérons, dans un article à venir, traiter grâce au calcul symbolique construit dans
ce travail, le cas des systèmes du type Euler isentropique.

Le but du présent travail est de démontrer les théorèmes ci-dessous

Théorème A. Soit u solution H de l’équation (E), avec s &#x3E; 2 + rri + 5 - d (d étant2
un entier valant 1 si (E) est quasilinéaire, 0 sinon) ; soit fi le plus grand ouvert d’influence
de n fl H dans n tel que r B loi n fi soit une hypersurface C~ ;

Si, pour j e {0, ... , m -1}, qj u E alors

(i~ I‘, {0} est une hypersurface lisse de fi B 10}
(ii) u E (0) ) dans Õ B 0 pour tout s’  s.

On obtiendra également le

Théorème B. Sous les hypothèses du théorème A, en supposant seulement qju e
E ~0, .m -1~ on a

(i) le front d’onde de u est inclus dans N*(r ~ {0}) U 

(ii) r, 10} est une hypersurface CP’-1+k pour tout p’  p = s - ’~ - ?n + d.
Ces théorèmes ont été démontrés par J.M. Bony dans [8] pour le cas semi linéaire.

(rB 10} est alors, par hypothèse une variété lisse), et par l’auteur dans [11] lorsque m = 2.

La difficulté supplémentaire du cadre non semi linéaire est que la géométrie de l’équa-
tion, décrite par r est peu régulière, parce que dépendant de la solution. Cette difficulté est
déjà présente dans les travaux de S. Alinhac (voir [1] et [2]) et ceux de l’auteur (voir [9] et
[11]). Elle est aggravée par la singularité conique très forte de F en 0 (plus forte que dans le
cas de l’ordre 2) ; les champs de vecteurs tangents à r ) (0 ) sont non seulement peu réguliers
en dehors de l’origine, mais aussi singuliers en l’origine (i.e. seulement lipschitziens).
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Remarquons que, d’après les résultats de [1] sur l’évolution d’une onde simple, il suffit
de démontrer les théorèmes A et B sur un ouvert quelconque contenant 0 ; l’ouvert n sera
donc arbitrairement réduit dans tout ce travail.

Nous suivrons le plan suivant :
e étude précise du difféomorphisme redressant r sur ro

e construction d’un calcul 2-microparadifférentiel et étude de l’action de champs sin-
guliers, ce qui permettra d’énoncer un théorème contenant les théorèmes A et B.

e exposé de la structure de la preuve de ce théorème.

Signalons que nous n’avons exposé ici au plus que des idées de démonstration. Le

lecteur désireux de connaître les détails techniques les trouvera dans [12]. De plus, nous
utiliserons les notations et conventions suivantes :

La fonction cp (resp.0) sera une fonction de C étant une couronne fixée
de Rn (resp. telles que (cp, réalise une partition de l’unité dyadique i.e.

+ = 1. On notera 1.lu la norme dans HU (resp.C,7) pour
N. Si a E désignera la somme des normes Sup des dérivées d’ordre plus

petit que u.

Une fonction t E C°°(R2n; R) telle que

étant donnée, on appellera paraproduit l’opérateur défini par

Pour les propriétés d’opérance de ~’ sur les espaces HU et C~, voir [5].
Si Z est une famille finie de N champs de vecteurs, on désignera toujours par 7 une

suite d’éléments de {1, ... , N}, par III la longeur de l (i.e. son nombre d’éléments), et
pour I = ii , ... , il, Z1 = zi1 (x, D),... , 

De plus, si § E ~(2~.r). Enfin, si x E F, un espace normé (z) =
(1 + et si a est une fonction définie sur et 0152 un difféomorphisme C1 de Q sur
f2, on note (a*a) la fonction définie sur T*Ç2 par = 
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2 Gerbes singulières et redressement du cône d’onde
Il s’agit de redresser le cône d’onde issu de l’origine associé à p sur le cône d’onde

issu de l’origine associé à l’opérateur à coefficients constants p(O, D). De plus, vu que
l’on travaille dans le cadre quasi linéaire, les coefficients de p sont des fonctions C°° de la
solution u. A ce titre, ils sont donc peu réguliers. Enfin, dans la suite, on aura absolument
besoin de répercuter la régularité de la solution u sur la régularité du difféomorphisme
redressant le cône d’onde.

On introduit donc les notations suivantes :
e p(x, y; e) désigne un polynôme strictement hyperbolique par rapport à T tel que

po (g) = p(O, yo; ~’~ vérifie les hypothèses (Hi) et (H2).
0 Soit Y(x) une fonction C2 de x, on pose p(x, ç) = p(x, y(x~; e). Le paramètre y apparaît

ici comme un terme de contrôle, nécessaire pour suivre la régularité des coefficients
de p, comme on le verra au paragraphe 4.

e On désignera par ro le cône d’onde issu de l’origine associé à pa.
Les bicaractéristiques nulles issues de l’origine sont données par

Posons B(:r, Yi e) = v ; e).
Les hypothèses (Hl) et (H2) assurent l’existence de deux voisinages coniques K et

K’ de de deux voisinages coniques Ki et ~ de Io, d’un ouvert U de R’ x R N
contenant (0, yo), et d’une fonction eo définie sur U x Ki, Coo sur U x R’ B {O}, homogène
de degré en e, tels que :

Soit xi E C °° ( R’~ , ~ 0 } ~ homogène de degré 0, supportée dans K1, et valant 1 sur un
voisinage conique K’1 de ro , et telle que suppx, n (t = 0~ _ ~

On définit la fonction f de la manière suivante :
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Il est clair que f est homogène de degré 2 en v, C°° en dehors de v = 0, et est une fonction

Soit x solutions de (G) : - dX2 - f (x(s), ~), on a, par de très simples calculs, grâce à
(2.2-5) : .

(2.6) Si x(s) est solution de (G) avec E ro et x(o) = 0 alors (x(s); (x(s), ds )) estds p o ds

une bicaractéristique nulle de p.

(2.7) Si (x(s); ~(s)) est une bicaractéristique nulle de p issue de 0, alors x(s) est solution de
(G) avec E ro et x(o) = 0.po

(2.8) Il existe un voisinage ouvert conique de l’hyperplan H, alors x(s) = sv avec
v E est solution de (G) avec z(0) = 0 et = v.

D’après les propriétés des gerbes décrites dans [15], il existe un ouvert no contenant 0
tel que, pour tout v E la solution de (G) telle que x(s, v) solution de (G), x(O) ==
0, d = v ; la définition suivante0, ds == v ; d’où, la définition suivante

Définition 2.1. Exp v - x(l, v) où x(s, v) est solution de (G) avec x(O, v) = 0 et
dx 

2013 ~
ds Is=o - . 

.

Remarquons que, d’après [14], Exp est un C’ difféomorphisme local près de 0. On
Exp

se restreindra dans toute la suite, à deux ouverts no et il = Expoo tels que no --5. De
plus, d’après (2.6-8), Exp (ro n = r et = IdlKHnoo.

On va maintenant étudier plus finement la régularité de l’application Exp. Dans le
cas où m = 2, traité dans [11], la fonction f était quadratique en v. Ici, le fait que l’on
soit dans le cas m &#x3E; 2, entraîne une singularité en 0 pour f , d’où une singularité de type
homogène pour l’application Exp. On introduit donc les espaces à poids suivants

Définition 2.2. Soit u’ &#x3E; 0 &#x3E; 0), CP(resp.SP)°~°~ désigne l’ensemble des
distributions de Rn 101 telles que : 

, - L.. -, ..... , . , , . - ,- _.. ,

Remarquons que, pour tout a e N’~ tel que [o,], si a E CP°~°~ alors 1 
et que, pour tout r E R C 

Théorème 2.3. Soit f une fonction Cp-1 en x avec p &#x3E; 2, C-(Rn B 10}) et ho-
mogène de degré 2 en v, on considère l’application Exp associée à la gerbe G : - ==pp p g ds

par la définition 2. 1. Pour tout p’  p -1, l’application t H Exp(t.) - t Id est
C~ ( [0 , 1] j CP~ ’~’ ~ ~ ) .
Démonstration Grâce au technique standard d’équations différentielles ordinaires, on
se ramène à démontrer le lemme suivant, qui décrit l’action des fonctions sur les
fonctions CP~~~’ par composition.



IX-6

Lemme 2.4.- Soient g une fonction de RN x R N ’ dans R N telle que g soit C’o en ~,
en x’, avec ro &#x3E; 1, et C et Ci deux réels tels que 0  C  Cl ; on désigne par A,

l’ensemble des v de Cpl,u tels que C 1 y Iv(y)1 ~ 1 et posons G(u, u’) = g.(u, u’), on
a alors :

~i~ Si 0’  ra, G envoie continûment CP’,a x Au dans CP~’~~

(ii) si u  ro -1, G est lipschitzienne sur les bornés de CP’,’ x Aa.

La démonstration consiste à majorer go (v, v’» pour r  0’. Soit
valant 1 près du support de p ; comme ( u, u’ ) et ( v, v’ ) appartiennent

à x A,, on définit .(fi E et C {0}) telle que si up(resp.vp) _

Vu que l’on a aIL 112  lIajllo)lIailir et que  Cr2pr, il suffit de
majorer Ilg, o up - gp o sachant que l’on a, pour tout r ~ 
C2-p(l-r) et pour tout r  Pour ce faire, il suffit de revisiter
les démonstrations des théorèmes standard de composition des fonctions hôldériennes en
suivant les constantes.

3 Calcul 2-micro paradifférentiel et champ singuliers.
La singularité de ce difféomorphisme en 0, ainsi que sa faible régularité en dehors, va

bien sûr se lire sur les symboles obtenus après transport. Il est donc nécessaire de définir
une classe contenant ces symboles, puis de la quantifier de manière à la faire opérer sur
les espaces à poids associés à r. Le calcul symbolique que l’on va construire répond à ce
programme. 

-

m 1Définition 3.1. est l’ensemble des fonctions somme invariant de 0 à
r P

[r] des fonctions aj(x, e), C’ en e, cpm -J,r-J en x telles que :

Remarquons que, lorsque r = +oc, on retrouve les symboles définis par J.M. Bony
dans [7]. On quantifie ces symboles de la manière suivante : T étant un paraproduit donné
sur Rn, M un entier strictement supérieur à n, et §3 e Cô (Rn B 101) valant 1 près de
Suppp, on = et ,J (I - et enfin

pour u e CP’,’ 
1 

ou 

Si u E l’espace 2-microlocal (voir [7] pour la définition lorsque ~’ « N), on pose.
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Définition 3.2. Soit T un paraproduit sur Rn, et soit Z une famille finie de champs
de vecteurs à coeflicients est I’ensemble des u telles que,
pour tout F &#x3E; 0, et toute suite I telle que 11111  k,

L’hypothèse suivante permet d’utiliser efficacement ces espaces, comme le prouve le
théorème 3.3.

o Il existe un paraproduit T pour lequel les coefhcients

des champs de Z sont dans avec ro &#x3E; 1.

0

Théorème 3.3. Sous l’hypothèse on a, pour 

De plus, si ai E on a alors,p
o

(i) Tai 0 envoie SP (Z, 1) dans 1) pour tout
~’ &#x3E; mi + MI &#x3E; mi + m~).

0

(ii) Soit T’ une autre quantification (i.e. un autre paraproduit et une autre partition de
o 0 

l’unité dyadique), alors T’ al envoie SP dans
SP 1) pour tout ~’ &#x3E; (resp. + m1.

0

Un point très important est aussi l’invariance de l’hypothèse (H k-l) par difféomor-
0

phisme. On démontre que sous l’hypothèse (_1 ), pour tout ao &#x3E; 0, si
, 0,

a E 1), alors, pour tout a’ envoie CP(, - 1). Il en
o ,

résulte que, sous pour tout u’ e]0, r -1 et tout .  k, est l’ensembleq 1) p o - , ( a )
des v dans tel que pour toute suite I telle que 111  k E CP
pour tout 6 &#x3E; 0. On a alors

Théorème 3.4. Soit Z une famille de champs de vecteurs Cpl,ro(ro &#x3E; 1) vérifiant
o 

et cx un difféomorphisme alors
0

(i~ a*Z vérifiée (H k-l)
(ii) Si a’ G]0, ro -1~, alors, pour tout f  k
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On peut maintenant définir la régularité conormale par rapport au cône I.

Définition 3.5. Soit Zo une famille finie de champs de vecteurs homogènes de degré
1, engendrant I’ensemble des champs tangents à ]Po B {0}~ on pose Z = Exp*Zo
et (T, k) = k).

Le point clef est le théorème suivant :

Théorème 3.6. Soit u une solution de (E) pour tout s’  s, avec s &#x3E;
0

+m+22013d;siZ vérifie l’hypothèse alors, pour tout p’  p = s - 2 - m + d

et en particulier ( j~~ ) est vérifiée
Démonstration

En dérivant l’équation (G), on se ramène à une équation linéaire et l’on se trouve dans
une zone de régularité où (.~, Ê) est définie par l’action des vrais champs. On est alors
ramené grâce à (2.5) à démontrer que si G(X, Y) est CPÃ,p’-2(r,j + 1) en X, et 
en Y, alors, si t H Exp(t.) E C[0,1] ; alors G : t G(Exp(tv)), dt
est C[0,1]; + 1). Si l’on suppose le résultat acquis on prend
z E Zo , on a alors, grâce à l’homogénéité de z :

et il en résulte 
Il reste à démontrer (Po).
Soit 0 ; si t est assez proche de to, il existe deux réels C et Ci tels que 

1  Soit X une fonction C°° homogène telle que SuppX C et telle

que, si It - to ~ 1  a alors

Reste à étudier la continuité en t = 0. Il s’agit d’évaluer, pour t proche de 0, la quantité

On suppose que t ~ 2-l ; il vient alors
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avec

On a ainsi introduit une inhomogénéité dans les dérivations en x et y dans H . Une
dérivation en x pèsera 2p+q, une dérivation en y, 2p. Cela sera compensé par la dérivation
de Ep(t, v) qui pèsera 2p-q. On démontre ainsi que l’on a ; pour t N 2-l

Théorème 3.7. Si u solutions HS de (E) et si -yju E pour j E ~0, m - 11 alors
0 / 1 1

(Hk) est vérifiée et u E Hg~+ 2 ~- 2 (r, k) pour tout s’  s.

Remarquons que ce théorème contient les théorèmes A et B.
En effet ]Po B 10} est une hypersurface ; d’après le théorème 3.6, l’application Exp four-

nit un paramètrage Cp’-I+k de r B {0}. La théorie des distributions conormales associées
à une hypersurface peu régulière développée dans [2] et [11] assure les théorèmes A et B.

4 Structure de la démonstration du théorème 3.7

e Dans un premier temps, on démontre que u E Hgl + 2 ~- 2 pour tout s’  s, ce qui est
assez standard.

e Dans un deuxième temps, en transportant les résultats facilement obtenus dans la
situation droite, on obtient le théorème suivant :

0 1 1 1

Théorème 4.1. Sous l’hypothèse (HI-1 ) et si u est une solution H 2+- 2 (I‘, 1), il

existe une famille M = d’éléments de L:~;~2(r, 1) telle que :
(i) L’ensemble des zéros communs aux éléments de M est N*(r) n N*(0) et il existe

des familles et d’éléments de t) telles que, si Z =
on ait : 

p

(iii) II existe une faxnille de 1) telle que mi = tmi +miIH, 
etant une farrulle génératrice des champs de vecteurs de H nuls en 0, et 
étant du type 

~ ~
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e Dans un troisième temps, on démontre que, si u E H’ +2’-2 (r, ~) et si e 
0 

1 
0

pour tout j e {O,... m-1}, alors si Ul = est solution de TpId !7+
o 

I_M+ 1 1 ’.

T.,Ui e Hs 212 pour tout s’  et e pour tout j 6 JOI... m - 1 ) .
e Et enfin, il suffit de démontrer le

Théorème 4.2.- Soit a une matrice de symbole r Si, pour tout s’  s

et si -fiV E pour tout j E {0, ... , m -1}, alors, pour tout s’  s, V E 
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