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Résumé

Soit X une variété complexe lisse. Le foncteur T'— u Hom(e, Ox) version microlocale
du foncteur RH(e) de Kashiwara est la version & croissance du foncteur p Yom(e, Ox) de
Kashiwara et Schapira et permet de construire les analogues tempérés des objets de [S-K-
K| avec leurs opérations. Les transformations canoniques opérent sur T—u ¥om(e, Ox). On
montre alors que ces derniéres permettent de microlocaliser le foncteur de conjugaison de
Kashiwara pour en déduire que le front d’onde d’une distribution u sur X qui est solution
d’un Dx-module holonéme régulier coincide avec la variété caractéristique de Dxu.

0 -Introduction

0.1

Soit X une variété analytique complexe de dimension n. On désigne par Ox le faisceau
structural, Dx le faisceau des opérateurs différentiels, 1x le faisceau des formes holomor-
phes de degré maximum, X la variété conjuguée de X, Xgr la variété analytique réelle
sous-jacente.

Martineau [Ma] avait remarqué que le complexe de Dolbeault des distributions a

support dans un sous-ensemble analytique fermé Z calculait la cohomologie a croissance a
support dans Z des fonctions holomorphes, en d’autres termes

L
(0.1) RT(7)0x = Qg (R) T zDbx, [—n]
Dx

ou Dby, désigne le faisceau des distributions sur Xr. Supposons d’autre part que X soit
complexifié d’une sous-variété M. Martineau a également essentiellement donné la formule

(0.2) Dby = RT(p0x @ orpm[—n] | M,
oll orps est le faisceau d’orientation de M, et ol RT'[as)Ox se définit, par exemple, par des

cocycles de fonctions holomorphes a croissance lente dans des tubes s’appuyant sur M, ou
encore par la formule

L
(0.3) RT3 Ox = 0z Q) TarDbx, [—1.
Dx

Plus généralement, Kashiwara a construit [K1],[K2|, pour les besoins de la corre-
spondance de Riemann-Hilbert un foncteur RHx (o) et des opérations qui réalisent le
cadre général pour ’étude de la cohomologie a croissance, et que ’on rappelle ci-dessous.
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0.2

Soit M une variété analytique réelle, D% __(M) la catégorie dérivée de la catégorie
des complexes bornés de faisceaux de C-vectoriels sur M & cohomologie R-constructible,
D®(Dys) la catégorie dérivée de la catégorie des complexes bornés de Dps-modules. Le
foncteur triangulé (contravariant) THps(e) : D% _ (M) — D®(Das) est caractérisé par les
propriétés suivantes :

(i) VK fermé sous-analytique de M on a THym(Ck) =Tk Dbm

(ii) VQ ouvert sous-analytique de M et YU ouvert de M on a
RT (U; THpM(Cq)) = Si(U N Q) espace des distributions sur U N () prolongeables a U.

0.3

Si X est une variété analytique complexe, le foncteur RHx (o) : D% __(X®r) — D°(Dx)
est défini par RHx (F) = Q% ®5, THxy (F)[-n].

Alors, pour tout sous-ensemble sous-analytique fermé K de X on pose RT'|x)0x =
RHx(Ck) et cette définition est compatible aux formules (0.1) et (0.3).

Si f:Y — X est un morphisme de variétés complexes (lisses), on a le théoréme
fondamental d’image directe.

Théoréme (Kashiwara [K2]).— Soit F € Ob(D% __(YRr)) tel que f soit propre sur
supp F. On a un isomorphisme canonique

L
Rf. (thy Q) rRHy (F)) [dimg Y] ~ RHx(Rf.F)|dimc X].
Dy

Alors si M est une variété analytique réelle de complexifié X et si j désigne I’injection
7 : M — X on a pour tout F € Ob (D%_C(M)),

THuy(F) ~ RHx (5. F) ® orpgn] |um

et pour F = C)s on retrouve la formule (0.2).
C’est le foncteur RHx (o) que l'on a microlocalisé dans [A1] sur le modéle des con-
structions “sans condition de croissance” de [K-S1].
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1. Microlocalisation & croissance [A1]

Soit X une variété analytique complexe de dimension dim¢ X = n,
et soit F € Ob (D% _,(XRr)).
Si Y est une sous-variété complexe de X on pose

L
(1.1) T—pyRHx(F) et Dx¢_}2®RH5((P!Fﬂ) [1].

Dy

ot X-2+X est la déformation au cdne normal le long de Y, s 'immersion s : Ty X — X
et =271 (R4 \ {0}), ol z est la coordonnée complexe de X.
Soient ¢; la j-iéme projection de X X X et A = Ax la diagonale de X X X. On pose

L
Q) T — paRHxxx(q5 " F)[n,

Dxxx

(1.2) T —u Xom(F, Ox) def Dear o x

ce qui définit un foncteur (contravariant)

T —p Hom(e,Ox) : D& _.(Xr) — D8 ;(T*XR)

coni

ot D®__.(T*Xg) désigne la catégorie dérivée des complexes bornés de faisceaux sur T*X

4 cohomologie R* -conique. T —u Xom(F, Ox) est aussi un objet de la catégorie dérivée
de la catégorie des complexes bornés de 7! Dx-Modules, ou 7 désigne 7 : T* X — X.

Rappelons alors que
(1.3) supp(T —u Xom(F, Ox)) C SS(F)

ou SS(F) désigne le micro-support de F ([K-S]).

(1.4) T—;l, }(om(F, Ox) IT;(X’——-" RHx(F),

qu’on a un triangle de Sato

(1.5) F* ® Ox — RHx(F) — R T—p Yom(F, Ox) >

ol T = | 2 x (T*X =T*X \TxX) , et F* = R }omg, (F,Cx), et un morphisme

canonique
(1.6) T —p Hom(F, Ox) — pu Hom(F, Ox)
ol p Hom(e,e) est le foncteur de Kashiwara - Schapira (loc. cit).
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Si M est une sous-variété réelle de X on pose

(1.7) T — upmOx = T—u }(om(CM, Ox)
dont le germe en p € Ty, X est (T — pupOx)p = lim {H[jZ] Ox,z 3z = 7(p), Z fermé sous-

analytique de X tel que Cpf(Z), C {v € (TmX)z ;{v,p) >0} U {0}} Si X s’identifie & un
complexifié de M, alors T — pups Ox est concentré en degré n (ce résultat est essentiellement
d{i & Martineau, mais on peut également le déduire des opérations, cf.[A2]), et on pose

(1.8) ¢l € BT - upOx) ® orag,

i.e. on retrouve le sous-faisceau de Cps des microfonctions tempérées.

Soit maintenant Z une sous-variété complexe de X de codimension d , alors T — uzOx
est concentré en degré d, et (1.6) induit une injection sur la cohomologie en degré d, et on
pose

(1.9) otk & HYT - u70x)

qui est un sous-faisceau du faisceau C?lx = Hd(llzox).
Le faisceau des opérateurs microlocaux tempérés est alors

(1.10) et def C{A‘f‘{(xx ® ¢; 'Qx (cf. Paragraphe 2)

q; ' Ox

2. Opérations - [A1],[A2] -

Soient X et Y deux variétés analytiques complexes.

(2.1) (Image directe).

Soit f : Y — X un morphisme analytique et F € Ob (Dlﬁ_c(YR))- On suppose f
propre sur suppF. Alors on a un morphisme canonique

L
(2.1.1) Rw;p‘l (DX<-——Y ® T—u }(om(F, Oy)) [dimc Y]
Dy

— T—pu Xom(Rf.F, Ox)[dimc X]

On a désigné par p et w les applications T*YEY xT*X3T*X.
X
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(2.2) (Image inverse).

Soit f : Y — X un morphisme analytique et F € Ob (D'{{_C(XR)). On a un
morphisme canonique

L
(2.2.1) Rp; <Dy_*x ® @ 1T —p Hom(F, Ox)> [dimg X]
Dx

— T—p Hom(f'F, Oy)[dimr Y]

(2.3) (Produit externe).
Soit F' € Ob (D%_C(XR)) et G € Ob (D'I’{_C(YR). On a un morphisme canonique

(2.3.1) T — pu Xom(F, Ox)®T —u Xom (G, Oy) — T —pu Hom(FRG, Oxxy)

ol ® désigne, dans le terme de gauche, le produit tensoriel externe de Dx xy-modules et,
dans le terme de droite, le produit tensoriel externe de faisceaux ([S-K-K],[K-S1]).

(2.4) (Transformation i noyau intégral).

Notons q1, g2, 1, p2 les projections définies par les diagrammes X Exxy3
et T*XBT*(X x Y)BT*Y
On se donne

U un ouvert de T*(X x Y)

A une sous-variété lagrangienne complexe de U

K € Ob (D% _.(Xwr X YRr))
tels que

P1ja est une immersion A — T X

q1 est propre sur suppK

SS(K)NnU C A
(cette derniére condition impliquant que K est microlocalement isomorphe & un objet
C -constructible, localement sur U ([K-S1])). Pour tout F € Ob(D%_.(Yr)) on a un
morphisme canonique

(2.4.1) Rp;. (T—u, Hom (K[-—m], Qg?;(";)) ® p; ' T —p Hom(F, Oy))

— T'—p Hom (® k (F), Ox)

oum =dimgcY , nﬁ?;(";) est le faisceau des formes holomorphes de type (0,m) sur X x Y,

et ot & (F) ' Ry (K ® g5 ' F).
La fléche 2.4.1 résulte aussitot des opérations de 2.1, 2.2 et 2.3 .
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2.5 De ces opérations résultent celles & la [S-K-K| sur les microfonctions tempérées et les
microfonctions holomorphes tempérées. Rappelons en particulier que :
Exrd est un sous-faisceau de EF
1y, £ = Ex ol désigne v : T*X — T*X/C*
T —u Hom(F, Ox) est un € )I; F Module & gauche, plus précisément, si on fait Y = X
et K = Ca dans (2.4.1) on trouve une fleche

5)1?’f ® T—p Xom(F, Ox) — T —u Hom(F, Ox)

qui induit une structure de £ ,1? "/ ‘Module sur H’ (T—u Hom (F, Ox)) , Vj. Par exemple
¢, et Clzil’)f( (notations de (1.8) et (1.9)) sont des €2/ -Modules.

Signalons également que

€§’f est fidélement plat sur £x,

R,f _ ¢oR,
2.6 Transformations canoniques.

Les transformations canoniques quantifiées de [S-K-K| ont été étendues par Kashiwara-
Schapira en une opération sur pu ¥om(e,Ox) [K-S1] ; I’énoncé ci-dessous en fournit une
version tempérée.

Soient X une variété analytique complexe, Y un autre exemplaire de X, Ux (resp.Uy)
un ouvert de T*X (resp.T*Y) et ¢ : Uy —~Ux une transformation canonique. Soit @
une “quantification” de ¢

G oulyuy —Ex|ux
définie par la correspondance P — (Q tel que Ps = sQ) ou s est une section simple
de M Qo,, « n§,";<°}( , M un &y xx -Module holonéme simple porté par la lagrangienne A
associée a .

Soit p = (py,p%) € A, ou a est ’application antipodale de T*X,
et soit K € Ob (D%_C(YR X XR)) un objet simple de décalage O le long de A au voisinage

de p au sens de [K-S1] (i.e. K est, microlocalement en p, isomorphe & un objet pervers).
Alors on a les isomorphismes de [K-S1]

(2.6.1) Ef oy —EX px
(2.6.2) w Hom(F, Oy)py s Hom ((f)K[n]F, Ox)px

pour tout F € Ob (D% __(Yr))

Proposition 2.1.—

(i) L’isomorphisme (2.6.1) précédent induit un isomorphisme & o

Y)PY
(ii) Pour tout F € Ob(D% _.(YR) on a un isomorphisme canonique

~,eR.f
6‘)()pX

T — p Xom(F, Oy ) p, —T —pu o (¢K[n] (F), Ox)px

compatible a (2.6.2).
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La fleche (ii) résulte de (2.4.1) et c’est un isomorphisme parce que T —pu Hom(F, Oy)
est un y -Module. L’isomorphisme du (i) résulte d’une version de (ii) & paramétres dans
une variété complexe Z. Les détails paraitront ailleurs.

Corollaire 2.2.— Soit Z une sous-variété complexe de X. Notant ~ I’application
il; X —PyX,ona
R, )
RivC3k =0 Vji>o0.

Démonstration. Par transformation canonique, on peut supposer que Z est une hy-
persurface (transformation de Legendre), alors I'isomorphisme P7X =~ Z identifie v a

o) o )
T 1; X — Z et Passertion R’ 7* CIZ‘I’)J; =0 Vj > 0 résulte du triangle de Sato (1.5).

La remarque suivante sera utile au Paragraphe 3.
Remarque 2.3.- On garde les notations de la Proposition 2.1.

Soit s € H° (T—u }(om(K,ﬂg,";(o})()) définissant la quantification de la transformation
P

canonique .
Considérons la transformation canonique complexe

¢: Uy xUy CT*(Y xY) — Ux x Ux C T*(X x X)

associée a la lagrangienne
AXACT*(Y x XxY xX)~T*(Y xY x X x X) . Regardant s ® s comme une

section de T'—u Xom <K®K, ﬂg‘;ﬂl-;o)é(;gx)-() o) (cf. (2.3.1)), on définit une transformation

canonique quantifiée ; ;

7 . R' ~ R’

¢: £YX7,(PYst)__> XxX,(px,px)
qui est par définition la complexifiée de .

or @¢ RN R,f 7
On identifie £x,px (resp.€x p,,) & un sous-anneau de €Xx)"c,(px,px) par X x X —» X

(resp.X x X — X) et, comme d’habitude, on identifie X X X & un complexifié¢ de Xx (et
on fait les identifications analogues avec Y a la place de X).

Alors, ¢ échange C{,R,py et C‘{{R’px, d’une part, et &y, et Exp, (resp. €y py €t
13 )?,px)’ d’autre part, avec compatibilité des opérations.
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3. Conjugaison de Kashiwara et front d’onde de distributions holonémes régu-
liéres.

Soit X une variété analytique complexe. Une distribution u sur Xr est dite holonome
réguliére si elle est localement solution d’'un Dx-Module holonéme régulier, i.e. s’il existe,

localement sur Xg, un idéal cohérent I de Dx tel que Ju = 0 et que Dx /I est holondme
régulier. L’intérét de ce type de distribution réside dans le

Théoréme 3.1 (Kashiwara [K3]).—
(i) Une distribution u est holonéme réguliére si elle est localement solution d’un Dx-
Module holonéme régulier.
(ii) Si u est une distribution holonéme réguliére, alors Dxu est un Dx-Module holonéme
régulier.
(iii) Si M est un Dx-Module holonéme régulier, alors, localement sur X, il existe une
distribution holonéme réguliére u et un isomorphisme M =~ Dxu.

Ezemples:
1) Soit X = C, 2z une coordonnée holomorphe @ = 3/dz. On a

Bioyic = Dx/Dxz = Dx6 , Dx/Dx328 = Dx Log zz.

2) X=C", feOx,Z = f"10). Alors pour m >> 0 on a Ox[*Z] ~ vapfi,,, (cet
exemple est emprunté a [B-K]).
Pour analyser les singularités analytiques microlocales des distributions holondomes
réguliéres on paraphrase [K3] dans le cadre microlocal comme suit.
Soit v I’application canonique T*X — T*X/C*. On définit le faisceau des micro-

fonctions tempérées C-homogeénes par é‘)f( et '7_1'7*6'{{“. On a 5§(

Ty x= Dbxy et
e C 5( = Dbxp/Axgp OU Axy, désigne le faisceau des fonctions analytiques réelles sur Xg.

Soit U un ouvert de T* X et u une section de éf( définie sur U. On dira que u est holonéme
réguliére si elle est, localement sur U, solution d’un &x-Module holonéme régulier.

Théoréme 3.2.—
(i) u est holonéme réguliére si elle est, localement sur U, solution d’un £ g-Module holonéme
régulier.
(ii) Si u est holonéme réguliére, alors £xu est un £x-Module holonéme régulier.
(iii) Si M est un Ex-Module holonéme régulier défini sur U, alors localement sur U, il
existe une section v de éf( et un morphisme M ~ Exv.

Idée de la démonstration : On définit I’analogue microlocal du foncteur de conjugaison C'x
de Kashiwara [K3] en posant, pour tout £x-Module holondéme régulier M,

C~'x(fvt)d‘—e‘f R¥ome, (M,C) (on a Cx 13 x= Cx)-

Comme les transformations canoniques C-homogénes - complexifiées et quantifiées
comme dans la Remarque 2.3 - opérent sur Cx (M), on peut placer la variété caractéristique
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de M en position générique en un point p € T* X. [K-K], [Bj|, et on est ramené a la
situation de Kashiwara.

Soit maintenant v une distribution holonéme réguliére et soit M = Dxu. On note
CarM la variété caractéristique de M et W F4(u) le spectre singulier de Sato (front d’onde
analytique) de u. ‘

Théoréme 3.3.— WF4(u) = CarM .

Idée de la démonstration :
1) L’inclusion W F4(u) C CarM est claire.
2) On montre que WF4(u) rencontre toutes les composantes irréductibles de la partie
réguliére (CarM) g de CarM en utilisant le Théoréme 3.2. (ii).
3) On conclut en remarquant que (CarM)reg N WF,4(u) est ouvert dans CarM par le
théoréme de propagation de [K-S2].
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ERRATA

Exposé n°2 - 20 Octobre 1987 -
E. Andronikof

Microlocalisation tempérée,
applications aux distributions holonomes
sur une variété complexe

- p. II-3 : la formule (1.1) doit étre remplacée par les deux lignes suivantes :

A

L
(1.1) T—uyRHx(F) €' s7 | Dy x QRH(P'Fa) | (1],
Dy

ou ()" désigne la transformation de Fourier-Sato et ...”

- p. 11-4, ligne 3, lire : H¥(T — ppyOx), aulieude (T — pyOx)p -




