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Résumé
Soit X une variété complexe lisse. Le foncteur version microlocale

du foncteur R~(·) de Kashiwara est la version à croissance du foncteur g ~om(·, Ox) de
Kashiwara et Schapira et permet de construire les analogues tempérés des objets de [S-K-
K] avec leurs opérations. Les transformations canoniques opérent sur T-p Ox). On
montre alors que ces dernières permettent de microlocaliser le foncteur de conjugaison de
Kashiwara pour en déduire que le front d’onde d’une distribution u sur X qui est solution
d’un Px-module holonôme régulier coïncide avec la variété caractéristique de Pxu.

0 -Introduction

0.1

Soit X une variété analytique complexe de dimension n. On désigne par OX le faisceau
structural, Px le faisceau des opérateurs différentiels, fi x le faisceau des formes holomor-
phes de degré maximum, X la variété conjuguée de X, XR la variété analytique réelle
sous-jacente.

Martineau [Ma] avait remarqué que le complexe de Dolbeault des distributions à
support dans un sous-ensemble analytique fermé Z calculait la cohomologie à croissance à
support dans Z des fonctions holomorphes, en d’autres termes

où désigne le faisceau des distributions sur XR. Supposons d’autre part que X soit
complexifié d’une sous-variété Martineau a également essentiellement donné la formule

où orM est le faisceau d’orientation de M, et où se définit, par exemple, par des
cocycles de fonctions holomorphes à croissance lente dans des tubes s’appuyant sur M, ou
encore par la formule

Plus généralement, Kashiwara a construit [Kl], [K2], pour les besoins de la corre-
spondance de Riemann-Hilbert un foncteur et des opérations qui réalisent le
cadre général pour l’étude de la cohomologie à croissance, et que l’on rappelle ci-dessous.
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0.2

Soit M une variété analytique réelle, la catégorie dérivée de la catégorie
des complexes bornés de faisceaux de C-vectoriels sur M à cohomologie R-constructible,
Db(DM) la catégorie dérivée de la catégorie des complexes bornés de Vm-modules. Le

foncteur triangulé (contravariant) THm (,a’ D~_~(M) 2013~ Db(DM) est caractérisé par les
propriétés suivantes :

(i) VK fermé sous-analytique de M on a THM(CK) = 
(ii) Vfi ouvert sous-analytique de M et VU ouvert de M on a
Rr (U; THM(Cn)) = S’Û(U n fi) l’espace des distributions sur U n n prolongeables à U.

0.3

Si X est une variété analytique complexe, le foncteur RHx(·) : DR_~(XR) --~ Db(Dx)
est défini par 

Alors, pour tout sous-ensemble sous-analytique fermé K de X on pose =

RHx(CK) et cette définition est compatible aux formules (0.1) et (0.3).
Si f : Y - X est un morphisme de variétés complexes (lisses), on a le théorème

fondamental d’image directe.

Théorème (Kashiwara [K2]).- Soit F E tel que f soit propre sur
supp F. On a un isomorphisme canonique

Alors si M est une variété analytique réelle de complexifié X et si j désigne l’injection
j : M ~ X on a pour tout F E Ob ~DR_~ (M)~,

et pour F = CM on retrouve la formule (0.2).
C’est le foncteur que l’on a microlocalisé dans [Al] sur le modèle des con-

structions "sans condition de croissance" de 
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1. Microlocalisation à croissance [Al]
Soit X une variété analytique complexe de dimension dimc X = n,

Si Y est une sous-variété complexe de X on pose

est la déformation au cône normal le long de Y, s l’immersion s : TyX Xe
et n = z-’ (R+ , {01), où z est la coordonnée complexe de X.

Soient qj la j-ième projection de X x X et A = OX la diagonale de X x X. On pose

ce qui définit un foncteur (contravariant)

où désigne la catégorie dérivée des complexes bornés de faisceaux sur T*X
à cohomologie RX -conique. T - li Ox) est aussi un objet de la catégorie dérivée
de la catégorie des complexes bornés de z--’,PX-Modules, où ir désigne 7r : T*X - X.

Rappelons alors que

où SS(F) désigne le micro-support de F ([K-S]).

qu’on a un triangle de Sato

, et un morphisme
canonique

où il e) est le foncteur de Kashiwara - Schapira (loc. cit).
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Si M est une sous-variété réelle de X on pose

dont le germe en Z fermé sous-

analytique de X tel que C {v E (v, p) &#x3E; o} U {0~ 1 - Si X s’identifie à un

complexifié de M, alors est concentré en degré n (ce résultat est essentiellement
dû à Martineau, mais on peut également le déduire des opérations, cf.[A2]), et on pose

i.e. on retrouve le sous-faisceau de CM des microfonctions tempérées.
Soit maintenant Z une sous-variété complexe de X de codimension d , alors 

est concentré en degré d, et (1.6) induit une injection sur la cohomologie en degré d, et on
pose

qui est un sous-faisceau du faisceau CR = 
Le faisceau des opérateurs microlocaux tempérés est alors

2. Opérations - [Al],[A2] -
Soient X et Y deux variétés analytiques complexes.

(2.1) (Image directe).
Soit f : Y - X un morphisme analytique et F E Ob ~DR_~~YR)). On suppose f

propre sur suppF. Alors on a un morphisme canonique

On a désigné par p et w les applications 1
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(2.2) (Image inverse).
Soit f : Y --&#x3E; X un morphisme analytique et F E On a un

morphisme canonique

(2.3) (Produit externe).
Soit F E Ob et G e Ob On a un morphisme canonique

où ê désigne, dans le terme de gauche, le produit tensoriel externe de Pxxy-modules et,
dans le terme de droite, le produit tensoriel externe de faisceaux ([S-K-K],[K-Sl]) .

(2.4) (Transformation à noyau intégral).
Notons ql, q2, pl, p2 les projections définies par les diagrammes X~X X Yq2 Y

et x 

On se donne

U un ouvert de y (Xx Y)
A une sous-variété lagrangienne complexe de U
K E Ob x YR))

tels que

PUA est une immersion A - T* X

Q1 est propre sur suppK
SS(K) nUe A

(cette dernière condition impliquant que K est microlocalement isomorphe à un objet
C -constructible, localement sur U ([K-Sl])). Pour tout F E Ob on a un

morphisme canonique

où m = dimc Y faisceau des formes holomorphes de type (0, m) sur X x Y,

La flèche 2.4.1 résulte aussitôt des opérations de 2.1, 2.2 et 2.3 .
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2.5 De ces opérations résultent celles à la [S-K-K] sur les microfonctions tempérées et les
microfonctions holomorphes tempérées. Rappelons en particulier que :

est un sous-faisceau de ep’
~-~~ = ~ T’X -~ r’X/C"

est un eR,f -Module à gauche, plus précisément, si on fait Y == X
et K = Cà dans (2.4.1) on trouve une flèche

qui induit une structure de -Module sur ~ ’)Iom (F, Ox)) ? Vj. Par exemple
Cf et (notations de (1.8) et (1.9)) sont des R,f -Modules.
Signalons également que

est fidèlement plat sur ex,

2.6 Transformations canoniques.
Les transformations canoniques quantifiées de [S-K-K] ont été étendues par Kashiwara-

Schapira en une opération sur [K-Sl] ; l’énoncé ci-dessous en fournit une
version tempérée.

Soient X une variété analytique complexe, Y un autre exemplaire de X, 
un ouvert de T *X (resp.T*Y~ et p : Uy ~Ux une transformation canonique. Soit ,5
une "quantification" de p 

-- --. - - -

définie par la correspondance P H (Q tel que Ps = sQ~ où s est une section simple
de .M .M un -Module holonôme simple porté par la lagrangienne A
associée à $. associée à .

Soit p = (py, Px) E A, où a est l’application antipodale de T*X,
et soit K E Ob x XR)~ un objet simple de décalage 0 le long de A au voisinage
de p au sens de (i.e. K est, microlocalement en p, isomorphe à un objet pervers) .

Alors on a les isomorphismes de 

pour tout F E Ob 

Proposition 2.1.
(i) L’isomorphisme (2.6.1) précédent induit un isomorphisme (

(ii) Pour tout F E on a un isomorphisme canonique

compatible à (2.6.2).
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La flèche (ii) résulte de (2.4.1) et c’est un isomorphisme parce que Oy)
est un ey -Module. L’isomorphisme du (i) résulte d’une version de (ii) à paramètres dans
une variété complexe Z. Les détails paraîtront ailleurs.

Corollaire 2.2.- Soit Z une sous-variété complexe de X. Notant 1 I’application
0

Démonstration. Par transformation canonique, on peut supposer que Z est une hy-
persurface (transformation de Legendre), alors l’isomorphisme identifie -y à

7r : T * X -~ Z et l’assertion RI 7Î* ZIX = 0 Vj &#x3E; 0 résulte du triangle de Sato (1.5).z ’

La remarque suivante sera utile au Paragraphe 3.
Remarque 2.3.- On garde les notations de la Proposition 2.1.
Soit s e Ho 

p 

définissant la quantification de la transformation( Y xx» pB P
canonique p.

Considérons la transformation canonique complexe

associée à la lagrangienne
-- - . 

__ _ _  _ 
-.

section de , on définit une transformation

canonique quantifiée

qui est par définition la complexifiée de e. 
eR,fOn identifie ) à un sous-anneau par X x X - Xp , X XX,(px,Px )

(resp.X X X X) et, comme d’habitude, on identifie X x X à un complexifié de XR (et
on fait les identifications analogues avec Y à la place de X).

Alors, échange Cf et Cf , d’une part, et et (resp. ey- PetYR py " P t Y,pY
d’autre part, avec compatibilité des opérations. 

’
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3. Conjugaison de Kashiwara et front d’onde de distributions holonômes régu-
lières.

Soit X une variété analytique complexe. Une distribution u sur XR est dite holonôme
régulière si elle est localement solution d’un DX-Module holonôme régulier, i.e. s’il existe,
localement sur XR, un idéal cohérent I de DX tel que lu = 0 et que est holonôme

régulier. L’intérêt de ce type de distribution réside dans le

Théorème 3.1 (Kashiwara [K3]).-
(i Une distribution u est holonôme régulières si elle est localement solution d’un 

Module holonôme régulier.
(ü) Si u est une distribution holonôme régulière, alors est un PX-Module holonôme

régulier.
(iii) Si .M est un Dx-Module holonôme régulier, alors, localement sur X, iI existe une

distribution holonôme régulière u et un isomorphisme M - Pxu.

Exemple:
1) Soit X = C , z une coordonnée holomorphe = On a

2) X = Cn , f e Ox , Z = f -1(0). Alors pour m » 0 on a 0 [*Z] - DXvp f m (cet
exemple est emprunté à (B-K~).
Pour analyser les singularités analytiques microlocales des distributions holonômes

régulières on paraphrase [K3] dans le cadre microlocal comme suit.
Soit ’1 l’application canonique T*X - T*XIC’. On définit le faisceau des micro-

fonctions tempérées C-homogènes par
~* où AXR désigne le faisceau des fonctions analytiques réelles sur XR.
Soit U un ouvert de T *X et u une section de Cf définie sur U. On dira que u est holonômex

régulière si elle est, localement sur U, solution d’un ex-Module holonômé régulier.

Théorème 3.2.-

(i) u est holonôme régulière si elle est, Iocalement sur U, solution holonôm£1

régulier.
(ii) Si u est holonôme régulière, alors Éxu est un ex-Module holonôme régulier.
(Ill) Si ,M est un ex-Module holonôme régulier défini sur U, alors localement sur U, il
existe une section v de Cf et un morphisme ,M ^ exv.x

Idée de la démonstration : On définit l’analogue microlocal du foncteur de conjugaison Cx
de Kashiwara [K3] en posant, pour tout ex-Module holonôme régulier M,

Comme les transformations canoniques C-homogènes - complexifiées et quantifiées
comme dans la Remarque 2.3 - opèrent sur on peut placer la variété caractéristique
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0

de M en position générique en un point p e T* X. [K-K], [Bj], et on est ramené à la
situation de Kashiwara.

Soit maintenant u une distribution holonôme régulière et soit ,M - Dxu. On note
Car .M la variété caractéristique de M et W FA (u) le spectre singulier de Sato (front d’onde
analytique) de u.

Théorème 3.3.- W FA (u) = Car.M .

Idée de la démonstration :

1) L’inclusion W FA (u) C CarM est claire.
2) On montre que WFA(u) rencontre toutes les composantes irréductibles de la partie

régulière (CarM)reg de Car,M en utilisant le Théorème 3.2. (ii).
3) On conclut en remarquant que est ouvert dans Car .M par le

théorème de propagation de 
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ERRATA

Microlocalisation tempérée,
applications aux distributions holonomes

sur une variété complexe

Exposé n°2 - 20 Octobre 1987 -
E. Andronikof

- p. 11-3 : la formule (1.1) doit être remplacée par les deux lignes suivantes :

/ A

/ L B

(1.1) E) x l i l ,Î /
où ( ) désigne la transformation de Fourier-Sato et ..."

- p. 11-4, ligne 3, lire : au lieu de (T - 


