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L NOYAU DE BERGMAN EM DtMEMStOM 2

par L.Boutet de Monvel

Cet exposé est la suite de mon exposé de mai 1986 à ce séminaire [B].

J’y montrerai qu’en dimension n=2 les hypersurfaces dont le noyau de

Bergman ne comporte pas de terme logarithmique sont, localement,

holomorphiquement équivalentes à une sphère.

S t.Rappels et description du résultat.

Rappelons que si X est un ouvert de Cn (plus généralement une variété

complexe), le noyau de Bergman B(x,y) est le noyau du projecteur

orthogonal L2(X)-d(X), où 0(X) désigne le sous-espace des fonctions

holomorphes; ou, de façon plus intrinsèque, le noyau du projecteur

Li~(X)--t9~ où L2 désigne l’espace des formes de type n,O sur X, qui
est muni intrinsèquement de la norme hilbertienne t)ut=t)uAu!. B est
donc une forme différentielle, de type n,0 en x et O,n en y. Il est

holomorphe en x, et antiholomorphe en y .

Dans toute la suite nous supposons X strictement pseudo-convexe, à

frontière analytique. Autrement dit X peut être défini par une inéquation

( 1. 1 ) U=U(z.z) , 0

où U est une fonction analytique réelle, dUxO sur le bord aX, et la matrice

des dérivées mixtes ta2uiazjazk) est hermitienne ~0. On sait dans ce cas
(cf. [B-5], [K]) que le noyau de Bergman B est analytique à l’intérieur de

XxX, et se prolong i analytiquement au voisinage des points du bord, sauf

aux points de la diagonale de 8XxaX. Au voisinage de ces points il a une

singularité du type ’distribution conormale’ (holonome), associée à

l’hypersurface complexe d’équation U(x,7)=O:
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où F , G sont analytiques (holomorphes en x,7).
Je me propose de démontrer le résultat suivant, qui général1se celui

de D.Boichu et G.Coeuré [Bo-CI pour les domaines de Reinhardt, et répond à

une conjecture de I.P.Radamanov [R] en dimension 2:

Théorème: On suQpose n=2. Si le coefficient G(X,7) du terme logarithmiQue
de B s’annule à l’ordre 2 sur le bord ax au voisinage d’un Doint xEaX, alors

ax est . au voisinage de ce point, h.olomorphiguement éauivalent à une

sphère.

(en fait dans cet énoncé il l suffit que aX soit de classe C2 et strictement

pseudo-convexe, pour que la singularité du noyau de Bergman soit une

propriété locale de aX, et qu’au voisinage du point x il soit assez

différentiable (de classe C14) pour que les 5 premiers termes du

développement asymptotique de B soient bien définis et donnés par la

formule générale)
En revanche il existe des domaines X tels que G s’annule sur 9X au

voisinage d’un point XE8X, sans que 8X soit localement équivalent à une

sphère au voisinage de ce point: la verslon locale du résultat de D.Boichu et

G.Coeuré est fausse.

S2. Etude du développement asymptotiaue de B.

Pour démontrer ce théorème, j’utiliserai le résultat exposé dans [B] .
formellement B est (mod. les fonctions analytiques) le noyau de l’opérateur

intégral de Fourier inverse microlocal de celui de noyau Log(x,7) (à un

facteur constant près). Nous utiliserons la méthode indiquée dans [B],S5.
Nous prenons comme modèle l’ouvert Xo limité par le paraboloïde ôXo

d’équation
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où on a noté t,z les coordonnées dans ~2. Le noyau de Bergman dans la cas

modèle est b = este u-3 (ests (8~ Log U)2 si on le note comme une forme

différentielle).

On sait qu’il l existe une transformation holomorphe locale «=&#x3E;choix de

coordonnées locales) qui met ôX en contact d’ordre &#x3E;6 avec ôXo à l’origine
(contact d’ordre ,4 seulement en dimension n&#x3E;2). On est ainsi ramené au

cas où la fonction de définition U de aX est de la forme

où p est nul d’ordre 6 à l’origine, On peut en outre supposer p mis sous la

forme normale de [B]§5, déduite de celle [Ch-M):

(on a choisi p indépendant de T; c’est essentiellement équivalent à la forme
normale de Chern et Moser [Ch-M]; mais ici p n’est pus une fonction réelle)

Comme dans [B]§5 on attribue à t le poids 2 et à z le poids 1 (à a/at,

8/az etc... les poids qui en découlent), et on fait un développement formel

(en fait convergent) suivant les poids croissants. Ainsi la singularité de B

possède un développement selon les poids croissants, uniquement

déterminé, de la forme

avec

On pose
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ou les ’/arlaOles i et C) correspondant aux dérivations alat, 3/3z, sont de

poids respectifs -~, -1 1

une serie formelle d’operateurs microdifferentieis de pods

croissants. On a noté at=a/at, az=a/az.)

Comme on a montré dans [B]§5. il 1 résulte de la formule de Taylor qu’on
a (toujours en développant suivant les poids croissants)

d’où

Les termes logarithmiques de dans le développement (2.4))

proviennent. alors des termes de degré . -3 en de tA-1, En effet A

comme n’emporte opérateur micro-diffp’.rp,.ntiel possède un développement

en termes de poids croissants :

et on a en outre t3ï3u-3 = cste Log u, ) et si f est n’importe quelle

(micro)fonction, 2qf (U) de sorte que les termes

logarithmiques de Au-3 sont ceux pour lesquels on a n~-3.
Dans le décompte des termes qui figurent dans ces développements on

peut encore raffiner en introduisant un bipoids: W2(Z)=( 1,0), a,

Pour démontrer le théorème, nous examinons les

termes de bipoids (0,0) et ( 1 J 1) due 6 (coefficient du terme logarithmique),
c’est a dire les termes en Log tj) t Log u, Z7 Log u) ~~ Log U de B ces termes

doivent s’annuler car G s’annule nécessairement de pods &#x3E;2 sur éiX’ l sly

annule à l’ordre 2.
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Le terme en Log u provient du terme de poids 6 (bipoids f3,3)) de tA-  .

Comme a est de poids 4, donc a2 de poids 8&#x3E;6, on peut pour le calculer

remplacer A par 1 +a, et par t -t(a(x,D)). Le seul terme qui intervienne

est donc p44 Z4 C4 T-3 ; le terme correspondant de tA-1 est p44 ai Z4 a-3 t
dont le terme de degré -3 en est 4! p44 at3. (On a posé p44=p44(0). )

L’examen des termes suivants fait intervenir les termes de poids 8,

de degré -3 , de t~-~ . Pour les examiner on peut négliger les termes de

poids &#x3E;8 , le. remplacer A par 1 +a+a2/2 . On constate que les coefficients

de t Log u, zz Log u, u Log u sont combinaisons linéaires de P~4 , PS5 J et du

produit p24p42 (avec L’examen du terme en t Log u montre

aussitôt qu’on doit avoir p$à=0 si G s’annule de poids &#x3E;2 sur âX. L’examen

des termes en zz Log u, u Log u fournit alors deux relations linéaires non

proportionnelles entre p55 et P24P42 . Ces deux quantités doivent donc

s’annuler si G s’annule de poids &#x3E;2 sur aX.

S3 Fin de la démonstration

Dans notre situation p24 et p42 sont conjugués, Ils sont donc nuls tous

les deux.

Lemme.- Soit ax une hypersurface analytique réelle, strictement

oseudoconvexe. On suppose qu’en tout Doint de ax les coefficients p24, P42

de la forme normale de Chern-Moser s’annulent. Alors ax est localement

holomordhiguement équivalent à la sphère (ou au paraboloïde).

Voici une première démonstration: E.Cartan [C], dans le cas n=2, et

Chern et Moser [Ch-M] dans le cas général ont introduit une connexion (au

sens de Cartan) associée à toute hypersurface strictement pseudo-convexe

suffisamment différentiable. Cette connexion se présente ainsi: on

i ntrodu i t i e fibre des repères P, fibre pr 1 nc i pa 1 de groupe 1 e sous-groupe

HcPU(n, i ) des automorphlsmes holomorphes de la boule qui fixent le
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vecteur ( 1,0,0..) de la sphère. Un point d’une fibre Px est une classe

d’équivalence de systèmes de coordonnées: t (mod.mx3), z (mod.MX2), telle

que t+t+z2 E MX3 (où mx désigne l’idéal de définition du point xcax). La
connexion 0 est une 1-forme équivariante sur P, à coefficients dans

su(n,1), dont la forme de courbure K = d0 + satisfait à une condition

convenable, qui détermine complètement Q (cf.[C], [Ch-M], [Ku]). La

courbure est nulle si et seulement si aX est localement équivalent à la

sphère. ici p24, p42 sont des coefficients de la courbure, et on constate en

examinant les formules de [C], [Ch-N], ou [Ku] que les autre coefficients

(en fait il l n’y en a qu’un) en sont de dérivées covariantes. D’où le lemme.

Remarquons que pour cette démonstration on n’a besoin que de

l’égalité p24=p42=0 , et des identités qui en résultent en dérivant une fois.

Ceci ne fait intervenir qu’un nombre fini de dérivées de aX (7 pour la

définition de p24, p42 et de leurs dérivées, 10 pour que les relations entre

p24p42 et p55 aient un sens, et encore quelques unes de plus pour qu’on

puisse pousser le développement asymptotique de B assez loin pour

démontrer ces relations).

Voici une autre démonstration plus ’élémentaire’ (qui n’est en fait

qu’une traduction en termes un peu plus tangibles de la démonstration

précédente). Notre surface âX a pour équation

Effectuons un changement d’origine complexe infiniment petit:

nouvelle origine de coordonnées (0,~,0,~) (dans CnxCn), avec ~2=p=~=o
A partir de cette nouveile origine l’équation s’écrit

équation qu’il l s’agit de remettre sous forme normale. Ici notre équation est

une perturbation d’ordre 6 de la forme canonique et un calcul élémentaire



XXII-7

montre que les coefficients de Z’24 et Z472 sont inchangés lorsqu’on passe
à la forme normale. Ce sont donc

Ces quantités doivent donc être identiquement nulles. Une récurrence

facile montre alors de même qu’on doit avoir pp+j ,q=pp,q+j=0 si ppq est

identiquement nul. Ainsi p est identiquement nul (son développement de

Taylor est nul), et l’équation de 8X se réduit à celle du paraboloide, qui est

équivalent à la sphère.

S4 Cas des domaines de Reinhardt.

Localement un tel domaine est équivalent à un cylindre

F(Re z1)Re 

(convexe si le domaine initial est pseudoconvexe).Dans ce qui suit on pose

x=Re zi , y=Re Z2. On note F la courbe F(x,y)=0, correspondant au bord du

cylindre. On constate facilement que les courbes r provenant d’une sphére
sont les transformées par affinité de la courbe d’équation y=Log ch x, et

les courbes limites y=ex, y=x2. Elles forment une famille à 6 paramètres,
et sont les solutions d’une équation différentielle d’ordre 6.

Au contraire la condition GlaX=O (p44=0) se traduit par une équation

différentielle d’ordre 8. Il y a donc localement des solutions de cette

deuxième équation qui ne sont pas solutions de la première (il n’y a

néanmoins pas d’autres solutions "globales", comme ont montré D.Boichu et

G.Coeuré).
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S5 Terme logarithmique de la solution élémentaire de l’équation

de Schrôdl.nGer 1

Comme 1"étude du terme logarithmique du noyau de Bergman et des

invariants qui doivent y intervenir est compliquée, j’ai voulu regarder
d’autres cas où un terme logarithmique se présente de façon naturelle. En

voici un: on considère sur Rn (n pair) un opérateur de Schrôdinger 6 - V(x) ,
avec V analytique. On sait qu’un tel opérateur admet une solution

élémentaire de la forme

où F et G sont analytiques. On a posé r=(~(Xj-yt)2)’~ , de sorte que r2 est
analytique, nul sur le cône complexe isotrope (cône

caractéristique).

La question est alors la suivante: pour quels potentiels V a-t-on

G=0? Par exemple pour n=2 cela n’arrive jamais (le logarithme est déjà
présent dans le terme dominant), et pour n=4 on a G=0 si et seulement si

V=0 (si et 6 - Vont même parametrix donc l’opérateur de

multiplication par V est de degré -oo, ce qui implique évidemment V=0).

Voici un résultat élémentaire, dont je n’ai pas trouvé de trace dans la

littérature.

Proposition 1.- Soient

(pour n~2,4) a pour solution élémentaire
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(avec c=-[-(n/2)/(n-2)nn/2, la constante qui figure dans la solution

élémentaire de ~&#x3E;

On vérifie en effet élémentairement qu’on a (6-V)E = 0 pour xxy.

On peut encore transformer par similitude le potentiel ci-dessus. On

obtient les potentiels

Prooosition 2.- Pour n=6 les seuls potentiels V tels que la solution

é1émenta1re de 6-V ne comoorte pas de terme loaarithmiaue sont les

ootenttels cl-dessus (formJJLe (5.4))

La démonstration est elle aussi élémentaire. En voici une esquisse.

Dans le cas n=6 on cherche une parametrix de 0-V sous la forme

On a pour xxy

où on a posé rd/ar = 

11 faut donc que -V+( 1 +r8/ar)w s’annule sur le cône isotrope, On

choisit w de sorte que ce qui le détermine uniquement:

Il faut alors que pour ce choix de w, (A-V)w s’annule sur le _cône isotrope.

Pour x=y cela donne

En dérivant deux fois cette relation on obtient
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En dérivant deux fois la relation (6-V)w = 0(r2) puis faisant x=y, on

obtient la relation

(le membre de gauche est proportionnel à la matrice des dérivées secondes

de r2 pour x=y, c’est à dire à la matrice identité)

Eliminant (6 V).. on obtient

c’est à dire, pour Vx0

Or pour n&#x3E;2 la relation Id implique aussitôt que 4’ est un

polynôme du second degré, de la forme alxl2 + b.x + c (les dérivées mixtes

sont nulles donc -t&#x3E; est de la forme avec donc les

sont toutes égales à une même constante si leur nombre est ,2).

Le cas ax0 correspond à la première ligne de la formule (5.4), le cas

a=0 à la seconde. (Il 1 reste à ajuster une constante, ce qui ne présente

aucune difficulté.)
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