L. BOUTET DE MONVEL
Le noyau de Bergman en dimension 2

Séminaire Equations aux dérivées partielles (Polytechnique) (1987-1988), exp. n° 22,
p. 1-12

<http://www.numdam.org/item?id=SEDP_1987-1988 A22_0>

© Séminaire Equations aux dérivées partielles (Polytechnique)
(Ecole Polytechnique), 1987-1988, tous droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire Equations aux dérivées partielles (http://sedp.cedram.org) im-
plique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SEDP_1987-1988____A22_0
http://sedp.cedram.org
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

CENTRE ECOLE POLYTECHNIQUE
DE F-91128 PALAISEAU Cedex (France)

MATHEMATIQUES Tél. (1) 69.41.82.00

Télex ECOLEX 691.596 F
Unité associée au C.N.R.S. n° 169 elex 691.596

Séminaire 1987-1988

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

LE NOYAU DE BERGMAN
EN DIMENSION 2.

L. BOUTET DE MONVEL

Exposé n° XXII 17 Mai 1988






LE NOYAU DE BERGMAN EN D S
par L.Boutet de Monvel

Cet exposé est 1a suite de mon exposé de mai 1986 a ce séminaire [B).
Jy montrerai qu'en dimension n=2 les hypersurfaces dont le noyau de
Bergman ne comporte pas de terme logarithmique sont, localement,
holomorphiquement équivalentes a une sphere.

S1.Rappels et description du résultat.

Rappelons que si X est un ouvert de €N (plus généralement une variété
complexe), le noyau de Bergman B(x,y) est le noyau du projecteur
orthogonal L2(X)-»@(X), ol @(X) désigne le sous-espace des fonctions

holomorphes; ou, de fagon plus intrinséque, le noyau du projecteur

L,Z,O(X)—»CVn olX) ou L%O designe I'espace des formes de type n,0 sur X, qui
est muni intrinséquement de 1a norme hilbertienne llwllzzlfw/\al. B est
donc une forme différentielle, de type n,0 en x et O,n en y. Il est
holomorphe en x, et antinolomorphe eny .

Dans toute 1a suite nous supposons X strictement pseudo-convexe, a
frontiére analytique. Autrement dit X peut étre défini par une inéquation

(1. U=U(z2,2) < 0

ou U est une fonction analytique réelle, dU=0 sur le bord X, et 1a matrice
des dérivées mixtes (62U/azjaik) est hermitienne »0. On sait dans ce cas
(cf. [B-S], [K]) que le noyau de Bergman B est analytique a l'intérieur de
XxX, et se prolon;: analytiquement au voisinage des points du bord, sauf
aux points de 1a diagonale de dXxdX. Au voisinage de ces points il a une
singularité du type ‘distribution conormale’ (holonome), associée 3a

I'hypersurface complexe d'équation U(x,y)=0:
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(1.2) Bx,y) = F(x,5) U671 + 6(x,7) Logu(x,§)

ou F , G sont analytiques (holomorphes en x,y).

Je me propose de démontrer le résultat suivant, qui genéralise celur
de D.Boichu et G.Coeuré [Bo-C] pour les domaines de Reinhardt, et répond a
une conjecture de |.P.Radamanov [R] en dimension 2:

Théoréme On suppose n=2. Si le coefficient G(x,y) du terme logarithmique
de B s'annuyle a V'ordre 2 sur le bord dX au voisinage d'un point x€dX, alors

oX est , au voisinage de ce point, holomorphiquement équivalent 3 une
sphére.

(en fait dans cet énoncé il suffit que dX soit de classe C2 et strictement
pseudo¥convexe, pour que la singularité du noyau de Bergman soit une
propriété locale de 0X, et quau voisinage du point x il soit assez
différentiable (de classe C'4) pour que les S premiers termes du
développement asymptotique de B soient bien définis et donnés par la
formule générale)

En revanche il existe des domaines X tels que G s'annule sur 9X au
voisinage d'un point x€0X, sans que 0X soit localement équivalent & une
sphére au voisinage de ce point: 1a version locale du résultat de D.Boichu et
G.Coeuré est fausse.

§2. Etude du développement asymptotique de B.

Pour démontrer ce théoréme, j'utiliserai le résultat exposé dans [B] :
formellement B est (mod. les fonctions analytiques) le noyau de 1'opérateur
intégral de Fourier inverse microlocal de celui de noyau Log(x,y) (a4 un
facteur constant prés). Nous utiliserons 1a méthode indiquée dans [B],SS.
Nous prenons comme modéle l'ouvert Xy limité par le paraboloide 09Xg
d'equation
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(21) u=t+t+22=0

0U on a noté t,z les coordonnées dans €2. Le noyau de Bergman dans la cas
modéle est b = cste u3 (cste (33 Log u)? si on le note comme une forme
différentielle).

On sait qu'il existe une transformation holomorphe locale («<>choix de
coordonnées locales) qui met 3X en contact d'ordre >6 avec dXg a l'origine
(contact d'ordre >4 seulement en dimension n>2). On est ainsi ramené au
cas ou 12 fonction de définition U de oX est de 1a forme

(22) U=u+p

ou p est nul d'ordre 6 a l'origine. On peut en outre supposer p mis sous la
forme normale de [B]SS, déduite de celle [Ch-M]:

) = t) zZP74q
(23 9 pq222ppq( ) ZPZ
avec P22=023=032=033=0

(on a choisi p indépendant de t; c'est essentiellement équivalent a 1a forme
normale de Chern et Moser [Ch-M]; mais ici p n'est pus une fonction réelle)

Comme dans [B]S5 on attribue at le poids 2 et a z le poids 1 (4 3/dt,
9/3z etc... les poids qui en découlent), et on fait un développement formel
(en fait convergent) suivant les poids croissants. Ainsi 1a singularité de B
posséde un développement selon les poids croissants, uniquement
déterminé, de 1a forme

(24)B = Z bmnpq tm zp 29 Un
avec Up =uh sin<0, up=utLogu si nz0.

On pose

(25) alt,z,Tt,l) =p(t,2,L/T)T
(26) Atz T =ed=1+a+a2/2+.
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ou les variables T et C, correspondant aux dérivations 4/9t, 3/0z, sont de
poids respectifs -2, -1

(2.7) A = A1,2,31,32)

(Cest une serie formelle doperateurs microdifferentiels de poids
croissants. On a noté 8y=a/4t, 8,=0/92.)

Comme on a montré dans [B]SS. il résulte de Ta formule de Taylor gu'on
a (toujours en développant suivant les poids croissants)

(28) LogU=A Logu
d'ou
(29) B=cste tA-T(y-3)

Les termes logarithmiques de B (n>0 dans le développement (2.4))
proviennent alors des termes de degré <-3 en (t,0;) de 1A' En effet A
comme nimporte operateur micro-differentiel posséede un développement

en termes de poids croissants :

(210) A = 7 amnpq tM 2P (387707 (neZ, m,p,q20)

-3,-3

et on a en outre A"u™ = cste Log u, et si f est nimporte quelle

(micro)fonction, (aza;_')qf(u) = ZIf(u) , de sorte que les termes
logarithmiques de Au™3 sont ceux pour lesquels on a ng-3.

Dans le décompte des termes qui figurent dans ces développements on
peut encore raffiner en introduisant un bipoids: w2(z)=(1,0), wx(Z)=(0,1),
walt)=wo(t)=(1,1). Pour démontrer le théoréme, nous examinons les
termes de bipoids (0,0) et (1,1) de G (coefficient du terme logarithmique),

dowent s'‘annuler car G s'annule necessairement de poi1ds >z sur ax g1l s'y

annule a l'ordre 2.
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Le terme en Log u provient du terme de poids 6 (bipoids (3,3)) de tA-".
Comme a est de poids 4, donc a2 de poids 8>6, on peut pour le calculer
remplacer A par 1+a, et tA-1par 1-t(a(x,D)). Le seul terme qui intervienne
est donc a4 2° T T3 ; le terme correspondant de A" est paq 332% 67°
dont le terme de deqré -3 en (32,0t) est 4! paq aﬁ. (On a posé p4q=p44(0).)

L'examen des termes suivants fait intervenir les termes de poids 8,
de degré <-3, de A-'. Pour les examiner on peut négliger les termes de
poids >8 , ie. remplacer A par 1+a+a2/2 . On constate que les coefficients
de t Log u, ZZ Log u, u Log u sont combinaisons linéaires de 44, Pss , et du
produit pp4p42 (@avec p4q=01p44(t=0)). L'examen du terme en t Log u montre
aussitot qu'on doit avoir p4q=0 si G s'annule de poids >2 sur 9X. L'examen
des termes en zZ Logu, ulLogu fournit alors deux relations linéaires non
proportionnelles entre pss et p24042 . Ces deux quantités doivent donc
s'annuler si G s'annule de poids >2 sur aX.

$3 Ein de 1a démonstration

Dans notre situation paget p4p sont conjugués. I1s sont donc nuls tous

les deux.
Lemme -~ Soit 90X wune hypersurface analytique réelle, strictement

pseudoconvexe. On suppose qu'en tout point de aX les coefficients P24, 042
de 13 forme normale de Chern-Moser s'annulent. Alors dX est localement

holomorphiquement équivalent a 1a sphére (ou au paraboloide).

Voici une premiére démonstration: E.Cartan [C], dans le cas n=2, et
Chern et Moser [Ch-M] dans le cas général ont introduit une connexion (au
sens de Cartan) associée a toute hypersurface strictement pseudo-convexe
suffisamment différentiable. Cette connexion se présente ainsi: on
introduit le fibré des repéres P, fibré principal de groupe le sous-groupe
HcPU(n,1) des automorphismes holomorphes de la boule qui fixent le
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vecteur (1,0,0.) de 1a sphére. Un point d'une fibre Py est une classe
d'équivalence de systémes de coordonnées: t (mod.my3), z (mod.my2), telle
que t+t+27 € my3 (ou my désigne 1'idéal de définition du point xedX). La
connexion Q est une |-forme équivariante sur P, a coefficients dans
su(n, 1), dont 1a forme de courbure K = dQ + QAQ satisfait a une condition
convenable, qui détermine complétement Q (cf.[C], [Ch-M], [Ku]). La
courbure est nulle si et seulement si aX est localement équivalent a la
sphére. ICi P24, P42 Sont des coefficients de 1a courbure, et on constate en
examinant les formules de [C], [Ch-M], ou [Ku] que les autre coefficients
(en fait il n'y en a qu'un) en sont de dérivées covariantes. D'ou le lemme.

Remarquons que pour cette démonstration on n'a besoin que de
'égalité p24=p42=0, et des identités qui en résultent en dérivant une fois.
Ceci ne fait intervenir qu'un nombre fini de dérivées de 9X (7 pour la
définition de po4, P42 et de leurs dérivées, 10 pour que les relations entre
P24p42 €t pss aient un sens, et encore gquelgues unes de plus pour gu'on
puisse pousser le développement asymptotique de B assez loin pour
démontrer ces relations).

Voici une autre démonstration plus ‘elémentaire’ (qui n'est en fait
qu'une traduction en termes un peu plus tangibles de 1a démonstration

précédente). Notre surface dX a pour équation

(3.1) U=tetezZ+p
OU 0 = po5 2225 *+ 342324 + 0432423 + 052 2522 + .. est nul d'ordre >6.

Effectuons un changement d'origine complexe infiniment petit:
nouvelle origine de coordonnées (0,,0,) (dans C"xCM), avec [,2=(2=({=0.
A partir de cette nouvelle origine I'équation s'écrit

(3.2) (t+02) + (T+0Z)+ 22+ 0,0 L+ 330 C

équation qu'il s'agit de remettre sous forme normale. |ci notre équation est

une perturbation d'ordre 6 de la forme canonique et un calcul élémentaire
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montre que les coefficients de 2274 et z9Z2 sont inchangés lorsqu'on passe

ala forme normale. Ce sont donc

(3.3) Sops5C+ 30340 (pour z279)
et 30430 +5Sps20 (pour z972)

Ces quantités doivent donc étre identiquement nulles. Une récurrence
facile montre alors de méme quon doit avoir pp+1,q=Pp,g+1=0 Si Ppg €St
identiquement nul. Ainsi p est identiquement nul (son développement de
Taylor est nul), et I'équation de 9X se réduit a celle du paraboloide, qui est
équivalent a l1a sphére.

§$4 Cas des domaines de Reinhardt.
Localement un tel domaine est équivalent a un cylindre
F(Re z1,Re z2)<0

(convexe si le domaine initial est pseudoconvexe).Dans ce qui suit on pose
x=Re 2, y=Re z,. On note [ 1a courbe F(x,y)=0, correspondant au bord du
cylindre. On constate facilement que 1es courbes I" provenant d'une sphére
sont les transformées par affinité de la courbe d'équation y=Log ch x, et
les courbes limites y=eX, y=x2 Elles forment une famille & 6 paramétres,
et sont les solutions d'une équation différentielle d'ordre 6.

Au contraire 1a condition Glgx=0 (p44=0) se traduit par une équation
differentielle d'ordre 8. 11 y a donc localement des solutions de cette
deuxieme équation qui ne sont pas solutions de la premiére (il ny a
néanmoins pas d'autres solutions “globales”, comme ont montré D.Boichu et
G.Coeuré).
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SS Terme logarithmique de la solution élémentaire de 1'équation
de Schrodinger.

Comme I'étude du terme logarithmique du noyau de Bergman et des
invariants qui doivent y intervenir est compliquée, j'ai voulu regarder
d'autres cas ou un terme logarithmique se présente de fagon naturelle. En
voici un: on considere sur R (n pair) un opérateur de Schrédinger A-V(x) ,
avec V analytique. On sait qu'un tel opérateur admet une solution
élémentaire de 1a forme
F(x,y)
-2

(5. 1) E(x,y) = + G(x,y) Logr

ol F et G sont analytiques. On a posé r=(3 (xi-y{)2)'/2 , de sorte que r2 est
analytique, nul sur le céne complexe isotrope 2 (xj-yi)2=0 (cbne
caractéristique).

La question est alors la suivante: pour quels potentiels V a-t-on
G=07 Par exemple pour n=2 cela n'arrive jamais (le logarithme est déja
présent dans le terme dominant), et pour n=4 on a G=0 si et seulement si
V=0 (si 6=0, A et A-V ont méme parametrix donc I|'opérateur de
multiplication par V est de degré -oo, ce qui implique évidemment V=0).

Voici un résultat élémentaire, dont je n'ai pas trouvé de trace dans la
littérature.

Proposition 1.- Soient

(x2-1/8)2,
(x2-1/8)"1(y2-1/8)"1.

(52) V(x)

v(x,y)

Alors (pour nz2,4) A-V apour solution élémentaire

v(X,y) )
2(n-4)rn-4

e
(53) Exy)=c¢ (i -
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(avec ¢=-I(n/2)/(n-2)1"V2, la constante qui figure dans la solution
élémentaire de A)

On vérifie en effet élémentairement qu'on a (A-V)E = O pour xzy.

On peut encore transformer par similitude le potentiel ci-dessus. On
obtient les potentiels

(5.4) (alx-%0)2-1/82)72 (a€C, xo€CM
et alalimite 2 (E.(x-xg))™2 (avec xo,E€CN, 2.E52=1)

Proposition 2.- Pour n=6 les seuls potentiels V tels que la solution

élémentaire de A-V pe comporte pas de terme logarithmique sont les
potentiels ci-dessys (formule (5.4)) '

La démonstration est elle aussi élémentaire. En voici une esquisse.
Dans le cas n=6 on cherche une parametrix de A-V sous la forme

=c(d - W
E=c(3-232)

On a pour x=y

(A-V)E = [5, (-V+w+rdw/ar) - 5%2 (A-VIw

ol on a posé ra/ar = 2 (xj-y;)8/dx;
I1 faut donc que -V+(1+rd/dr)w s'annule sur le cdne isotrope. On
choisit w de sorte que (1+ra/ar)w=V, ce qui le détermine uniquement:

wix,y) = 2. VI (y) (x-y)x/oclClodl+ 1)

I1 faut alors que pour ce choix de w, (A-V)w s'annule sur le cdne isotrope.
Pour x=y cela donne

AV=3V2

En dérivant deux fois cette relation on obtient
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(AV)" =6 VV"+ 6 V2

En dérivant deux fois 1a relation (A-V)w = O(r2) puis faisant x=y, on
obtient la relation

175 (AV)* - 4/3 V" + V2 | 1d

(le membre de gauche est proportionnel a la matrice des dérivées secondes
de r2 pour x=y, C'est a dire 3 1a matrice identité)
Eliminant (AV)" on obtient

2/3 VW' -v2 | 1d
c'est a dire, pour Vz0
(v-12y" | 1d

Or pour n32 la relation ¢" | Id implique aussitdt que ¢ est un
polynéme du second degré, de 1a forme alx|2 + b.x + ¢ (les dérivées mixtes
sont nulles donc ¢ est de la forme Z¢j()(j), avec ¢'{(xi)=¢'j'(xj-), donc les
¢l sont toutes égales a une méme constante si leur nombre est >2).

Le cas a=0 correspond a Ia premiere ligne de 1a formule (5.4), le cas
a=0 a la seconde. (Il reste a ajuster une constante, ce qui ne présente
aucune difficulte.)
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ERRATA
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- p. XXII-2 ligne 5 lire I. Ramadanoff au lieu de I.P. Radamanov

- p. XXII-11 ligne 21 lire I. Ramadanoff au lieu de I.P. Radamanov




