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1.Introduction

1.1. Le problème

Nous étudions la structure 2-microlocale de la paramétrix du problème de Dirichlet pour
un opérateur du second ordre, au voisinage des points diffractifs (ou glissant). Le problème
modèle qui est étudié est le problème de Dirichlet pour l’opérateur des ondes à l’extérieur (ou
l’intérieur) d’un ouvert strictement convexe.

Soit M une variété réelle à bord analytique de dimension n et P un opérateur du second
ordre à coefficients analytiques sur M. On suppose que le bord DM n’est pas caractéristique pour
P et que le symbole principal de P est réel. Soit x. E DM. Quitte à multiplier et à conjuguer P par
des fonctions qui ne s’annulent pas en xo , on peut trouver des coordonnées analytiques réelles
au voisinage de xotelles que M soit donné par xn &#x3E; 0, DM par xn = 0 et

L’opérateur R est du second ordre et à coefficients analytiques dans U’x ]-a,a[ où U’ est un

voisinage ouvert de x§ e et a &#x3E; 0. On pose 0 = U’x]0,a[ et Da = Désignons
par

le symbole principal de P.

On suppose que l’opérateur tangentiel est de type principal réel. Plus

précisément, on suppose que

Nous considérons des solutions u E D’(~) du problème de Dirichlet

Dans l’espace cotangent au bord de S~, les régions elliptique, hyperbolique et glancing sont
définies par
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Nous considérons la région diffracrive

et la région glissante

Dans le cadre analytique, les résultats de propagation des singularités microlocales au

points de 9t ont été obtenus par Sjôstrand, [14]. Ces résultats prouvent que les singularités
analytiques se propagent dans l’ombre contrairement aux singularités C_, [4,12,13]. Lebeau,
[ 10], a montré dans la cas général que la transition a lieu pour les singularités Gevrey 3. Le

point de vue 2-microlocal que nous considérons ici permet des constructions complètes et

explicites de paramétrix contrairement au point de vue microlocal. De plus, grâce aux relations
liant premier et second front, on peut déduire les théorèmes de propagation du premier front à

partir des résultats 2-microlocaux obtenus.

1.2. Descrij2tion des résultats

Les ensembles 9 + et 9 - sont des variétés involutives de codimension 1. Nous pouvons
donc étudier le second front d’onde de la dérivée normale des solutions sur V o = ~ + ou 9 _ . Si
u est une solution du problème de Dirichlet, on peut définir

Le second front d’onde est étudié dans [9,10], [7] et nous en rappelons la définition dans la
section 3. Nous décrivons la construction de paramétrix 2-microlocales du problème de Dirichlet
en tout point de 9 + ou de 9_ et nous en déduisons les théorèmes de propagation du premier et
du second front d’onde analytique.

Puisque Vo est de codimension 1 et que le second front d’onde est conique, on peut
distinguer en tout point pô de Vo deux directions normales. On définit la direction normale v
elliptique (resp. hyperbolique) à Vo en p~ par la condition dro (p o).v &#x3E; 0 (resp.  0).

Dans le cas diffractif, on peut encore introduire la variété
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Le flot hamiltonien de p définit une transformation symplectique pour tout s, donc V est une
sous-variété involutive de T*(Q) de codimension 2. Nous pouvons donc aussi définir le second

front d’onde analytique de u

sur V. Puisque Pu = 0, on a

où

en vertu du théorème de Sato-Hôrmander 2-microlocal. Ainsi, en tout point de V, seules deux
(2)directions normales à V peuvent appartenir à (u) car V est de codimension 1 dans Z. La
’’0

définition des normales elliptique et hyperbolique s’étend par continuité dans Ty (1:) au
voisinage de xn = 0. De plus, les normales elliptique et hyperbolique se propagent dms Q le

long des courbes bicaractéristiques de p en vertu des théorèmes de propagation du second frond
d’onde dans ~.

Dans le cas glissant, il n’y à pas d’analogue à la variété V car les courbes bicaractéristiques
issues de 9_ quittent U x [ O,a[. 

’

Dans le cas diffractif, le résultat principal de propagation des singularités que nous
démontrons est le suivant.

Théorème 1.1. On suppose que u est une distribution dans 11 solution du problème de

Ditichletetque po = (x’ , ’.) E 9+. Alors, pour tout s 0 assez petit, la directr’on normale
appartr’entà WF (2) u) si et seulement si la0 0 a, V 0 (

direction normale hyperbolique (resp. elhptique) à V dans E en

appaffien t à WF (2) (u) - ’

Ce théorème exprime que le second front d’onde analytique ne se propage pas dans
l’ombre contrairement au premier front. En ce qui concerne la propagation, il n’y a pas ici de
différence entre les directions normales hyperboliques et elliptiques. La différence entre les deux
cas réside dans les fonctions poids qui estiment la solution asymptotique dans xn &#x3E; 0. Dans le
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cas elliptique, le poids est diminué par un terme de l’ordre de 93dès que x n &#x3E; 0.

Comme corollaire, le théorème 1.1 fournit une version unifiée des théorèmes de

propagation dans l’ombre du premier front d’onde, Sjôstrand [14].

Corollaire 1.2. On suppose que u est une distribution dans Q solution du problème de
Dirichlet et que p ô = (x~, ç~) E ~ + . S’il tel que

alors il existe il &#x3E; 0 tel que

Dans le cas glissant, nous prouvons le résultat de propagation suivant.

Théorème 1.3. On suppose que u est une solution du problème de Dirichlet et que

(i) la direction nonnale elliptique à V 0 en pô n’appartient pas au second front d’onde
analytique de u le long de V 0’

(ii)siladirectionnonnalehyperboliqueà V o appartient à alors il

telle qu’elle appartienne à WF2 , yo (u) en pour tout s tel quea, Vo o u

1 si  e.

Le second front d’onde analytique côté hyperbolique se propage donc le long du rayon
glissant contrairement au côté elliptique. Comme corollaire, on obtient la propagation du premier
front d’onde.

Corollaire 1.4. On suppose que u est une solution du problème de Dirichlet (1.1) etque
9_. Alors si

il existe e &#x3E; 0 tel que
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2.Phases de Fourier-Bros-IagoInitzer de seconde espèce

2.1. Phases de F.B.I. adaptées à une variété involutive

Les phases de Fourier-Bros-Iagolnitzer (F.B.I.) sont des fonctions holomorphes qui
permettent de caractériser les singularités microlocales des distributions. Le formalisme de ces

phases a été introduit par Sjôstrand [15]. Nous décrivons ici une classe de phases qui dépendent
d’un petit paramètre supplémentaire et caractérisent les singularités 2-microlocales sur le modèle
des phases de première espèce. Cette classe est suffisamment large pour fournir des solutions
2-microlocales des équations de l’eiconal rencontrées dans les constructions de solutions

asymptotiques. Nous pouvons ainsi dans la section 3 décrire la géométrie 2-microlocale de la
diffraction par des fonctions phases. Comme souvent dans l’étude des équations aux dérivées

partielles, cette description est une des clés de la construction des paramétrices.

Une phase de F.B.I. de première espèce près d’un point (y 0,1B0) de t*R nest une
fonction holomorphe cp dans un voisinage de E Cn x R ntelle que

Si ç est une phase de F.B.I. et z est assez proche de zo, il existe un point réel unique y(z)
au voisinage de y 0 tel que 

- -- - , - .- -- - _ . _ . _ -

On pose

On introduit encore la fonction poids

qui est strictement plurisousharmonique au voisinage de z.. On vérifie qu’il existe c &#x3E; 0 tel que

si y est réel. De plus, la fonction ~ p(z) E est une transformation symplectique au

voisinage de z 0 si ~~ est muni de la 2-forme Y’?3C(z) et de la forme symplectique
usuelle.
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Soit x une transformation symplectique au voisinage d’un point (y 0 ,110) telle

que = (xo ,ço) et ’1’ un phasage de x. Le graphe de x au voisinage de (x  ,Ço’ y o ~110)
est donc donné par

Alors, la fonction

est une phase de F.B.I. au voisinage de (z ,y ), z = X0 - iço’ telle que p(z~) = (Yo ~~ o ),
=1 et (y(z),11(z») : z voisin de z ) est le graphe de x au voisinage dey o

((xo o ),(yo ,110 )).

Considérons une sous-variété involutive V de T*R nde codimension k et poun point de
V. Le résultat ci-dessus permet de construire des phases de F.B.I. adaptées à V au sens suivant.

Définition 2.1. Soit V une sous-variété involutive de ’f* Rnde codimension k et p. un

point de V. On écrit z = (z’,z") E a:k x a:n- k. Une phase (p de F.B.I. en (z ,y ) telle que p(z)
= p  est adaptée à V en p o si .7z’)= 0 et p(z) E V si .7z’ = 0. Pour des raisons de commodité
nous imposerons également que = Puisque l’application z - p(z) est un

changement de variables, (9lz’ ,z") - p( 5f z’ ,z") est un paramétrage de V au voisinage de po .

La phase cp fournit donc un paramétrage de V au moyen de la sous-variété involutive de
~n formée des points (9lz’,z"). Comme le montre le lemme suivant, le rang de la projection des
feuilles bicaractéristiques de V sur la base lit sur la partie imaginaire du hessien de cp par
rapport à z. 

°

Lemme 2.2. Soit V une sous-variété involutive de codimension k de ir* R n po= 
un point de V et cp une phase de F.B.I. en (zo’Yo) E ~n x R n adaptée à V, de fonctions poids
)7z~/2 et telle que (z ) = Po’ Alors, au voisinage de z 0’ on a

et

si l7z’ = 0, F estla feuille bicaractéristique de V qui contient p(z) estla projection de F
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Soit cp une phase de F.B.I. dans un voisinage de (zo ~~ x (Rn et u est une

distribution au voisinage de y.. Suivant Sjôstrand [15], on introduit pour tout À &#x3E; 0 la fonction

holomorphe 
-

où x E est une fonction troncature égale à 1 au voisinage de y 0 et a est un symbole
analytique elliptique en (zo existe des constantes M,m,r &#x3E; 0 telles que

Dans ces conditions, pour tout z 1 assez voisin de zo, on a p(z  ) OE WFau si et seulement s’il
existe des constantes e,r,M &#x3E; 0 telles que

2.2. Phases de seconde espèce

Supposons que cp soit adaptée à une sous-variété involutive V de T*R nde codimension k
en Po = p(z.). On utilise la décomposition z = (z’,z") comme dans la définition 2.1. Suivant
Lebeau [9] et Sjôstrand [15], introduisons la transformation de seconde espèce

où sont strictement positifs. Soit a’e égal à 1 au voisinage de {y’ : r/2}
et égal à 0 dans t y’ : r } . En effectuant le glissement complexe y’ - y’+
ili dans l’intégrale, on voit que pour tout C &#x3E; 0, il existe des constantes "’0 ’ 0

telles que
- 0 -~ 0 - _

si
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De plus le vecteur = as isa’ 1 définit un élément non nul

du fibré normal à V, Ty tout 6’ o E R k 0 Le second front d’onde
analytique d’une distribution sur une sous-variété involutive est défini à partir des propriétés de
décroissance de sa transformée de F.B.I. de seconde espèce.

Définition 2.3. Soit un ouvert de R net V une sous-variété involutive de t~(~). Si u est
une distribution dans Q, le second front d’onde analytique de u sur V est le sous-ensemble

WF (2) (u) de TV(T*n) défini par la conditionr(z 1 a’ ) e s’il existe des constantesa,V V 1 1 a,V

0 et une fonction décroissante f dans telles que

si

On montre, en utilisant les opérateurs 2-microdifférentiels, que cette définition est

indépendante de la phase et de l’amplitude qui interviennent dans la transformation de F.B.I. Par

définition, le second front d’onde analytique de u sur V est un sous-ensemble fermé du fibré
normal à V privé de la section nulle. Il est conique par rapport aux directions normales de V. Si
V est conique, il est également conique par rapport aux variables de fibres deV. Sa projection
sur V est incluse dans le front d’onde analytique de u, nv u. En

général, cette inclusion est stricte.

Considérons le cas où la projection 1tp de la feuille qui contient Po est de rang k. Dans ce
cas la fonction

.2

possède le point critique x’ = z~lorsque (z, y) = (zo, y 0) et g = 0. Ce point cririque est non
dégénéré en vertu du lemme 2.2. Par le théorème de la phase stationnaire, on a

où a est un symbole analytique paramétrique en )~. Dans le cas considéré, il est donc possible de
caractériser le second front d’onde sans l’intervention d’une intégrale suplémentaire. Cette
caractérisation est associée à une phase de première espèce et valable pour toutes les directions
2-microlocales.
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Introduisons les phases de F.B.I. de seconde espèce adaptées à V. Elles ne caractérisent le
second front qu’au voisinage d’une direction normale à V mais fournissent un outil moins

rigide. Désignons par Fo la feuille bicaractéristique de V qui contient po . Nous supposons que
le rang de la projection de Fo sur IRn en poest maximum donc égal à k. Cette hypothèse n’est
pas une restriction importante et présente l’avantage d’éviter des fonctions phases singulières en

g = 0. Dans les applications, elle exclut uniquement les cas où la propagation a lieu dans les

variables ~ sans déplacement spatial.

Définition 2.4. Soit go &#x3E; 0 et ç  une famille de fonctions holomorphes définies dans un
voisinage fixe d’un point (zo ~ x n pour tout (i E ]0 g. [. On dit que est une

phase de F.B.I. de seconde espèce adaptée à V en un point

si

(i) les fonctions ç  admettent le développement

où les fonctions cpa I(P3 sont holomorphes par rapport à z,y et il existe une constante C &#x3E; 0
telle que

p et, pour z" proche de z ,D ’ 0 ’ e

est une sous-variété de (Rn de dimension k près de y  , est transversalement positif sur N z 11;
(iii) V = { (y, (z",y)) : YEN z" , z" au voisinage de Po 3
(iv) la fonction

possède un point critique non dégénéré en y 0 de signature (k,O) et ’t 0 est la classe de
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Pour définir et étudier les propriétés du second front d’onde analytique sur une variété

involutive, on peut se limiter aux phases du F.B.I. de seconde espèce qui sont des fonctions

holomorphes de z, y et g 2 Le cas plus général considéré dans la définition 2.4 est nécessaire
/ B

dans la suite. On démontre que ces phases caractérisent encore WF (2) u.q p a, V

Examinons les conséquences de (i) - (v). La fonction y - (z,y) possède un point
critique réel unique y~(z) si z est voisin de z~ et 0  J.1  J.1o. Ce point critique est de signature
(n,O), est une fonction continue de J.1 dans [0, J.1o[ et on a y.. Par analogie avec le cas
des transformations de première espèce, on pose

et

On a y 0 (z) e N  ,, donc p~(z) E V en vertu de (üi). La fonction z - p~(z) est de rang
2n-k donc un paramétrage de V. De plus, p. est indépendant de Les feuilles

bicaractéristiques de V sont données localement par

Pour tout z voisin de z., y~(z) est le point critique de la fonction N~. ~ y -7 J(P2 (z,y).
De plus, pour tout Z E Cn assez proche de z,,, la fonction p~ définit une phase de F.B.I.de
seconde espèce adaptée à V au point Te si Test la classe de

Par définition de la fonction poids, on )(z,y~(z)). En utilisant (i) on
trouve (z) = 0 donc (D.est une fonction de z" uniquement.

Si (p est une fonction holomorphe de z, y et Jl2 alors

Dans ce cas la direction normale T est donc définie par a 2 p (z)~ = o. Dans le cas général ce
n’est pas toujours le cas.
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Si (p est une phase de première espèce en (zo ,y) adaptée à V et ç est la valeur critique de

-,.... I"" l

alors (p est une phase de seconde espèce adaptée à V en tout point (w 0 ,y 0) tei que

Lorsque la projection des feuilles n’est pas de rang maximum, il est encore possible
d’appliquer le théorème de la phase stationnaire pour tout g srtictement positif fixé. Cependant la
valeur critique obtenue est singulière en Il = 0. Par exemple, dans le cas de la variété

lagrangienne V. = 1 (x’, 0, 0, ") : x’ E IRB §" e on peut prendre

et on trouve

On a ici

3. Phases 2-microlocales de la diffraction

3.1. Phases associés à l’hypersurface glancing

Soit p§ = (x~, ç~) un point de l’hypersurface V 0 = 1 (x’,~’) E T* (U) : r(x’, 0, ~’) = 0 } .
On suppose que p ~ Puisque D Xn r ~ 0, il existe des fonctions S et h telles que

au voisinage de (x~, 0, ~). On a S &#x3E; 0 au point (x’ 0,~’.) dans le cas diffractif et S  0 dans

le cas glissant. Puisque dl;’ 0, on a aussi h 0. Pour fixer les idées, nous supposons
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aÇ1 h(x~ ,~) &#x3E; 0. Au moyen d’une translation, on se ramène au cas où x~= 0. Posons 6ô =

(o, ~ ~ ). Le problème de Cauchy

possède une solution holomorphe au voisinage de p = 0 et (x’,11’) = (0,0~). Posons w ~ = i a’ 0
E Cn - 1. Le système

possède une solution holomorphe au voisinage de p = 0 et (z’,y’) = (w~ ,0). Ici aussi, f&#x3E;J.1 est
une fonction holomorphe de 0.t2 z ,z",y’). On vérifie aisément que ç  est une phase de F.B.I.
de seconde espèce adaptée à V~ en (0, - au voisinage de tout point (z~ , y~) = tel

), 1101 :# O. Dans le cas diffractif (S &#x3E; 0), cp w caractérise la normale
hyperbolique si 1101 &#x3E; 0 et la normale elliptique si 1101  0. Dans le cas glissant (S0), 
caractérise la normale elliptique si 11 01 &#x3E; 0 et la normale hyperbolique si 11 0 1  0.

3.2. Equations de l’eiconal

En prenant comme donnée de Cauchy les phases introduites ci-dessus, nous construisons
des solutions 2-microlocales de l’équation de l’eiconal associée à P. Soit G J.1 (x’ ,Çn ,11’) la
solution de

définie au voisinage de Jl = 0, (x’, ~n il’) = (0,0,6ô). On vérifie aisément que

où -a posséde le signe de r. Les valeurs critiques due 1 s’écrivent
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dans le cas diffractif et

dans le cas glissant. Les fonctions ([ et 2, . s’écrivent

où e et f sont des fonctions holomorphes et e est strictement positif en (0, ~ ~ 0). Par
construction, les fonctions I&#x3E;~ vérifient l’équation de l’eiconal

De plus, en x n = 0, I&#x3E;~ ne diffère de que par un terme de l’ordre de Jl3. 4n écrit ~~, pour 1&#x3E;;.

En général, on ne peut pas privilégier une des racines carrées de x n 
cependant des cas où il est possible de fixer un tel choix. Nous supposerons toujours 0,

g &#x3E; 0 assez petits et (x,il’) dans un petit voisinage complexe de (0,q § ) = (0,T, ) E p ’0 01 0

(Rn - 1 0. &#x3E; 0, alors l’argument de x n + Jl2"1 est toujours proche de 0 et le
signe racine carrée désignera la racine dont la partie réelle Le même choix est

possible si x n est proche d’un nombre positif et g 2 est petit par rapport à x . n Lorsque x n = 0 et
"01  0, le signe racine carrée désignera la racine dont la partie imaginaire Enfin,

si x n &#x3E; 0, "01  0 et g2 ne peut être choisi petit par rapport à une égalité où intervient la
racine carrée de x + 2 , sera valable à condition de prendre la même détermination partout
dans la formule.

La fonction holomorphe

possède un point critique non dégénéré au voisinage de (y~, Tl;) si g &#x3E; 0 est assez petit. La

valeur critique H permet de construire une solution de l’équation de l’eiconal avec une donnée
de Cauchy en xn = 0. Les points critiques de Çn ~ xn Çn + H (z’,çn ,x’) sont de la forme
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où T positif dans le cas diffractif et négatif dans le cas glissant. La valeur critique 6 qui
correspond à ~ + vérifie l’équation de l’eiconal

3.3. Géométrie 2-microlocale

Nous ne pouvons plus traiter en parallèle le cas diffractif et le cas glissant. La raison
évidente en est que, dans le cas diffractif, la courbe bicaractéristique de p issue de (0,~’ ) est
incluse dans xn ? 0 tandis que dans le cas glissant elle quitte cet ensemble.

3.3.1. Cas diffractif

On désigne par V l’union des courbes bicaractéristiques de p issues de l’hypersurface
glancing

C’est une sous-variété involutive de codimension 2 de T*(U’x]-a,a[) dans un voisinage de
car Hp est transverse à { (x’,0,~’,0) : r(x’,0,§’) = 0 } . Les feuilles bicaractéristiques de

V sont formées par les courbes bicaractéristiques de p issues d’une courbe bicaractéristique nulle
de r(x’,0,’). Pour tout x on posotif assez petit, on désigne par V x .,on laprojectionsurT*R n-1
de la section de V par l’hyperplan xn = xon. On définit ainsi une famille continue de variétés
involutives de codimension 1.

Pour tout xn strictement positif assez petit, 6 définit une phase de F.B.I. de seconde
espèce adaptée à Vx . Désignons par x~(z’) le point réel qui rend (z’,x’) réel et posons

(z’, x ~ (z’)). Il existe une fonction s = s(z’,~ ,0) telle que

Proposition 3.1. Si est assez petr’t alors la fonctions



XVI-15

est unephase de F.B.I. de seconde espèce adaptée à Vx n au point (zô , x~ (zô ,~ )). Dans
le cas hyperbolique, le poids associé est (z’) = ~~ (z’) et dans le cas elliptique., il vaut

De plus, la fonction

est une phase de F.B.I. de seconde espèce adaptée à V en tout point ~ i
si 51 zn &#x3E; 0 est assez petr’t . Son poids est

La direction normale à V associée à cette phase est tangente à S = ((x,~) : p(x,~) = 0} est
définie par Vzjy = 0.

Le fait que ’Y9 soit plus petit que 0 lorsque il.,  0 correspond à un gain de régularité
dans la région elliptique. Toutefois, ce gain est plus faible que la décroissance exigée dans la
définition du second front d’onde analytique.

3.3.2. Cas glissant

On suppose que a x n r(0,§ § ) &#x3E; 0. Dans ce cas, les courbes bicaractéristiques de p issues
des points diffractifs sont comprises dans 0. Dans le cas 2-microlocalement elliptique, il.,
&#x3E; 0, le terme qui contient (xn + purement imaginaire. Par contre, dans le cas

2
hyperbolique, il 0 1  0, il est réel si xn est petit par rapport à 112. Dans le reste de ce paragraphe,
nous supposons  0. Les fonctions 4&#x3E;~ sont alors réelles. Rappelons que dans ce cas, on
désigne par -vtl1 la racine carrée de il 1 de partie imaginaire positive. Posons

Si g est positif et assez petit, on considère la variété lagrangienne associée à tp,
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Pour tout (l &#x3E; 0, A est le graphe d’une transformation symplectique de T*(U). Cette
transformation ne differe de l’identité que par un terme de l’ordre de p,. On peut caractériser cette

transformation symplectique de T*(U) au moyen du flot de Hp . *

Proposition 3.2. Si (p ,p) E A , p = (x’,~’), alors p est la projectr’on sur T*(U) du
point où la courbe bicaractéristique de H p passant par (x’,0,~’,-~ r o (x’,~,’)) rencontre la
surface xn = 0 pour la seconde fois.

On peut paraphraser la proposition 3.2 en disant que p est obtenu à partir de p au moyen
d’une réflexion. La transformation associée à A correspond à un déplacement de l’ordre de p..
Pour obtenir un déplacement indépendant de )~, nous devons donc considérer j = [c/Jl]
réflexions.

Proposition 3.3. On pose (pl = cp et, pour tout 1,

Alors, il existe des constantes C,c,r,8,g. &#x3E; 0 telles que (pisoit défini et holomorphe dans
1 (x : Ix’l l  r-j Clgl, ly’I l  Ô,  r, Igl   c). De plus, il existe des
fonctions holomorphes h j dans les mêmes ouverts telles que

et

LI esxiste une constante C 1 telle que

Enfin, pour tout entier k, ak h~(x’,y’, ’,o) est un polynôme de degré k en j dontles
coefficients sont des fonctions holomorphes de x’,y’~’.
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La proposition 3.3 montre que la fonction holomorphe dans le produit d’un

voisinage de (0,0,11~) indépendant de j et de 1 g c } . En vertu des inégalités de

Cauchy, il existe une constante A &#x3E; 0 telle que

On sait que ak h . est un polynôme de degré k en j si Il = 0. Cependant, cette inégalitéq 9 i P

n’implique pas de bonnes majorations sur les coefficients de ce polynôme. De fait, par exemple
les polynômes

sont tels que

Cependant le terme indépendant de P 1.. vaut (-1 )kk! . Les coefficients des termes indépendants de
a k h . peuvent donc croître comme (k! )Z.

Ecrivons
_L - - 1- -

où qk- 1 est un polynôme de degré k-1 par rapport à j. Il résulte des estimations précédentes que
lak (x’,y’,ç’)1 A 1+k k! . De là,Y 

Le lemme suivant prouve l’existence d’une constante A 1 telle que

Lemme 3.4. LI existe une constante Co &#x3E; 0 telle que

pour tout polyndme Pk de degré au plus égal à k.
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Ecrivons

u les estimations qui précèdent, les séries du second membre convergent. La fonction
00 .- -

est holomorphe au voisinage de i

donc .

Posons

on obtient

où XJ.L et une fonction holomorphe dans

Proposition 3.5. Il existe 8 &#x3E; 0 tel que

soit une phase de F.B .1. de seconde espèce adaptée à V 0 si 0 ~ t  ô. La fonction poids
associée à êpJ.1 est l&#x3E;J.1 pour tout t. Si y’ (z’,t) estlepointréeltelque

et

alors p ~ (z’,0) = p ~ (z’), t -~ p~(z’,t) est une fonction analytique de t, p ~ (z’,t) se trouve sur
la courbe bicaractéristique de r 0 passant par Po(z’) pourtour t et



XVI-19

Nous avons pu réordonner les séries qui apparaissent dans l’itération de la phase (p
modulo des erreurs de l’ordre de Jl3 . En général, il ne semble pas qu’il soit possible de
réordonner les séries complètement suivant les puissances de p et gj.

4. Parametrix 2-microlocales

4.1. Construction des solutions

En utilisant les phases construites dans la section 3, nous constuisons un opérateur E qui à
tout élément de l’espace à poids de Sjôstrand associe une fonction Eu telle que

La fonction ç est la phase de F.B.I. adaptée à V 0 construite ci-dessus et est sa fonction

poids. La valeur critique par rapport à Çn qui apparaît dans la définition de 9 donne lieu ici à
une intégration en Çn le long d’un chemin du plan complexe.

Nous cherchons Eu sous la forme

avec

Le symbole a est défini au moyen d’équations de transport de telle façon que P(Eu) soit

exponentiellement décroissant par rapport à Â. Le contour d’intégration passe par le point
critique et est choisi de telle façon que l’intégrand soit exponentiellement décroissant par rapport
à la fonction poids sur le bord. Dans le cas diffractif l’intégrale par rapport à Çn est calculée de

Re in/2 où R est une constante positive et de dans le cas glissant.
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Vu la forme du développement de G J..l par rapport à ~n, on obtient des solutions
asymptoriques dont les données frontières font intervenir des fonctions d’Airy. La fonction Eu
en xn= 0 est donnée par

où q s’exprime à partir de la fonction d’Airy et de sa dérivée. Dans le cas diffractif, on a

où,c 1 etr2 sont des symboles analytiques classiques. La fonction Ai possède un développement
asymptotique uniforme dans le secteur 1 arg z I  x. Puisque

et Tl 1 e est proche d’un nombre réel non nul, on peut utiliser ce développement pour estimer q.
On obtient

Si 1101 &#x3E; 0, on choisit la racine quatrième de 111 e dont l’argument est proche de 0 et si 1101  0

celle dont l’argument est proche de ~/4. Il en résulte que q est un 2-symbole analytique elliptique
au voisinage de (0,11~). Cependant q n’est pas un symbole classique. Il possède un

développement asymptotique selon les puissances négatives de ~.g 3

On peut faire un calcul analogue dans le cas glissant. La fonction q est ici donnée par
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Dans le cas 2-microlocalement elliptique, 1101 &#x3E; 0, l’argument des fonctions d’Airy est proche
de l’axe réel positif et on peut encore utiliser le développement asymptotique de Ai. On obtient
de nouveau 2-symbole analytique au voisinage de Dans le cas 2-microlocalement

hyperbolique, 1101  0, le développement de la fonction d’Airy n’est plus utilisable. Dans ce

cas, nous recourons à l’identité

pour écrire q = q 1 + q 2 avec q 1 égal à

et q2 égal, à un terme exponentiellement décroissant près, à la même expression où on remplace
0) par w2- Il est maintenant possible d’appliquer le développement asymptotique dans les
expression de q 1 et q~. Ces deux fonctions sont des 2-symboles elliptiques.

Dans le cas diffractif ou dans le cas glissant elliptique, l’opérateur frontière obtenu est un

opérateur 2-microdifférentiel elliptique dans H _ .7(p9, ( z ~, o) TI peut être inversé dans cet espace.
Dans le cas glissant hyperbolique, l’opérateur prend la forme

et doit être considéré comme la somme d’un opérateur 2-microdifférentiel elliptique A et d’un

opérateur Fourier-intégral 2-microlocal F dont la transformation canonique est décrite par la
proposition 3.3. On peut supposer que A = I. Tout revient alors à inverser I + F 9* Cette
opération est réalisée en donnant un sens à l’opérateur
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dans l’espace H_ .7o9 @ (z 0) pour c &#x3E; 0 assez petit. L’erreur dans cette inversion s’exprime à
&#x3E; , o ,

partir de l’opérateur Fil à la puissance [c/g]. Cet opérateur correspond à un déplacement fixe
non nul lorsque g tend vers 0. Les termes d’erreur correspondent donc à des singularités
rejetées loin du point où est construite la parametrix. En utilisant cette inversion dans le cas

glissant hyperbolique, on obtient le résultat suivant

Proposition 4.1. Il existe un voisinage V de (zo ,x’ ) dans ~Z~n-1) et des constantes
E,Ô,a,Jl 0’ Â, 0 &#x3E; 0 tels que, pour tout c &#x3E; 0 

est la phase de F.B.I. de seconde espèce introduite dans la propositr’on 3.5.

4.2. Estimation des solutions

Considérons tout d’abord le cas diffractifhyperbolique . Dans ce cas, la fonction b est

proche d’un nombre réel positif, donc l’argument de x n + Jl2b est proche de 0 pour tout x n ;::: 0.

Vu la structure des courbes de passage, seul le point §§ contribue au comportement
asymptotique. Par la définition de 0  dans ce cas, on trouve

Ceci montre que la solution est 2-microlocalement concentrée sur la courbe bicaractéristique de p
sans propagation frontière.

Considérons le casdiffractifelliptique. La fonction b est ici proche d’un nombre réel

négatif et l’argument de xn + Jl2b est quelconque. Si x n &#x3E; C oJl2, l’argument de x n + 2b est
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inférieur en module à ~t/2. L’estimation (4.1) est donc valable. Dans le cas contraire, les deux

points critiques peuvent contribuer mais l’estimation (4.2) reste valable lorsque x’ est réel car les
3

deux valeurs critiques ne diffèrent que par un terme de l’ordre de Jl3.

Considérons le cas glissant elliptique . La fonction b est de nouveau positive et

l’argument de x n + J.12b proche de 0. Vu la structure des courbes de passage, c’est le point
critique §§ d’argument proche de ~/2 qui détermine le comportement asymptotique. Pour la
fonction e Il définie dans ce cas, l’estimation (4.1) est donc valable. Si en outre x’ est réel, on a

La solution est ici concentrée en un point de la frontière et exponentiellement décroissante dès

que xnest strictement positif.

Considérons enfin le cas glissant hyperbolique. Comme dans le cas diffractif elliptique, la
fonction b est proche d’un nombre réel négatif. Vu la structure des courbes de passage, seul le

point critique ç: d’argument proche de x/2 contribue au comportement asymptotique si xn est
supérieur à coJl2. Si 0 _ Co 9 les deux points critiques peuvent contribuer. L’inversion de
l’opérateur frontière par une série de Neumann tronquée donne lieu à [c/J.1] termes dans

l’expression explicite de la paramétrix. Chacun de ces termes correspond aux singularités
obtenues après un nombre fixe de réflexions. A la limite, on obtient des singularités sur une
courbe de la frontière. Posons

où ’ . (z’) est le point réel qui y’) réel. On obtient

pour certaines constantes C,c 1,o,a &#x3E; 0 si 0 ~ xn   r,  r, x’ réel, 0  Jl  g.
et ÂJl3 &#x3E; Âo’ Ici la solution est concentrée sur une courbe frontière et exponentiellement
décroissante dès que xnest strictement positif.

Les théorèmes de propagation annoncés dans la section 1 s’obtiennent par des arguments
de dualité qui utilisent ces solutions asymptotiques du problème de Dirichlet.
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