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INTRODUCTION.

On cherche à décrire la régularité microlocale d’une solution réelle

u E HSI oc (~) , s étant suffisamment grand, et li étant un ouvert de de

l’équation

, 

00

où F est une fonction C de ses arguments. On supposera dans tout ce

travail que p (x 1) = £ est un polynôme strictementq m ’ 
jaj=m a ’ ’ ) 

’ S *in 
p Y

hyperbolique par rapport à , , et que l’on a une situation d’évolution,
c’est à dire que toute bicaractéristique de p m issue d’un point de ’1 + =
n fl (X  °) coupe li- = ~U(x.0).

J.M. Bony a démontré dans [6], grâce à la construction du calcul

paradifférentiel, que les singularités microlocales Ho , pour 0 2s-s ,
o

avaient un comportement linéaire vis à vis de la géométrie des bicaractéristiques
de p .

m

De nombreux résultats s’affranchissant de cette limitation ont été

obtenus, d’une part sous des hypothèses de régularité conormale par rapport

à une ou plusieurs hypersurfaces dans le passé, notamment par S. Alinhac

(voir [1][2][3]), J-M Bony (voir [7] et [8]), et R. Melrose et N. Ritter

(voir [13]), d’autre part en dimension 2 par P. Godin (voir [12]), J. Rauch

et M. Reed (voir [15]), ainsi que dans [9].

Le but de ce travail est de contrôler l’interaction des singularités

jusqu’à 3s-si c’est à dire de démontrer une majoration du front d’onde
Ho ’ o  3s-s d’une solution de (E) à partir de la connaissance du front

d’onde d’ordre a dans le passé. On peut illustrer ceci par le schéma suivant :
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Les premiers résultats en ce sens ont été obtenus par M. Beals dans [4] et

[5] où il démontrait la propagation de la régularité Ho pour o  3s-Zs 0
dans le cas des équations semi linéaires d’ordre 2 ; il exhibait dans [4]

un exemple montrant que, dans ce cadre, les résultats obtenus étaient ,

essentiellement optimaux.
Nous commencerons par énoncer précisément le théorème de régularité

décrivant le contrôle de l’interaction ; ensuite, nous en donnerons quelques

corollaires et illustrations, notamment en introduisant la notion d’onde

lente ; puis viendra la construction d’un calcul symbolique bilinéaire de

type paradifférentiel permettant de préciser le théorème de paralinéarisation
de Bony et Meyer ; et enfin, nous appliquerons cela grâce à un lemme rendant

compte de la géométrie de la variété caractéristique pour conclure.

1. ENONCE DES RESULTATS.

L’énoncé du théorème de régularité nécessite la définition préalable
des ensembles prenant en compte la propagation et l’interaction des singularités.

Dans toute la suite u désignera une solution Hs (2), réelle, deioc

(E) avec s &#x3E;1 + m + 1-d, d valant 2 si l’équation (E) est semi-linéaire,2

1 si elle est quasi linéaire, 0 sinon.

Définition 1.1. FQ est la réunion des bicaractéristiques d’avenir issues

de points de WF cr (u) fl Car pm fl (x 1  0) ; où WF cr (u) désigne le front d’onde
Ho de u et Car p 

M 
la variété caractéristique de p .

m m

Il résulte du théorème de propagation de Bony démontré dans [6]

que, pour tout a  2s - n - m + d-1, F = WF (u) lCar p .2 cr cr m

Il est bien connu que des singularités de directions non opposées

interagissent par enveloppe convexe. De plus, M. Beals a démontré dans [4] que,

dans certains cas, l’interaction de deux singularités HS de direction opposée

(s &#x3E; s o ), ne produisait pas de singularités H3s-sl hors du plan tangent
à Car p m en cette direction. Cela conduit à définir G 

a où -G aix est la

réunion des lorsque = cr + E.2 ’ et des plans tangents en
crll’-x °2x

à Car p j m x lorsque 1 parcourt F cr n) . 
. De façon plus concise ;

! 
- -t- _ ’y24
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Mais, cet ensemble est légèrement trop petit.

Définition 1.2. (i) G(1) est l’ensemble des (x ) E T*0 tels qu’il existe
, 

2013.201320132013201320132013201320132013 Q

l et 2 de directions non opposées tels que E R+ I 
+ E + 2 et que,

p our tout tel q ue n 2 + o. 1 6 Failx ou 2 E Fo 21X 
.

B . 21x
( ii ) G(2) o est l’ensemble des tels q u’il existe n dans F 

w 12+4 x

w-

- -

Remarquons que G c G c f1 G .

a cr 

Les singularités ainsi créées par interaction vont à leur tour se propager,

d’où la définition suivante.

Définition 1.3. H o désigne la réunion des bicaractéristiques d’avenir issues

des points de G (Y fl Car p m .

Théorème 1. Soit u une solution réelle s &#x3E; n + m +I-d de l’équation
201320132013201320132013 loc 2

(E), on a, pour tout a3s-n-2m-2-2d :

2. COROLLAIRES ET ILLUSTRATIONS ; NOTION D’ONDE LENTE.

2.1. Cas des équations d’ordre 2.

_ Corollaire 2.1. Soit u une solution de l’équation (E) supposée

d’ordre 2, s&#x3E; + 3 -d ; soient (x,) un point caractéristique de p et r
2 m

la bicaractéristique issue de (x,), on a, pour tout a  3s -n-6+2d :

si u E H(x,g), alors 

Ceci résulte du théorème 1. par le fait que Car P21x est convexe et donc que
si T  3s-n-3+d, G 

T 
fl Car p - ~ . Remarquons de plus que ce corollaire

contient les résultats et la conjecture de [5].

2.2. Ondes lentes.

Définition 2.2. (i),on dit qu’une hypersurface caractéristique est lente
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s i , pour tout (x,~)6N*X , T (Car = R * ~ .

(ii) On appelle onde lente d’ordre a une distribution v telle que
. n

, 
E étant une hypersur-

face lente.

La terminologie "onde lente" se justifie par le fait suivant :

soit 0. - à 2 t = ci A avec c 
1 &#x3E;C 2 ; si Z est une hypersurface caractéristique

i t i 1 2 yp

pour El2 alors elle est lente au sens de (i) pour l’opérateur 0102 .
Remarquons que, dans le cas d’un opérateur d’ordre 2, toute hypersurface

caractéristique est lente.

Corollaire 2.2.1. (Evolution d’une onde lente). Soient u une solution réelle
s n

IL () de (E) avec + m+1-d et E une hypersurface lente pour p :loc z m

si u est une onde lente d’ordre a par rapport à E dans le passé, elle l’est

aussi dans l’avenir.

Corollaire 2.2.1. (Interaction d’ondes lentes). Soit u comme ci-dessus et

soit Z = une famille de N hypersurfaces lentes ne se coupant

pas dans le passé. On suppose que u est une onde lente d’ordre J par rapport

aux E. i dans le passé ; alors

Nous allons maintenant donner une illustration de ces corollaires dans un

cas particulier.

2.3. Equation des ondes à deux vitesses. On va considèrer une solution réelle

u , H s (ù) de l’équation f est une
loc Co T 1 2 ’ 

0

fonction C de ses arguments. Le corollaire 2.2. assure que si C. i désigne
le cône d’onde associé à D, 1 issu de 0 , on a, pour toutci -- 3s-n-6 ;

Si u est une onde lente d’ordre c par rapport à C2 dans le passé, alors elle
l’est aussi dans l’avenir. Par contre, on démontre dans [10] qu’il existe
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une solution u 
Hs (lR3) 

s’ 
5 
de u - 

au2 
avec S E 

C(+) 
telleune solution u H loc (R) , s &#x3E; 2 ’ de El 1 El 2 u telle

loc ’ 2 1 2 o t

que, dans le passé 1 et telle que l’on ait la configuration

suivante dans l’avenir :

Cela signifie que les phénomènes que prétend limiter le théorème 1 se produisent
avec une intensité proche du contrôle donné par le théorème.

Le corollaire 2.2.2. est illustré par l’exemple suivant. Soit u une

solution réelle Hs (~3) solution de (E sur l’ouvert ]0 ~[ x:R2 ; on
loc T) ’ 

c 2 
’

représente alors le phénomène par le film suivant qui dessine les singularités

1 

à t = este.
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Les singularités créées par interaction se propagent rapidement

, c’est la fin de l’interaction.
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chaque type de singularité se propage à sa vitesse, il n’y a plus d’interaction.

Tous ses corollaires reposent sur le calcul des ensembles H 
T 

définis ci-dessus ;
T

cela est laissé au lecteur. Signalons cependant que l’interaction cesse pour
la raison suivante :

Dans l’espace des fréquences, on a les situations suivantes.
-
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3. ° CALCUL PARADIFFERENTIEL BILINEAIRE ET PARALINEARISATION PRECISEE.2s-s
Le but de cette partie est de contourner la limitation à H 

0

du calcul paradifférentiel, limitation qui provient, d’une part du théorème

de paralinéarisation de Bony-Meyer, d’autre part du fait que les opérateurs

paradifférentiels sont définis modulo un opérateur envoyant Hs dans
2s-s
H ° . . La démarche est la suivante : après avoir défini un calcul bilinéaire

et une classe d’opérateurs bilinéaires jouissant d’agréables propriétés de

composition, on précise la définition du paraproduit, puis on démontre un

théorème de paralinéarisation précisée.

3.1. Calcul symbolique aradifférentiel bilinéaire. Ici p désigne un réel

strictement positif non entier. Pour des raisons techniques, on est obligé

de restreindre la classe des opérateurs paradifférentiels de Bony.

Définition 3.I.1. (i) Em est l’ensemble des fonctions a(x,), somme, pour
20132013201320132013201320132013 

_p

j variant de 0 à [p] , de fonctions a.(x,) homogènes de degré m-j en~ pour j~j &#x3E; 1 , et telles J~ pour I~I ~ 1 , et telles que:

(ii) ¿m,m 
, 

est l’ensemble des fonctions a(x~~r))~ somme pour j variant de

0 à 
p P 

] , de fonctions a . (x , g , n ) , 
C oe 

en ( E ,n ) pour ) g+n ) &#x3E; 1 , telles que :o à [p], de fonctions a.(xn) C en (,n) pour telles que :
J

Soit telle ue pour tout
1 1 -

et Suppx

X E ¿’ et si alors x(,n)a(x,+n) .

p ~ p 

Soit T une application Cao de R B{(0,0)} telle que
_, -’-.l 1
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On associe à une telle fonction T un paraproduit sur IR n noté encore T

par la formule suivante, pour u et v dans S ,

Pour les propriétés opératoires de T dans les H , voir [6] .

2013 .1 2. 
’ 

T r r duit sur n et a on3 1 2 Soient T un paraproduit sur mn et a e z’ , onDéfinition 3 . Soient T un paraproduit sur R 
n 

et a E , on
20132013201320132013201320132013 

P

définit, pour u et v dans S , T a(u,v) par : 
p

a

Les propriétés opératoires de ces opérateurs, ainsi que leur invariance vis

à vis du paraproduit choisi pour les définir sont résumés dans le théorème

suivant :

Théorème 
- 

3.1.1. Soient T et T’ deux paraproduits sur et a ,

alors, pour tout (s,t) tel que s+t &#x3E; m. on a

La démonstration de ce théorème s’effectue à l’aide des techniques de découpage

dyadiques de Littlewood-Paley et de cassure des symboles exposées dans [11] ;

voir [10] pour les détails.

Il convient maintenant de définir une opération dièze entre symboles bilinéaires

et symboles usuels et de démontrer les formules symboliques correspondantes.

Ces définitions sont justifiées par le théorème suivant
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La démonstration de ce théorème utilise les techniques de découpage dyadique et

de cassure des symboles ; elle est longue et assez technique ; nous renvoyons

à [10] pour les détails.

Les définitions 3.1.1. et 3.1.3 se localisent de manière claire. On peut

alors définir les opérateurs bilinéaires sur un ouvert.

- ,

Définition 3.1.4. Soit n un ouvert de on dit que AE Op 7,m’m (R) si
2013201320132013201320132013 P

et seulement si les trois conditions suivantes sont réalisées, pour tout

(s,t) tel que s+t &#x3E; m :

(i) A dans ?’?)
loc loc

(ii) A vérifie une condition de type support propre.

(iii) il existe a (ù) tel que, pour tout compact K de R , toute

X valant 1 près p de K , et tout paraproduit T sur on ait :
o

iv) Lorsque (iii) est réalisée, on dit que a est un symbole de A .

Notons que, pour tout a Er’ (&#x26;1), il existe un Ae0p 7, m’mi (~) tel que a

P P 
,

soit un symbole de A ; de plus les théorèmes 3.1.1 et 3.1.2. se localisent

facilement. Tout cela se démontre en suivant une démarche analogue à celle de

Bony dans [6], pour les détails, nous renvoyons à [10] .

3.2. Localisation précisée du paraproduit. On veut éviter l’écuéil de l’in-

variance des opérateurs paradifférentiels.

m-

1 Définition 3.2. (i) Soit 51 un ouvert de Rn, on appelle l’ensemble

1 
’ 

des éléments de Em(g) polynomiaux en 
p

i -p 
, 

/ (ii) Soient T un paraproduit sur R , (tp. ,w.). une partition de l’unité
j J J JE

j ce de S , (X.). une suite de fonctions telle que X. vaille 1COO une suite de fonctions telle que Xj vaille 1
J J .JI. 0 J J

près de Supp(p. et 
J p
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L’intérêt de la définition apparaît dans la proposition suivante :

- ce

Proposition 3.2. (i) Pour tout compact K de n et toute X de C (Q) valant 1
0

au voisinage de K , OPPT(a) - XT a envoie les distributions 
à support compact

00 Xa m .. m
dans K dans C et ce pour tout a E pm en particulier OPP (a) E 

o p T -p

et il est indépendant de la partition de l’unité choisi modulo un opérateur

infiniment régularisant.

(ii) OPPT(a) est aussi microlocal que l’on veut ie :

pour tout c &#x3E; 0, il existe c &#x3E; 0 tel que, si Supp T c {(,r)/II£ alors
o 

. 0 
&#x3E;

WFOPPT(a) . u . c x E WF (u) n Sn-1 ) Ic .° °

La démonstration de cette proposition est basée sur le fait que, si T est

un paraproduit sur En et u et v deux distributions à support compact,

Supp Sing Tuv c Supp un Sing v , ce qui se démontre à l’aide d’intégration

par parties dans (3.1).

3.3. Théorème de paralinéarisation précisée. L’énoncé suivant précise le

théorème de paralinéarisation de Bony-Meyer en explicitant une partie du reste.

Théorème 3. 3.1. Soit 51 un ouvert de u E Hs (¿) avec s &#x3E; 2 réelle, soit
loc 2

f une fonction C au voisinage des valeurs de u ; pour tout paraproduit T

sur IR n il existe RE Op E 0,0 (S) tel que R(u,u) E H3ls-n(S¿).p 
_n 

q T loc
s- -

2

Démonstration. Après s’être ramené à un énoncé global, l’idée est de poursuivre
un cran plus loin la méthode utilisée par Y. Meyer dans [14] . On peut supposer

f (0) = 0 . On a alors, en considérant une fonction (p E Coo(En) telle que si
0

BjJ = 1 - ~ la relation suivante : v avec

q&#x3E;, 0 
0 

¿

Dans [14] , Y. Meyer écrit alors une formule de Taylor à l’ordre 2 ; ici

on écrira :
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Grâce aux caractérisations de H par la théorie de Littlewood-Paley, il est

aisé de d-montrer de E R le terme -7 «p(2 -q D)u)2f(2-’q’1D)u) pourra,
q ~ q

modulo H3s-n, , se mettre sous la forme d’un opérateur paradifférentiel

bilinéaire ; le premier terme est plus délicat ; il nécessite en effet l’étude

de f’(~(2"~ D)u) - ~(2- q+N ID) (f’(u», c’est à dire de la commutation entre

une troncature spectrale, et un opérateur non linéaire, la composition
avec f’ . Pour la démonstration complète, nous renvoyons à [10] , où l’on

démontre un théorème plus général permettant d’exprimer explicitement le reste

R(u) = f(u) - Tfl(U)* u au moyen d’opérateurs linéaires en f (k) (u), est multi-

linéaires en u , et ce, modulo un reste aussi régulier que l’on veut.

On a de plus un énoncé analogue pour les équations.

Théorème 3.3.2. Soit u solution réelle de (E) avec 
ioc 2

pour tout paraproduit T sur Rn, il existe RE Op () tel que,

2

Remarquons que ce théorème est indépendant de toute hypothèse d’hyperbolicité
sur (E). Il signifie qu’une équation non linéaire peut être transformée en une

équation paradifférentielle, non plus linéaire modulo un reste H2s-so comme
dans [6] , mais bilinéaire modulo un reste H 3s-3so .

4. ETUDE DE LA REGULARITE MICROLOCALE DU RESTE.

L’étude de la régularité microlocale du reste nécessite l’introduction

d’algèbre destinée à contenir les solutions d’équations non linéaires et qui
décrivent la régularité de la solution près de la variété caractéristique .
Cette description permet, grâce au lemme de l’hyperplan tangent de majorer
le front d’onde Ha pour reste. La propagation de cette régularité
grâce à la notion de paraproduit précisé permettra de conclure la démonstration
du théorème 1.2.

4.1. Algèbre associée a une équation non linéaire .
Définition 4.1. Soit PÉ0p Z(ii) .
20132013201320132013201320132013 

p



IV-13

Ces algèbres ont été introduites par M. Beals dans le cas où P est un
00

opérateur différentiel à coefficients C . Le calcul paradifférentiel permet
de démontrer très facilement que c que, pour tout

p

s &#x3E; p+ 2 H (P) est une algèbre, et que si Q et Q’ sont deux opérateurs

paradif f érentiels tels que P = Q.Q’ alors HS (P) c Hs (Q) . De même, on démontre

facilement la proposition ci-dessous.

Proposition 4.1. Si u solution réelle Hs (R) de (E), s&#x3E;-2 +m+l-d , alors
! o oc 2

4.2. Lemme de l’hyperplan tangent. Ce lemme va permettre de traduire l’apparte-
nance à HS(P ) en terme de régularité microlocale du reste. Comme nous l’avons

m

vu au premier paragraphe, ce qui pose problème est l’interaction de deux singu-
larités microlocales de directions caractéristiques opposées.Microlocalement

près de telles directions (x ,~ ), on se ramène facilement au cas où P est
0 o m

d’ordre 1.

le lemme clé est le suivant

Lemme de l’hyperplan tangent. Soit q E0p tel que, pour tout 

tout a E ~R , on ait a ql (x, ~) ; soient tel que

0 et d~ 0 ; soient K et K’ deux ouverts coniques

de lRn tels que :

il existe alors . un voisinage ouvert g de x
0 0

. un voisinage conique K de £
o 0

. un symbole pseudo diff érentiel À d’ordre 1 ,

supporté dans ù x K , et elliptique sur S1 K’ tel que : pour tout a+ o o ±o

supporté dans n x ± K , il existe su orté dans SZ x K X - K
o 0 POo 0 0
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Démonstration. Vu la localisation de K , il est facile de démontrer que si

K6 et ~+n E K alors :

(KS désignant l’ ens emble des g tels que 0 ) g ) - (g) g )  et ce dès que

ô est assez petit.
On peut de plus supposer que microlocalement près de 

°

00

Vu que s(x,-) = - s (x, ) on a : 
,

que d s(xO 0 = 0 et que, quitte à diminuer à , , on a
g o o ..

1 - dès que et E K si 6 assez petit et x

assez proche de x o .

oe n t .

Soit x homogène de degré 0 valant 1 près de K’ , pour £) &#x3E; support-
tée dans Kn  l i l &#x3E;§&#x3E; . on a, pour tout supportée dans R xi K ,2 - 0 0

Il est aisé de vérifier que r~0p E’(S ) #
p o

Proposition 4.2. Soit u solution réelle Hs (g) de (E) avec s &#x3E;2 +m+l-d ;loc oc 2

alors, pour tout Re 0p ?), avec p  2s , et tout~ 2

Corollaire 4.2. Soit u solution réelle HS oc (11) de (E) avec +m+l-d ,
si o3s-2m-n+2d-2 , alors 

loc 2
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Idée de la démonstration. On traduit le lemme de l’hyperplan tangent en

termes d’opérateurs, puis on itère la relation obtenue tant que le permet

la régularité du calcul, puis on applique la relation ainsi obtenue en faisant

un découpage microlocal.

4.3. Démonstration du théorème 1. Soit aE [2s - n - M-I+d, 3s-n-2m-2+2d] et
2

soit Car pm U GQ+m+1-d , (resp. C une partie continue quelconque d’une
oo m o+m+i-d

bicaractéristique r telle que F U H 1 d = 0) ; il résulte du théorème

d’ellipticité microlocale de Bony (resp. du théorème de propagation de Bony)

qu’il existe un réel à &#x3E; 0 , et deux opérateurs pseudodifférentiels d’ordre 0 ,

A et A’ tels que :

. A soit elliptique près de (x ,1 ) (resp. de C)
o o

Soit T un paraproduit tel que’le (ii) de la proposition 3.2. s’applique
avec e = 6 ; quitte à restreindre SE(A), on peut, d’après le corollaire 4.2.2,

supposer que donc, d’après la proposition 3.2 (ii),

AOPP T (p) ; le théorème d’ellipticité microlocale de Bony (resp

le théorème de propagation de Bony) assure alors que u est H microlo-
calement près de (xo0) (resp H micro localement près de C), d’où le théorème.

o o
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