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I ENONCE DU RESULTAT.

Soit (xo,x’) E R4 , x’ = (xI,x2,x3)’ 1:1 l’opérateur des ondes :

Cl - a x 2 - Q x’ ’ , et 51 un ouvert de IR4 qui est un domaine d’influence pour
x x
0

w =$1nx =0.
0

Soit u E Hs (Si), s &#x3E; 2, vérif iant l’équation des ondes semi-linéaireloc

d . ’

où peu) = L p . (x) uJ est un polynôme de u , les fonctions p.(x) étant de
J

00

classe C sur .

Théorème. On suppose que u0 et u1 sont des distributions intégrales de Fourier

de Hormander sur une lagrangienne A c T*w , , analytique. Alors pour tout réel

cr , il existe un ensemble sous-analytique, homogène, isotrope L cr c T*~
(ne dépendant que de A ) tel que (WF est le front d’onde Sobolev

d’indice o ).

Corollaire : Pour tout entier k , u est de classe Ck sur un ouvert dense
de ~ . .

Le contre exemple de M. Beals ne se produit donc jamais avec des traces

distributions lagrangiennes analytiques.

[Un ensemble sous-analytique homogène, est isotrope ssi la 1-forme

~dx s’annule sur toute courbe analytique tracée dans L] .

II IDEE DE LA PREUVE.

Soit v la solution du problème linéaire :
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Alors v E HS($1) et est une distribution intégrale de Fourier de Hormander

sur la lagrangienne L , réunion des bicaractéristiques de 0 passant au-dessus

de A . On pose

On est donc ramené à prouver le théorème pour f + . . On désigne par E+
(resp E ) la parametrix de 0 propageant vers le futur (x0&#x3E;, o) , (resp le passé) .

- 0

On suppose dans la suite qu’on a s 5/2 , de sorte que si 1loc

on a E (g.1 )ÉH( (S) . Pour tout entier £ , on décompose f sous la
+ x &#x3E;o loc +

f o rme : 
0

où a~ , s sont des éléments de à support dans définis

par récurrence par :

On obtient (5) en remplaçant f+ par l’identité

f = E (p(vl +f )). Les an sont calculables à partir de la solution v
+ + x / + Ñ

00

du problème linéaire. Pour étudier les s£ , on utilise des espaces de

Sobolev sur l’espace produit E 4 x IR4 x , . , x R4 (k+1 facteurs).

Déf inition 1. Soit (1 ... xk) E "W)4k , ‘ - B 0 etDe 1n1t10n . S01t X = x ,...,x E..IlB. , Y = T 0 et

O U d .. b 
-. 

- 

( 
1 k . -... 0’ . 

( 
k-*Une distribution b(x ,...,x ;y) appartient a Bk au point (X ,y )

,. , 
m 4k k m 4s’ il existe e égale à 1 près de Xk E égale à 1 près
o - o 

) g P

de y et F voisinage conique de n tels que

On note B - u E ’ k+ 1 , su ort (u) cOn note B k,7* == 

, support (u) c:PP

fVj, x. E cône rétrograde issu de yl et en tout point (X y )}
J 
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Ces espaces vérifient les propriétés suivantes

où l’espace de droite est le Sobolev microlocal usuel.

- Cr (gk
8 3 Si b E Bo 2013 on note E®k b l’ uni ue distribution ui vérif ie( ) ) 

k,y * ~ _ 
( )

C7 ...0 E0k(b) = b et support c {d. xi 
. 

E cône rétrograde issu de y}
x 

1 xk - 
( ) PP 

- 

1

Alors E (b) E Bk - . Si de plus
- ~~y P

0 oe . a
On pose à présent B - w Bk --* , et on définit par récurrence des

Y* 1 k~Y

sous-1-espaces vectoriels v 0 v£de B2013c , (indépendants de y*) en posant£ y
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En utilisant des intégrations par parties successives, on montre alors :

Lemme 1. Vi E~ 0, ... ,~~ , s (y) est combinaison linéaire finie de fonctions

de la forme

Soit alors Z1 les sous-ensembles de T*0 :

En utilisant les propriétés des espaces et la définition des 1

on obtient :

A ce stade, on n’a pas encore utilisé l’hypothèse sur les traces.

Définition 2. Une distribution T vérifie l’hypothèse (I) ssi le front d’onde

de T est contenu dans un ensemble homogène, sous-analytique, isotrope.

L’hypothèse (I) est stable par image directe : en effet si  R)
x y

est sous-analytique, homogène, isotrope et contenu dans 
y

{(y,n), est sous-analytique, homogène, isotrope.

Pour démontrer le théorème, il suffit donc, d’après (4) et le lemme 2, de

prouver que les a~ vérifient l’hypothèse (I), ainsi que tous les éléments

des . En utilisant un grand nombre de fois la stabilité de l’hypothèse
(I) par produit-tensoriel et image directe, on est ramené à prouver le

résultat suivant, conséquence du théorème de désingularisation analytique
réel de Hironaka :

vérifie l’hypothèse (1) .
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