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Analyse semi-classique pour 1'équation de Harper.
par
B.Helffer et JSjostrand

0. Introduction .

Dans cet exposé on s'interesse au spectre de 1'opérateur de Harper dans

12(2) , donné par H6 N hu(n) = (u(n+1)+u(n-1))/2+xcos(hn+8u(n), qui

apparait naturellement par exemple dans I'étude de 1'égquation de Schrodinger

2

dans R « avec un potentiel périodique en x et eny et avec un champ

)

magnétique constant. Ici A>0, h € R . Si h/27 est rationnel , on peut
p="

celle d'une matrice finie dependant de deux parameétres . La quantifé qui nous

employer la théorie de Floquet pour reduire 1'étude du spectre de H 61 h a

intéresse dans ce cas est 1a réunion des spectres de Hy quand  varie dans

R. Cet ensemble est alors une réunion finie d'intervalles ("bandes") fermés.

Quand h/2m est irrationnel, on montre facilement que le spectre de He

comme ensemble est indépendant de 6 . Nous sommes alors en présence d'un
opérateur de Schrodinger discret a potentiel quasi-périodique ,et ily a une
littérature mathématique et physique abondante sur ces opérateurs.
Concernant 1'opérateur de Harper on peut en particuler mentionner le travail
de Bellissard et Simon [3], qui montre que pour un ensemble dense (en fait
une intersection dénombrable d'ouverts denses) dans 1'ensemble des
paramétres (\,h), le spectre de H n'est dense dans aucun intervalle
non-trivial. Voir aussi [10]. D'autre part, le cas A=1 semble jouer unrole
important comme valeur de transition entre les cas A<1 et A>1. Dans ce cas
il ne semble pasy avoir des resultats rigoureux, mais il est conjecturé dans
ce cas que pour h/2m irrationel, le spectre est un ensemble de Cantor de
mesure nulle. Voir Azbel [2], Aubry,André [1], Sokoloff [11], Wilkinson

[12], Hofstadter [9]. Les deux derniers travaux , indiqués & un de nous par
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J.Bellissard , ont constitué une source d'inspiration particulierement
importante. Les resultats de Hofstadter sont entiérement numériques et
indiquent trés nettement la structure cantorienne du spectre .

Le travail de Wilkinson (voir aussi [13,14]) est basé sur une analyse BKW
qui fait intervenir une infinité de "puits" dans 1'espace T*R . Ces puits
interagissent par effet tunnel et wWilkinson indigue comment , en analysant
ces interactions , on tombe sur un nouvel opérateur de Harper avec A=1,
mais avec un nouvel h. Pour obtenir 1a structure compléte du spectre, on "n'a
qu'a” iterer cette procédure indéfiniment. La suite des h qu'on obtient est
donnée par le developpement du premier h/2n en fraction continue , et
Wilkinson indique que sa procédure marche si tous les h sont petits. Son
travail montre une intuition admirable , étant donné que ses arguments du
point de vue mathématique sont assez flous. Utilisant les techniques de
[6,7], étendues au cas d'un nombre infini de puits par U.Carlsson [4], nous
avons réussi a donner une version rigoureuse du travail de Wilkinson , mais a
chaque étape dans la procédure itérative i1y a une petite zone du spectre qui
demande une analyse différente (en principe faisable) et qui doit étre
exclue. Ceci nous empéche dans 1'état actuel des choses de faire une analyse

compléte du spectre.

1.Réduction a un probléme semi-classique et analyse spectrale mod O§h°°)_.

Une bonne partie de notre analyse marche aussi dans le cas A=z1, mais le
cas A=1 est celui qui est le mieux adapté a nos méthodes, et on se place

désormais dans ce cas. Si on note par Sp(He) le spectre de H, , alors on voit

e )
facilement que Sp(He)=Sp(H6+h) , et si on suppose que h>0ona UeSp(He) =

Sp(H') , ou H' est 1'opérateur dans L2(Zx[0,h[) défini par
(.1 (H'u)(k,e)zHeu(.,e)(k).

La substitution x=6+hk , permet d'identifier H avec I'opérateur
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(12) P =cos(hD)+cos x = (T, +T_,)/2+COS X ,

agissant dans L2(R) .lciD=-ihd/dx , et T, = e'ihD est l'opérateur de

translation par h. Notre probléme est donc d'étudier Sp(P)c[-2,2]. On peut

voir P comme un opérateur h-pseudodifférentiel de symbole

2

p(x,E)=CoS(E)+cos(x) . Pour O<E<2,o0na p"(E) =U Uo< , XEZT , 0U Uo< est

une courbe fermée qui entoure 21, Si E=2, on a 1a méme relation avec U o=

{2moc}. Pour -2<E<0 , on a une situation analogue. Pour E=0, p~ ! (0) est une
réunion de droites et 1'étude du spectre prés de O demandera d'autres

techniques. Si T=Toq et ¢ designe I'opérateur de multiplication par

p2TIX/N ,alors P commute avec T et ¢ et donc aussi avec les opérateurs

2

T o= %1 %2 , pour a:(oc],oc2)ez . Toute la difficulté du probléme provient

du fait que T et 0 ne commutent pas en général. Soit 2n/h=k+h'/21 , avec

Mot et

_ Jlwlopn
B = e TGT(X ,

keZ . AlorsTto=¢e
(1.3) TO(T

ou w designe la forme symplectique standard sur R2.

P commute aussi avec la transformation de Fourier unitaire,

l/QIe-ix’c',/h

(1.4) Fhu(E)=(2nh)_ u(x)dx.

On fixe un eo>0 , et on s'intéresse au spectre de P dans [80,2] , pour h>0

assez petit. Dans un premier temps il s'agit de localiser le spectre modulo

a(h™) , mais on cherche dé ja aimiter la démarche de Helffer-Sjostrand

[6,7] pour 1'équation de Schrédinger avec puits de potentiels , étendue au cas

d'une infinité de puits par U.Carlsson [4]. Soit O<eo(x,e)ec°°(n2) a support

dans [xl+[El<m , suffisamment grand pour que P-8-€,<0 dans ce carré. On

identifiera dans 1a suite un symbole a(x,E,h)€ sz{a€C°°(R2) ; axj agka =

o(h™™)} avec son h-quantifié de Weyl,
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ei(x-y)(‘:)/h
2

(15)  aux) = 2m " al(x+y)/2,8,) u(y) dy d8

]

unirormement borné dans L= st m=0. Solit alors 60( = TO(eOTO( , de

symbole eo((x,ﬁ) = eo(x—2n0(],ﬁ—2o<2) , et posons ,
(1.6) PO: P- Zazoea

Pour le symbole correspondant ; Py Onaalors po' ! (E) = UO=UO(E) , S1
80<E<2 . Combinant un résultat de Helffer-Robert [5] pour eOsE<2—Ch avec
une analyse des valeurs propres de PO dans [2-Ch,2] analogue a celle des

basses valeurs propres pour 1'équation de Schrodinger semi-classique avec

un puits ponctuel non-degeneré , on trouve ,

Proposition 1.1. Pawr h>0 assezpetit, maSp(PO)ﬂ[eOQ] =
U 0<j<Nh ){u J.}, ou chaque i est une valeur propre simple et on a

h/C<gy i -y i+ <Ch , pour une constante C>0  assez grande.

On peut en fait déterminer les Uj modulo G(h®®) , mais 1a proposition nous

suffit pour décrire les phénomeénes essentiels dans 1a suite. On peut aussi

montrer que 1a fonction propre de PO correspondant a y est

microlocalement concentrée a tout voisinage de Uo(u j) .On choisit

maintenant une des valeurs propres ; y(h)=y j(h)(h)' Toutes les estimations

dans 1a suite sont uniformes par rapport a tous ces choix possibles. Soit

\pOEL2 un vecteur normalisé correspondant , et posons Vo =T o0

_ -1_ _ a , .
Poc‘TO(pOTa =P Zﬁzoceﬁ . Alors, Po(lpo(_p Doy - Combinant des techniques
de [6],[7],[4] , avec des arguments pseudodifférentiels , on trouve,

Théoréme 1.2. Pour tout N>0 , 77 existe C, >0 te/ gue Sp(P)ﬂ[eo,2] c

N
N N
UogjeNmfl O 5+

2

. ST on choisity , ¢ 0 ¥ Comme craessus, et

SIFCL™  oesigne ]éspace spectral associé 4 Sp(P)N[y —CNhN, u+CNhN] , el
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TIF le prajecteur orthogonal surt , alors /esv o T[F Py 0(622 rorment une

bonne base dansF  au sens que tout vecteur feF  sécrit, f = ) f avec

oo
Ilfll2 ~ 2 0(|2 . La matrice V:((v(xlvﬁ)) est ae /3 forme | + &(h"°) dans

‘2’]2 1/2

L( ) . el dans Ja base orthonormalisée.d =v VvV . lamatrice ge PlF

est ae 1 forme pl+W , ou W=08(h™).

Il se trouve que les interactions qui se cachent dans W sont

exponentiellement petites et les méthodes pseudo-différentielles c™
standard ne suffigent pas pour les étudier. La premiére étape est alors
comme dans [6],[7] de développer des inégalités a poids. Si on considére un
opérateur

(2.1)  Q=(1-cos(hD))+V(x),

ol VeC(R)NL®(R) est réel, on remarque d'abord que (1-cos(hD)) =
2sin(hD/2)2. Donc, si LPEC"](R) avec ', 9" € L°(R), on trouve,

(2.2) (e‘p/h(l-cos(hD))qulp) :2(RulpIR"u ) ,u€C0°°,

P

ou u(\o:e‘p/hu , et

(23) R=-¢e" "osin(hD/2)oe = A+iB,
A=ch(9'/2)sin(hD/2) , B=sh(yp'/2)cos(hD/2) .

[ci A, B sont autoadjoints modulo G(h) et en imitant 1a procédure dans [6],

p/h -p/h

on trouve qu'il existe C>0 tel que si z€C et 0<F16L°° vérifient

(23)  V-Rez-Ch-2Ash(g'/2)°=F %sF 2,

alors,

A

(24) 2 llch(y'/2)sin(hD/2)u tpuz+( 1/AIF_+F ) q)n2 <

)

I, +F )1 e®Mep-2ul %l u Lpu2
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pour ueC*°(R), u lpze‘p/ ny.

On applique cette inégalité a Q=2-P=(1-cos(hD))+(1-cosx) avec z voisin

de v(h)=2-y(h) . Soit Uj:nx(u(j,k)) ) U(j,k):U(j,k

poids fontionnent alors bien en dehors de UUJ. ;sion fixe a>0 suffisamment

petit , alors pour |z-p(h)l=ah, on peut representer ( P—z)'] par une série du

)(u(h)) . Les inégalités a

type de Neumann, qui fait intervenir les opérateurs (P j—z)'1 , J€Z, avec

\ o0 . N
PJ:P-Zk » jek avec ek-tznkeo, ou OseOeCO est a support pres de

U, tel que 1—cosx—v(h)+60>0 prés de UO. On trouve alors les résultats

0

suivants:

(25) 5160 et si 2(sh(y'/2))Y°<(1-cosx-v(h)-8),, alors pour O<hhy

assez petit, (P—z)" est borné de norme 9(h~ ! L mp2"’L lpz.

lci L .92:{”" AT

(2.6) Si6>0et si 91, 9 vérifient 2(sh(npk'/2))2<(l-cosx—v(h)-6)+,et¢] =9,
sur UUJ., alors pour O<hsh6 assez petit,ﬂF est borné et de norme

2 2
glL= L= .
P, Py

Soit (xo,xo) I'unique point dans UO avec x0>0. I1 existe alors (xh,ah) qui

tend vers (xo,xo), une combinaison linéaire 99 des fonctionsm, F.m, F 2m,

Fh3m, a coefficients (ﬁe(ee/h

) pour tout €>0, ou
m(x):exp(i(x-xh)ﬁh—(x-xh)2/2)/h, telle que
(2.7) (goltpo)=1+(9(h°°),

(28)  F95=09,, lwl=1.

On redéfinit alors Vo comme T[Fgo et on pose vo(zTO(vozﬂFTo(go. On peut
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alors supposer que llvoll: 1, et sionutilise (2.6), on trouve,

-f(x)/h

(2.9) O-(‘)(e ), f(x)zm1n(kvO+D(2ﬂk,|X|),(k+ I )vO+D(2ﬂ(k+ 1,IxD,

pour 2k <lxl<2m(k+1).
Ici O<vO<SO:D(O,2n), et la premiére relation signifie par définition que

(1-€)f/h g/h

pour tout £>0, on alle vollz(ﬂ g(e ), h—0. De plus, on a posé

D(x,y)=I®(x)-d(y)l, ou $(x) est une solution croissante de 2(sh¢'/2)2=

(1 —cosx-v(h))+. Comme P commute avec F,_, et comme on a (2.8), on obtient

h )

la méme estimation pour Fh 0 On trouve alors pour xzp:

£>0.

(v v ~(1-evgloc-Bl/h

B) (‘)E(l)e

De nouveau les v x engendrent F, et si on passe a 1a (nouvelle) base

orthonormalisée; u_, on trouve que Fh

o u_=T u. Lamatrice de PiF

O‘ 0’ o X0
prends ators la forme,

(2.10) ((Puﬁluo()):phw,

pour un nouveau p=p(h) a distance G(h™) de 1'ancien p(h). Ici w=(w0( ﬁ)’ avec

0( O(—O et

211 w :08(1)e‘“‘€)"0‘°"5’/“.

,B
D'autre part,

-1hB,(B,-oy)
(2.12) W p=¢ 221 1 (o-P).

A priori, (2.11) semble insuffisant, mais par des astuces on montre d'abord

-(Sy*€4)/h

que Wo<,[3= O(e ), pour un € >0, si |- BI >2, et pour ch—ﬁlooz 1, on

trouve par exemple dans le cas « = 1, p=0:

-(S54*€,)/
W O:~(uol [P,x]uo()+(9(e (Sor€y) h),

?

pour X=1 oo t] t voisin de 1. On établit ensuite que UO et ch ont des

’
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expressions BKW dans un voisinage complexe de 1, ce qui permet de montrer

que
_a(e~(SptE)/N
W ol=0te ), si lod>2,
c "l (I+e)Se/h 0 C.e ~0=856/M pour tout £50, si lod=1.
£ ®,0"™
3. Itération.

Le probiéme est maintenant d'étudier le spectre de W. (2.8) montre que W

est un opérateur de convolution dans les variables ««, , et si h'=0 c'est

] )
méme une convolution dans toutes les variables. Dans ce dernier cas, on

obtient Sp(W)={GF(8):8€T2), ou GF(B)=Y foe *O=

-(Syre, )/

21f(1,0)(cos(B ] )+cos(62))+(3(e ). Le spectre est alors une bande de

largeur ~|f(1,0)]. Supposons maintenant que h'>0. Conjugant W par la

matrice unitaire; diagte’ “1%2) on obtient une nouvelle matrice que 1'on
notera désormais par W (et qui a le méme spectre), donnée par,

-ihoc, (o, -

G w B2t (ox-p),

o,p=c
qui est donc une convolution dans les variables 0(2.On arrive alors a

I'opérateur unitairement équivalent; W‘:LZ(ZXS] )—> L2(ZxS] ), de 1a forme
(3.2) Wu(ox | ,e)z(Keu(.,e))(a | ),

ou Ke est donné par le "noyau”,

(3.3) k(a] ,Bl,e)zg(a] -B | ,e—h'a‘ ),
ou,

(3.4 glax,,0)= Z(xzf(ocl,az)eie‘x?.

Le spectre de W' est égal a celui de sa restriction a Zx[0,h'[, et par 1a
substitution; x:-(e-h'oc] ) on peut identifier cette restriction de W' a

'opérateur Q: LZ(R)—> LZ(R), donné par
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_ -ikh'D
(3.5) O:zkag(k,—x)tkh.-zkezg(k,-x)e .

A T'aide de (3.4) on trouve que Q est le h'-quantifié de Weyl du symbole,

Utilisant que Fouq=wu, lwl=1, on vérifie que Q commute avec Fry s cad.

gu'au niveau des symboles:

(3.7)  Qok=Q, oU x(x,E)=(E,-x).

Utilisant (3.6) et les résultats de la section 2, on trouve,
(3.8) Q(x,E,):ZIf(l,O)l(OO(x,E)+R(x,£)),

-1/Coh

ou R est holomorphe et = O(e ) dans |[Im(x,E)l< ! /COh, pour un CO>O

assez grand, et
(3.9) Qo(x,ﬁ):cos(E)Jrcos(x)‘

Le h'-quantifié de QO est alors Ooz cos(h'D)+cosx. On peut aussi remarquer

que le symbole Q est 2n-périodique en x et en £ . Les points critiques de Q

coincident avec ceux de QO (grace a(3.7)) et on a les valeurs critiques My=

-1/C,h

-1/Ch 0", ¢= Q(,0)= (0, )=

Q(n, M= -2+6(e ), MO: Q(0,0)= 2+0(e

o~ 1/Coh

o( ).Les surfaces d'énergie, Q=E dans les cas Ee{mQ}, ]mO,CO[, {cQ},

]cQ,MO[, {Mo}, ont 1a méme structure que celles de QozE' dans les cas
correspondants (obtenues, en remplagant My Cor MQ par -2, 0, 2).
Si p'e]cQ,MQ], on peut définir une action S] (V') comme

Im[ E(x)dx, ou [-xo,xol est 1a projection de UO' ; 1a composante de

[%,,271-X,]
Q=y' qui entoure ou est égale a (0,0), et £(x) est 1a solution continue

complexe de Q(x,E(x))=y" avec (xO,E(xO))euo‘ , ImE(x)>0. On peut alors

procéder comme pour 'opérateur P a quelques modifications pres,

2

notamment en ce qui concerne les inégalités L= a poids ,et obtenir le

résultat suivant(,ou nous rappelons que eo>0 a été fixé au début de notre
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expose):.

Théoreme 3.1. // existe h0>0 , tel gue 3/‘0<hsho , 0N ait: Pour tout so' >0, 7/

exmfeho >0, te/ que pour O<h'g <ho , lensembie Sp((})ﬂ[cO 0',+oo[ est

conteny dans [CO 0 Q+C0h |, et plus précisément dans une réunion ae

-S,(uj)/h -5 (u /i

banaes quwluj—élbje ,uj+4bje ], ouy,

€
I
E/h

c& , pour tout £>0, et IM u0l<C h . /Llespectre

: . -1
[h /Coh Co], Ib jl,lb i l< C
ae P-y i aans 1a j:iéme banae est égal a celui auh'- quantirié ae

Q i '=b J(OO +R, i ), oUR; i est 2n-periodique en x, £, holomorphe et de moaule

I/Ch

, danslim(x,E)N<1/C N . /ciCA,C.. sont indépendants deh, h' , mais

0 0'~e
aépenaent ae eo' . De plus 21/ =k+h"/21, keN, et ou on suyppose

0<h"<21. (5/nh"=0, on obtient une banae exactement comme pourh'=0 auv

qebut ge cette section)

On peut ensuite appliquer 1e méme théoréme a QO+RJ et ainsi de suite.

Compte tenu du fait que 1a méme analyse s'applique en dessous de co—eo‘, on

obtient ainsi le

Théoréme 3.2. On/ixe eo>0. /! existe alors C,>0, tel que s/h/2m€lo,1[\Q

0
el h/2n aamet /e aeveloppement én fractions conlinues:
l/(q' +1 /(q2+ ] /(q3+.. ), avec qjeN, quco,

Le plus petit intervalle rermé qui contient Sp(P) est ae /a rorme J=
[—2+G(l/q‘),2—0(l/q])]. Sp(P)NJcyU

ona:

N_<] <N+J j’ oud i sont aes intervalles

rermés ae longeur z 0, avec doJ jcSp(P). J o1 se lrouve g aroite ae J i a
une aistance ~ I/q‘. JO est ge /ongec/r2so+(9(l/q]) , contenant 0 g uneé

aistance O(1/4q ] ) e son centre. Les autres banaes sont ae largeur
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e_C(j)qt , avec C(j)~1. Pour j=z0, soitx i /a ronction arrine crorssante ,

i enl-2,2). Onaalors rj(JJ)c UKJ],k' ou les Jj,k oni

les mémes propristés eto. Icia~b  signifie gue alb et b/a  sont

Qui transrorme J

majores par une constante qui ne depend Jue ae &,
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