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Analyse semi-classique pour l’équation de Harper.

par

B.Helffer et J.Sjostrand

0. Introduction .

Dans cet exposé on s’interesse au spectre de l’opérateur de Harper dans

l~(Z) , ’ donné par (u(n+ 1 )+u(n-1 ’ qui

apparaît naturellement par exemple dans l’étude de l’équation de Schrôdinger

dans R 2x,y avec un potentiel périodique en x et en y et avec un champ
magnétique constant. ici a&#x3E;0 , J h E R . Si h/2n est rationnel , J on peut

employer la théorie de Floquet pour reduire l’étude du spectre de à

celle d’une matrice finie dependant de deux paramètres . La quantité qui nous

intéresse dans ce cas est la réunion des spectres de Ha quand 6 varie dans

R. Cet ensemble est alors une réunion finie d’intervalles ("bandes") fermés.

Quand h/2n est irrationnel, on montre facilement que le spectre de He
comme ensemble est indépendant de 6 . Nous sommes alors en présence d’un

opérateur de Schrodinger discret à potentiel quasi-périodique ,et il 1 y a une

littérature mathématique et physique abondante sur ces opérateurs.

Concernant l’opérateur de Harper on peut en particuler mentionner le travail l

de Bellissard et Simon [3] , qui montre que pour un ensemble dense (en fait

une intersection dénombrable d’ouverts denses) dans l’ensemble des

paramètres (X,h), le spectre de H n’est dense dans aucun intervalle

non-trivial. Voir aussi [10]. D’autre part, le cas ~=1 1 semble jouer un rôle

important comme valeur de transition entre les cas À 1 et À&#x3E; 1. Dans ce cas

il l ne semble pas y avoir des resultats rigoureux, mais il l est conjecturé dans

ce cas que pour h/2n irrationel , le spectre est un ensemble de Cantor de

mesure nulle. Voir Azbel [2~ , Aubry,André [ 1 ] , Sokoloff f ( 1 1 ] , Wi lkinson

[ 12], Hofstadter [9]. Les deux derniers travaux , indiqués à un de nous par
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J.Bellissard , 1 ont constitué une source d’inspiration particulièrement

importante. Les resultats de Hofstadter sont entièrement numériques et

indiquent très nettement la structure cantorienne du spectre .

Le travai 1 de Wi lkinson (voir aussi i [ 13,14J) est basé sur une analyse BKW

qui fait intervenir une infinité de "puits" dans l’espace T*R . Ces puits

interagissent par effet tunnel et Wilkinson Indique comment , en analysant
ces interactions , on tombe sur un nouvel opérateur de Harper avec X= 1 ,

mais avec un nouvel h , Pour obtenir la structure complète du spectre, on "n’a

qu’à" iterer cette procédure indéfiniment. La suite des h qu’on obtient est

donnée par le developpement du premier h/2n en fraction continue , et

Wilkinson indique que sa procédure marche si tous les h sont petits. Son

travail l montre une intuition admirable , étant donné que ses arguments du

point de vue mathématique sont assez flous. Utilisant les techniques de

[6,7], étendues au cas d’un nombre infini de puits par U.Carisson [4], nous

avons réussi à donner une version rigoureuse du travail l de Wilkinson , mais à

chaque étape dans la procédure itérative il l y a une petite zône du spectre qui

demande une analyse différente (en principe faisable) et qui doit être

exclue. Ceci nous empêche dans l’état actuel des choses de faire une analyse

complète du spectre.

1,Réducti.on à unproblème semi-classique et analyse spectrale mod 

Une bonne partie de notre analyse marche aussi dans le cas Ax 1 , mais le

cas A=1 1 est celui qui est le mieux adapté à nos méthodes, et on se place

désormais dans ce cas. Si on note par le spectre de H, , alors on voît

facilement que et si on suppose que h&#x3E;0 on a 

Sp(H’) , où H’ est l’opérateur dans L2(Zx[O h[) défini par

La substitution x=8+hk , permet d’identifier H’ avec l’opérateur
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( 1.2) P = (zh+z_h)/2 + cos x , J

agissant dans L2(R) . Ici D = -ih d/dx , et ih = e est l’opérateur de

translation par h. Notre problème est donc d’étudier Sp(P)c[-2,2]. On peut

voir P comme un opérateur h-pseudodifférentiel de symbole

p(x,~)=cos(~)+cos(x) . Pour 0E2 , on a p -1 (E) = U aEZ2 , J où Ua est
une courbe fermée qui entoure 2na. Si E=2 , J on a la même relation avec U -

Pour -2.E0 , on a une situation analogue. Pour E=0 , p- 1(0) est une
réunion de droites et l’étude du spectre près de 0 demandera d’autres

techniques. Si t=t2Tt et cr designe l’opérateur de multiplication par

e2Ttix/h J alors P commute avec i et Q et donc aussi avec les opérateurs

T - T0( 1 2 , pour Toute la difficulté du problème provient

du fait que 1: et a ne commutent pas en général. Soit 2n/h=k+h72n , avec

kEZ. Alors 10 = 

où w designe la forme symplectique standard sur R2.
P commute aussi avec la transformation de Fourier unitaire,

On fixe un ~~&#x3E;0 , et on s’intéresse au spectre de P dans [£0,2] , pour h&#x3E;O

assez petit. Dans un premier temps il l s’agit de localiser le spectre modulo

mais on cherche déjà à imiter la démarche de Helf f er-Sjôstrand

[6,7] pour l’équation de Schrôdinger avec puits de potentiels , étendue au cas

d’une infinité de puits par U.Carlsson [4]. Soit à support

dans suffisamment grand pour que p-8~-E~0 dans ce carré. On

identifiera dans la suite un symbole a(x,~,h)E &#x3E; 9 J 8ka =
(9(h m)} avec son h-quantifié de Weyl,
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0 - t

uniformement borné dans L2 si m=0. Soit alors 8a = T (Xeo T (X -1 de
symbole 8cx(X’O = 8~(x-2rta ~ ,~-2a2) , 1 et posons , 1

Pour le symbole correspondant ; p0 on a alors p0 (E) = U0=U 0(E) , si
Combinant un résultat de Helffer-Robert [5] pour avec

une analyse des valeurs propres de P0 dans [2-Ch,2] analogue à celle des

basses valeurs propres pour l’équation de Schrôdinger semi-classique avec

un puits ponctuel non-degeneré , on trouve ,

Proposition 1.1. Pour h&#x3E;0 

où une valeur propre 1.,1n a

assez grande.

On peut en fait déterminer les p, modulo mais la proposition nous

suffit pour décrire les phénomènes essentiels dans la suite. On peut aussi

montrer que la fonction propre de P0 correspondant à pi’ est

microlocalement concentrée à tout voisinage de On choisit

maintenant une des valeurs propres ; Toutes les estimations

dans la suite sont uniformes par rapport à tous ces choix possibles. Soit

un vecteur normalisé correspondant , et 

. Combinant des techniques

de [6L[7],[4], J avec des arguments pseudodifférentiels , J on trouve,

Théorème 1.2. c

’l~0 ’ 

s/F el 2 desigIJe et
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TIF forment une

bonne base dans F au sens que tout f EF s f = L f v , 
dans

L(1J) . ~ dans la base = v V /2 .. de PIF

2.tnégaiités à poids et matrice d’interaction.

Il 1 se trouve que les interactions qui se cachent dans W sont

exponentiellement petites et les méthodes pseudo-différentielles C°°

standard ne suffiçent pas pour les étudier. La première étape est alors

comme dans [6],[7] de développer des inégalités à poids. Si on considère un

opérateur

(2.1 ) Q=( 1 -cos(hD))+V(x) ,

où est réel, on remarque d’abord que ( 1 -cos(hD)) =

Donc, si avec 19" E L°°(R) , on trouve,
(2.2) J

B=sh(lp’/2)cos(hD/2).
l ci A, B sont autoadjoints modulo t9(h) et en imitant la procédure dans [6] ,

on trouve qu’il l existe C&#x3E;0 tel que si ZEC et vérifient

alors,

(2.4) 
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On applique cette inégalité à Q=2-P=t 1-cos(hD))+( 1-cosx) avec z voisin

de v(h)=2-bJ(h) . Soit Les inégalités à

poids fontionnent alors bien en dehors de UUj ; si on fixe a&#x3E;0 suffisamment

petit , alors pour lz-y(h)1=ah, on peut representer une série du

type de Neumann, qui fait intervenir les opérateurs (PfZ)-1 , jEZ, avec
est à support près de

u0 tel que près de U 0* On trouve alors les résultats

suivants:

(2.5) Si &#x26;&#x3E;0 et si 2(Sh(tp’/2»2~( alors pour 

assez petit, (P-z) ~ 1 est borné de norme 0(h -1 ): »

(2.6) Si 6&#x3E;0 et si (pp 1p2 vérif ient 2(sh(~pk’/2))2( 1 =1p2

sur UUj’ alors pour assez petit,TTF est borné et de norme

Soit l’unique point dans U0 avec x&#x3E;0. I1 1 existe alors qui

tend vers (x,,x0 ), une combinaison linéaire g~ des fonctions m, Fhm, Fh2m,
Fh3m, à coefficients pour tout c&#x3E;O, où

telle que

On redéfinlt alors v0comme nF90 et on pose v =T On peut
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alors supposer que et si on uti 1 ise (2.6), on trouve,

pour 2nk,Ixl;2n(k+ 1 ).

Ici et la première relation signifie par définition que

où est une solution croissante de 2(ShP’/2)2=
( -cosx-v(h»+. Comme P commute avec F, , et comme on a (2.8), on obtient

la même estimation pour Fhva. On trouve alors pour 

De nouveau les va engendrent F, et si on passe à la (nouvelle) base

orthonormalisée; ua, on trouve que La matrice de PIF
prends alors la forme,

pour un nouveau à distance (3(ho*) de l’ancien y(h) Ici W=(w ) avec° 

D’autre part,

A priori, (2,11 ) semble insuffisant, mais par des astuces on montre d’abord

, pour un E1 &#x3E;0, et pour i , on

trouve par exemple dans le cas a 1 =1, $ =01

pour X=1 t voisin de fl, On établit ensuite que u~ et ua ont des
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expressions BKW dans un voisinage complexe de TI, ce qui permet de montrer

que

3. i tërati on.

Le problème est maintenant d’étudier le spectre de W. (2.8) montre que W

est un opérateur de convolution dans les variables (x 1 , et si h’=0 c’est

même une convolution dans toutes les variables. Dans ce dernier cas, on

obtient où 

21f( 1 ,O)I(cos(S 1 )+cos(82»+G(e -(50+£1 1)/h ). Le spectre est alors une bande de
largeur 1,0)1. Supposons maintenant que h’&#x3E;0. Conjugant W par la

matrice unitaire; on obtient une nouvelle matrice que l’on

notera désormais par W (et qui à le même spectre), donnée par,

qui est donc une convolution dans les variables (x 2* On arrive alors à

l’opérateur unitairement équivalent; W’:L 2(ZxS )- L 2(ZxS 1). de la forme

où Ka est donné par 1 e "noyau",

Le spectre de W’ est égal à celui de sa restriction à Zx[O,h’[, et par la

substitution; x=-(8-h’cx 1 ) on peut ldentifier cette restriction de W’ à

l’opérateur Q: L 2(R)-+ L2(R) donné par
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A l’aide de (3.4) on trouve que Q est le h’-quantifié de Weyl du symbole,

Utilisant que tut=1, J on vérifie que Q commute avec Fh, , J c.a.d.

qu’au niveau des symboles:

Utilisant (3.6) et les résultats de la section 2, on trouve,

où R est holomorphe et = dans 1 /C oh, pour un C~&#x3E;0
assez grand, et

Le h’-quantifié de 00 est alors Q 0= cos(h’D)+cosx. On peut aussi remarquer

que le symbole Q est 2n-périodique en x et en ~ . Les points critiques de Q

coïncident avec ceux de 0 0 (grace à (3.7)) et on a les valeurs critiques m~=

-2+(9(e- i /Coh~, Ma= Q(0,0)= 2+(9(e 1 /Coh~, c0= a(1T,O)= a(O,1T)=

surfaces d’énergie, Q=E dans les cas (col,

]cQ’MaL ont la même structure que celles de Q,=E’ dans les cas

correspondants (obtenues, en remplaçant mQ, CQ) Ma par -2, 0, 2).

Si on peut définir une action 5 j (y’ ) comme

où est la projection de Uo’ ; la composante de

qui entoure ou est égale à (0,0), et ~(x) est la solution continue

complexe de avec On peut alors

procéder comme pour l’opérateur P à quelques modifications près,

notamment en ce qui concerne les inégalités L2 à poids ,et obtenir le
résultat suivant(,où nous rappelons que £0&#x3E;0 a été fixé au début de notre
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exposé): i

Théorème 3. 1. /1 existe tel que on ait. Pour tout F. 0’ &#x3E;0, il

existe h 0 &#x3E;0 , tel que est

contenu dans et plus précisément dans une de

bandes t

’ pour tout E&#x3E;0 ’ et ’ Le spectre

de dans est égal à celui du h’ - quantifié de

Qi’ =bi(00+R 1 est en x, ~, nolomorpne et de module

indépendants de h, h’ , mais

dépendent de EO’ . Deplus 2n/h’=k+h"/2rt, kEN, et où on suppose

Oh"2il, on obtient une bande exactement au

début de cette section..)

On peut ensuite appliquer le même théorème à 0 0+R i’ et ainsi l de suite.
Compte tenu du fait que la même analyse s’applique en dessous de c Q- E0.) on

obtient ainsi le

Théorème 3.2. On fiXe Il existe alors C  &#x3E; 0, 
et h/2n le developpement en fractjons 

intervalle fermé qui contient Sp( P ) est de la forme J=

sont des interv8lles

0, ’ avec aJjCSP(P).Jj+1 à

une 1 /q r JO est de 1 /q 1) ~ contenant 0 à une

distance OU 1 /p ~ ) de son centre. L es autres bandes sont de largeur



XVII. 11

la (onction affIne 

qui f ‘ ~ i~~~~v 0/7i

a/b et b/a sont

une constante. qui ne que 
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