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§ 1. INTRODUCTION.

Soit M une variété 3 singularités Y de type du cdne ou du diédre,
oy - {ee]
Y étant les points exceptionnels, ol M~Y est une variété de classe C non

compacte.

Y={yo}

On considére alors le probléme suivant

(i) Construire une algébre A(M) d'opérateurs pseudo-différentiels sur M\Y
dégénérés sur Y de fagon naturelle avec un calcul symbolique complet et
continuité des applications A : HS M) ~ HS'U(M), A€ AM), u = ord A, ol

HS(M), s €R, est un systéme d'espaces analogues aux espaces de Sobolev,

(ii) Etudier des notions convenables d'ellipticité et construire des para-

métrices, basées sur le calcul symbolique, et la régularité elliptique.

Cette note contient une construction pour des singularité&s coniques et des diédres.
La méthode pour le cdne est motivée par la question de détermination de 1'asymp-
totique des solutions d'équations elliptiques au voisinage d'une aréte , qui

est de la forme

m.
J(Y) _p-(Y) k
(1.1) u(t,x,y) ~ I Iyt 37 10g "t
j=0 k=0 J

quand t tend vers z&ro, yEY = aréte (localement = Rk), x €X, t 6'R+. Ici
la variété est localement identifiée avec Y xK, K un cdne, KR x X, X, la
base du cOne, &étant une variété compacte de classe c” .

La démonstration de (l1.l) en général est difficile 3 cause de bifurcation des
exposants pj(y) € C. L'asymptotique (l.1) &tait donnée dans 1'article [R3].
Les opérateurs sont interprétés comme opérateurs pseudo-différentiels avec des
symboles 3 valeurs dans A (R, x X), ol A(R+X X) est une algébre d'opérateurs
de Mellin avec asymptotique continue, définie par des suites de fonctionnelles
analytiques dans €, et par des opérateurs pseudo-différentiels sur R, x X

strictement dégénérés en t=0, cf. [S1].
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Une sous-algébre plus particuliére avec asymptotique discréte &tait analysée

par Rempel et 1'auteur dans [R4],[R6]. Les asymptotiques continue et discréte
sont trés naturelles aussi pour les solutions de problémes aux limites ellip-
tiques mixtes ou d'équations qui ne vérifient pas la condition de transmission
par rapport au bord. Un calcul d'opérateurs pseudo-différentiels et de Mellin
dans ce cas &tait &laboré dans la monographie [R6]. Si 1'opérateur vérifie la
condition de transmission (cf.[Bl]), alors l'asymptotique discréte est le déve-
loppement de Taylor au voisinage du bord par rapport d la variable normale, et
1'asymptotique n'est pas spécifique de 1'opérateur. (L'algébre de Boutet de Monvel
[Bl] est une sous-algébre d'opérateurs ne possédant pas forcément la propriété

de transmission). En général, la situation est compldtement différente : la forme
des développements asymptotiques dépend de 1'opérateur. Les pairs (p.,m,+l)
correspondent aux z&ros (avec multiplicité&s) du symbole principal deJMeilin,

qui est une partie du symbole frontiére dépendant de y . Par conséquent,

(endim Y>1) il est naturel de s'attendre i ce que les zéros dépendent du para-
métre y, oi y est le variable d'aréte Y. Le probléme de la bifurcation rend
plus difficile la détermination d'une classe d'opérateurs régularisants, que 1'on
appelle opérateurs de Green. On désigne par ,AG(M) 1'espace des opérateurs de

Green G dans A(M) .

Pour le cdone M, par exemple, ils sont caractérisés par la propriété que
s * s ' . oo
Gt (M) et G H (M) est contenu dans l'espace des fonctions de classe C (MNY)

avec asymptotique au voisinage de Y, pour tout s € R.

Le schéma de preuve de la régularité elliptique est classique : En effet, si
A€ A(M) est elliptique et P € A(M) une paramétrix obtenue par inversion

des symboles complets, alors AP-I, PA-I € AG(M). En particulier, pour
Pf, ou Pf

Au = f, u € H (M) et f € C* avec asymptotique, on obtient PAu
est C° avec asymptotique ainsi que (PA-I)u, par conséquent la solution u est

de cette sorte. De plus, on obtient la méme chose dans des classes de Sobolev

avec asymptotique.

Le cas des diedres est plus complexe. Pour construire une théorie elliptique
satisfaisante, on introduit des conditions supplémentaires de type de traces

et potentiels par rapport & Y, comme dans 1'algébre de Boutet de Monvel.
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Remarquons qu'il existe de nombreux travaux au sujet des opérateurs ou des
problémes aux limites sur un cdne ou un dié&dre, cf. Kondrat'ev [Kl], Maz'ja,
Plamenevskij [M1],[M2],[M3], Plamenevskij [P1], Baouendi, Sjostrand [B2],
Niki¥ein [N1], Grisvard [Gl],[G2], Cheeger [Cl], Pham The Lai [P2],[P3],
Costabel [C2], Dauge [Dl], Melrose, Mendoza [M2], Rempel, Schulze [R3],[R4],
[R5], Bolley, Dauge, Camus [B3].

La plupart est consacrée a la question de régularité des solutions. Une certaine
notion de symbole principal de Mellin et d'algébres d'opérateurs &tait &tudiée
dans [P1] et sur la demi-droite dans [Ll]. L'article [M5] basé sur [M4] utilise
des symboles complets. La structure du calcul de [M4],[M5] est complétement
différente de [R3],[R4],[R5]. La théorie de [R3],... emploie des symboles

de Mellin complets & valeurs dans ﬁ:l(x) et des développements asymptotiques

par rapport 4 1'ordre conormal, qui tend vers - <,

Acknowledyement - The author is greatly indepted to M. Dauge (Univ. Nantes)

and A. Grigis (Ecole Polytechnique) for helping to write this article in french.

§ 2. CONSTRUCTIONS SUR LA DEMI-DROITE : Si dim X = 0 le cdne infini est la

demi—droite'R+ . Dans le cas de R, on a déji certains phénoménes généraux. On
demande que 1'algébre A(R+) contienne la classe des opérateurs différentiels

(2.1) A(t,3) = X ak(t)(-t EE) ,

k=0

~ o0 g - . - 3 3 . 3 .
ot ak'e(l CR+). On étudie 1'équation Au = f seulement au voisinage de 1'origine.

Alors si A est elliptique au sens au(t) # 0 pour tout t € ia_ et

u
OS(A)(Z) t = 7 ak(O)zk #0 pour z €C, Re z = %-, on peut exprimer une
y k=0
paramétrix P de A sous une forme, que nous allons introduire.
oo
. . -1 .

Pour cela, soit M 1la transformation de Mellin Mu(z) = Jtz u(t) dt, qui est

2 2 1 - °
un isomorphisme de L (]R+) sur L (Rez = E) et M son inverse. On pose

v _ ! Y
(2.2) opy~ (h,Y) u(t) =t° 'M h(z+y)t u(t) ,

. . . 1
j € Z+ , 0<Y<j , h(z) étant une fonction holomorphe au voisinage de Re z = -2—+Y

Soit w € Cw(ii) une fonction de troncature qui vaut 1 pour t <1 . Alors il
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existe une suite de fonctions hj (z) méromorphes et une suite de nombres
réels Yj , 0<Yj<j ’ YJ- >, ‘Yj +o quand j= ®, telles que la paramétrix P

puisse s'écrire sous la forme

@ -
2. P = w(e.t h.,v.) w(c.t) +K+G ,
(2.3) I (cJ ) oPy hyvy) wley |

j=o

oll Cj tend vers 1'infini assez rapidement quand j—+ o, K est un opérateur
pseudo-différentiel sur R, strictement dégénéré 3 t=0 (i.e, indéfiniment
plat en t= 0), et G est un opérateur de Green, c'est-d-dire un opérateur

* . . 2 © S 12 et .
tel que G et G soient continus L(b) (]R+)+CP(]R+), ot L(b) (]R+) ={u€l (:)RQ :
supp u borné } et Coo(]R+) est défini comme la limite inductive d'espaces CP(IR+)

1

i = . < = - r
pour toutes suites P {(pj ,mj)}. . pj €C, Re pJ <3 Re pJ+ ®© pou

JGEZ+

j+oo,ijZ+, et

C(R) ={u€e C(R,): u(t) v~ I T gt log t pour t- 0
P+ + j=o k=o ik

avec certains coefficients Cjk} .

Ce résultat est un cas particulier de [R4]. La paramétrix P est ainsi un opérateur

pseudo-différentiel classique sur ]R+ avec un symbole ¢

w(P) (t,T) complet qui

est singulier en t= 0.

1. Définition : La fonction

0.3 (@) (2): = b, (2)

est le symbole de Mellin d'ordre conormal -j de P.

00 .

Utilisant le développement de Taylor ak(t) N tJak ; pour t-»0, on peut
jmo

exprimer 1'opérateur A sous une forme analogue a (2.3), ol

s u
oPM() = T a2, §=0,1,2,... .

k=0 k,J

Les opérateurs de cette sorte constituent 1'algébre A(]R+) . De plus, on a

comme analogue de la formule de Leibniz de composition le
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2. Théoréme : Pour A,B € A(]R+) on a

(2.4) o B () = T o d ) o) (2)
j+k=%

Cette formule permet de déterminer les fonctions hJ.(z) dans (2.3) & partir

du symbole complet de Mellin de A.

§ 3. ESPACES DE SOBOLEV AVEC ASYMPTOTIQUE CONTINUE ET OPERATEURS DE GREEN :

Soit K un cdne infini identifié i iR+><X , oi X est une variété
compacte sans bord de classe C°° . Pour obtenir un calcul convenable, il est
nécessaire de se donner une classe d'espaces et la notion d'asymptotique.
Tout d'abord, pour tout s réel fix&, on cosidére un opérateur pseudo-différentiel

S

(z)

au paramétre z €0, £ &tant la variable duale sur X, tel que les applications

s/2
classique A sur X avec un symbole principal (|g|2 +|z ]2) dépendant

t t- . . .
A?z) :H (X) >~ H S(X) soient inversibles pour tout t€R, z€T, Ht(X) étant

1'espace de Sobolev classique sur X . Alors on pose

8| —

s Mu) (z, ) 2

3.1 lul S
e : (2) L2(x)

(
HS(]R+><X) \.J Rez =

dlz.&'
s

1 A
2
pour u€CZ(]R+xX), et 1'espace HS(]R+>< X), s€R, est défini par fermeture
de COOO(]R+xX) par rapport a (3.1).

-y
De plus, on pose HS’Y(]R+><X) =t HS(]R+xX) ,YE R.

Soit maintenant wo 1'ensemble de tous les sous-ensembles V<l possédant

les propriétés suivantes

1

(1) V€w0=>Vn{Rez=—2—}=¢,
1 1
ii = U . U . t t, V, 1==86, . < <— -3,
(ii) v 'léZVJ,ou V:| es compac,VJ c {2z 5 6_]+l Re z 7 ; }
]
pourcertainﬁjGR,(‘So=0, cSJ.->i°° pour j-> * o
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(1iii) V. est de complémentaire connexe (autrement dit, sans cavités) et
pour tous € > 0, les ensembles {z€C : dist(z,V) = € } sont réguliers

par morceaux, jE€Z .

Par H‘S](]R+ xX) on désigne 1'espace défini par sa transformée de Mellin
MH‘S}(]R+>< X) , qui est 1l'espace des fonctions U(z,x) € A(G\V,HS(X)) (c'est-
a-dire U est holomorphe dans T~V 3 valeurs dans H° (X)) avec

1

~ 2 2
(3.2) { J lx (2) AS('Z) u(z,x)llL2 . d|z9 < o
Rez =p X)

pour tout p€R et tout XGCOO(E) > |x|<1, x =0 au voisinage de V, et

(3.3) <Z;j[u],h> : -—-j F(z,x) h(z) dz € C (X)

C.
J

j+l
entourant Vj , j€Z, A(L) 1l'espace des fonctions holomorphes dans C .

. 1 1
pour tout h € A(T), Cj €tant une courbe lisse dans {7 - 8. ,<Rezc< 7 aj}

On considére 1'image réciproque H‘S,(]R+x X) de M H\S;(]R+X X) par rapport i la
transformation de Mellin comme espace de Sobolev avec asymptotique de type V.
La fonctionnelle analytique Cj [u] (3 valeurs dans Coo(x')) est la "quantité

3

asymptotique'" de u sur Vj pour t >0 si j>0 et t->eo si j<O.
L'espace H\S,(]R_._x X) muni d'une topologie naturelle est un espace de Fréchet,

et H‘;O(]R_'_x X) est nucléaire. H‘S,(IR+>< X) donne une notion d'asymptotique
continue au sens que
N -N'

u(t,x) = % <g.ul,t “>ut) = 1§ <z u]l,t o > (1-w(t))
jeo j=1

est plat en t = o d'ordre 6N+l et en t =o d'ordre -d_N
La notion de platitude est définie au sens de 1'holomorphie de la tranformée de
Mellin dans une bande paralléle 3 la droite imaginaire. On retrouve une notion

d'asymptotique discré&te plus classique lorsque Vj = {pj } >

m.
-] “P.
- k
< g5lulst s = 3 cjk(X) t Jlog t
k=0

gjk € Cw(X) . pj €T (cf.[R4]), et dans ce cas, on peut introduire la classe des



I11-7

sous—espaces H;(I{3<X), ol R est une suite de triplets (pj’mj’Lj) avec
., €L. 0<k<m.. On
Sk €5y j

considére R comme type de singularité discréte. Soit RO(X) 1'ensemble

Lj sous—espace de dimension finie de Cm(X), et

de tous les R de cette sorte.

On considé@re aussi la somme des espaces

(3.4) H‘Sll(]R+><X) + H\SIZ(]R+><X) ={u=u+u,: u € Hs.l(]R+xx), i=1,21}

1 "2 v

- s o 1 2 . .
notée HV(ng X), oi V=V +V est le plus petit ensemble sans cavités

2 . . e e .

contenant V UV™, Si VE€ WO, on retrouve l'ancienne définition. Soit

1 2 1 .2 s . . o
V0 ={Vv=v+V :V V" g wa}. HV est un espace de Fréchet de la maniére
naturelle, et HG? est nucléaire.
On peut choisir une suite d'espaces de Hilbert ffs’(l), 2.€ Z_, telle que

S +1 . )

f{V’(z ) CL>Hi;(Q) est continue, u€ H3(2)=>b4u(z,x) est holomorphe dans

+2Y~{z€eC :dist (z,v) < 1+ '}, et HE - 1imHSV,(IL) .

£

. . -1 - e ..
Soit I 1la transformation u(t,x)->t ~ u(t ],x). Alors I définit des iso-

N —

1
{§—Q<Rez <

morphismes
I :HS(]R+><X)—>HS(1R+><X), H‘S](]R+><X)—>H;(]R+XX) , oi W={z€C:1-z€V}.

Ainsi par conjugaison avec I, on peut &changer les rdles de t=0 et t=o.

1. Définition. GE€ L(LZ(IH_XX)) est appelé un opérateur de Green, si il existe

V,WE VO tels que
. 2 S *x 2 ©o
(3.5) G : L (IR+>< X) —>HV(]R+>< X), G*: L (]R+>< X) » Hw(n+x X)

sont continues. On dé&signe par AGCR+XX) 1'ensemble des opérateurs de Green
et par AE;(]R+XX) le sous—ensemble des G qui vérifient (3.5) avec V et W

dans R (X).
o
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On peut démontrer facilement que (3.5) peut &tre prolongé en des applications
. s s ©

continues H - HV , H > Hw pour tout s € R, et de méme pour les singu-

larités discrétes. D'aprés la définition 1 il est clair que 1'inverse d'une

bijection 1+G : L2(1R+X X) - L2(1R+X X), GGAG(]R+X X), est aussi de la

forme 1 + G1 , oi G, € AG(]R+X X).

1

§ 4. SINGULARITES A VARIETES CONIQUES

Pour construire une algébre d'opérateurs pseudo-différentiels sur une
variété avec singularités coniques, il suffit de considérer le cdne infini

]R+x X. L'algébre A(]R+x X) consiste en les opérateurs de la forme

(4.1) A= S(o) + S(m) + K +G

ol G est un opérateurs de Green, K un opérateur pseudo-différentiel classique,

strictement dégénéré en t=0 et t= o, § est un onérateur de Mellin par

(o)
rapport &4 t= 0, S(oo) par rapport & t= o. L'opérateur S
l P

1S avec S
(o ) (o)

de considérer les objets par rapport 3 t=0.

() est égal a

un autre opérateur de Mellin en t=0. Ainsi, il suffit

o __
Dans la suite, nous désignerons par A(]R+>< X) 1'espace des opérateurs pseudo-

différentiels strictement dégénérés en t=0 et t= o,

D'abord on définit les classes des symboles de Mellin M?’(X) ,VEV , ot V
désigne 1'ensemble de tous les V< € telles que VN{§<Rez <y} est compact
pour tous &,y € R, V &tant sans cavités et suffisant régulier (cf. §3

la définition de W ). Nous ne donnons pas ici la définition précise (voir [S1])
mais indiquons seulement que h(z) € MV(X) entraine h € A(T~\V, Lu (X)) En outre,
h(z) est un opérateur pseudo-différentiel avec paramétre z avec un symbole prin-

cipal homogéne en (z,£) d'ordre y (cf. § 2 pour la demi-droite).
Alors pour V&€ V0 on peut encore définir opMJ (h,y) par (2.2). On obtient

pour tout s €R et pour tout BE€ 'Vo une application continue
-] . 4S (m- s—U
(4.2) w(t) op M(h,Y) w(t) : HB(R+><X)+HC (]R+XX)

avec un C = C(B,h,Y,j) € VO .
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Une sous-classe des symboles de Mellin est la classe Mﬁ (X) avec asymp-
totique discréte, R € R(X x X), ol R(XxX) désigne 1'ensemble de toutes

.les suites R = {(r.,n., M. ‘
I J)}jGZ , (rj,nj) €t ><Z+ , Re rj—>too pour >+ o

Mj sous-espace de dimension finie de C°(X xX). Si h(z) appartient a ME(X),
il est méromorphe avec pdles & z=r, de multiplicité nj + 1 et coefficients

en (z—rj)_k dans Mj’ k=0, ...,n,.

]
Pour V€ V on prolongera le sens de la notation op;/iJ (h,y) d'une maniére
convenable, en faisant intervenir une décomposition V = Vl + ... +VN , ol
1 k k . k . 3 .
{Re z = 5 +y }nV =@ pour certain vy €[0,J],h=h1+...+hN,thM’k(X‘
-] SR - !
opy~ (hyy) + = k=zl t opy(h (z+y 7)) t s

ol <y est une abréviations pour les décompositions de V et h et de
multiplet {yk}. On désigne le systéme de tous les vy par déc(V,h,j).
Les applications (4.2) sont continues. Pour y,? € déc(V,h,j) et des fonctions

de troncature w; i=1,2,3,4, égales 3 1 au voisinage de 0, on a
—j - _j ~ _
0, opy” (Bsy) wy ~wy opy” () w, = K+ G,
ol KGA(1R+><X), GGAG(]R+XX)

1. Théoréme : Soit {(h.,vy.)} une suite , h, € H¥ (X) ,
S 171 56 A v.
jez, i
V.e U, v, = {(V5, 15,v5)) € dée(v.,h.,i) avec miny<-w,min (j-y5) >
] ] iv i 3773 K d X j
quand j—-. Alors il existe des constantes cJ. >0, telles que pour tout £

il existe un N = N(2) tel que

® -]
m, = 1 wlc,t)op, (h,,y.Jw(c, t)
N soN+l ] M3 ]
.. . . s s=u, (L)
ainsi que la somme des adjoints converge dans L(H (]R+>< X), H¢ (]R+><X)) .
2. Corollaire : Soit {(h.,v.)}. comme précédemment.
—_— 171 jeZ,

Alors pour tout BE€ Vo il existe des éléments minimaux C et D dans V0 tels que
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[e ]
S, . := I s3(h,,y.,c.) 6L ,HH)
(o) j=0 J, J’ i B C 7
(4.3) o
* _ -] * s, s-|.
= I
S(O) - s (hj,yj,cj) € L(HB sH D )9
j=o
o - - ~ i
ol s (hj,yj,cj). u)(cj t) OPy (hj,yj) m(cj t) . Lorsque S(o) est défini par
~ °
~o ] ~ _ —
{(hj,yj)} et d'autres constantes Cj’ alors S(o) S(o) € A(]R+x X) +AG(]R+X X).

3. Définition : Les opérateurs définis par (4.3) sont appelés opérateurs de

Mellin par rapport &3 t=0.

Soit A(]R+X X) 1'ensemble des opérateurs (4.1) , S(w) = Ig(o) I_1 . E(o) défini
g u
par hk € MV x) , kGZ+ .
k
Posons
- i K I
OM,(O) (A) (2) hj(z) . OM’(oo) (A) (2) hk(l z), _],kGZ+ . hj(z) est

appelé le symbole de Mellin de A d'ordre conormal -j en O et 'ﬁk(l—z) le symbole

de Mellin d'ordre conormal -k en ow.

On a aussi un symbole principal pseudo-différentiel GU(A) (t,x,T,E), qui est de
" q
la forme
u U o2 . T2, -1 .
oh (A) (t,%,T,8) =0y (K) (t,%,1,6) + T w'(e,t)h,  (-itT,x,£) + T o (cpt DR (tr,x,8),
Y 1 j=o J 15 k=0 Y]

ol hj désigne le symbole homogéne principal de 1'opérateur hj et de méme
s

pour h .
P k, ¥
4, Théoréme : Soit A,B € A(]R+x X), alors les propriétés suivantes sont Equivalente

(i) A-B &€ :\(EXX)+A (R xX),
+ G +

(ii) oM-,J'(O) (A) = 0;43',(0)(3) , Oﬁlf(w) (A) = 0»_41:(00)(3) pour tous j,k€Z,
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5. Théoréme : A(R+x X) estune * algdbre, et la composition AB vérifie
la formule (2.4) avec o3 = g J et 1'analogue pour t =, Les sous-
M M, (o)

espaces A(]i!:_x X) + AG(R+xX) et AG(]R+>< X) sont des idéaux dans A( IR+><X).

I1 est clair qu'a 1'intérieur de R, xX on a le calcul symbolique usuel. Le
symbole homogéne principal oll;(A) peut se représenter comme une fonction

invariante 8"”(A) sur le fibré cotangent comprimé 'f*(]ﬁ+xx), cf.[M4],[R4].
+

~H1Hg ~H1 H2
Al (AB) = A g B).
ors ow ) Ow (4) ow (B)

L'algébre A(R+X X) est graduée par l'ordre p (aussi par 1'ordre conormal).

Soit A“(IR+>< X) 1l'espace d'opérateurs d'ordre < y.

6. Proposition : Soit A,B € Au(]R+>< X), alors les propriétés suivantes sont
équivalentes

Ou_l —
(1) A-B € A (]R+><X) +AG(]R+x X) ,

(ii) on a la condition (ii) du Théoréme 4 , et en outre B’u(A) = Eﬂ(B).

v ]

On peut montrer facilement que 1'opérateur de Laplace-Betrami

t-_"2 (-(t a—at-)2 - (dim X-1)( ta—at—) + AX) associé 3 une métrique Riémannienne

dt2+ tzg , g étant une métrique sur X, appartient & t—zA(]R.+><X) . Le

poids t n'est pas essentiel pour le calcul. [R6] contient un chapitre
. . - . - oo
au sujet des complexes elliptiques et de la régularité dans C avec asympto-

tique des formes harmoniques.

7. Définition : Un opérateur AGAU(]R+X X) est appelé elliptique si

(1) 8$(A) est inversible sur T*(TR_,_X X)~N0 ,

(ii)o;l’(o) (z), 0;1,(00) (A) (z) sont des opérateurs bijectifs 1° xX) —>HS—U(X)

1
pour tous z , Rez = 5 et s€ R.
8. Définition : On appelle P € A_u(]R+><X) une paramétrix de
AeA(R xX) si AP-T, PA-T€A (R xX).
Si P est une paramdtrix de A, il est clair que P+G est aussi une

paramétrix pour tout GE€ AG( R, x X).
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9. Théoréme : Pour A€ Au(]R_'_ xX) et s € R fixé les conditions suivantes

sont équivalentes
(i) A est elliptique

(i1) AS: H (R XX)+HS 1'l(]R xX) est un opérateur de Fredholm (A étant la

réalisation de A dans H® ).

De plus si A est elliptique, il existe une paramétrix A( l) (]R x X)

au sens de la définition 8. ker AS est contenu dans H;(]R_'_x X) pour un certain

B € Vo et il existe un espace N c H:(]R_'_x X) de dimension finie pour un

certain C € VO , tel que im Asﬂ) N= Hs_u(R+xX).

Enfin Au = f 6 HS(]R+x X), te R, DE Vo , ué€ H_w(]R_‘_XX) entraine

t+i

€ H
u € Hy

(]R x X) pour certain B=B(A,D) € V .

10. Corollaire : Si A €AH(R _xX) est elliptique, il existe des entiers

N,M et une matrice d'opérateurs

AP HS(]R+xX) HS°“(]R+><X)
(4.4) a = (

\
/

)
—_—
T Q ¢y T

M

qui est bijective, avec { noyau de P} € H (IR xX) ® E
{noyau de T} € (B 9 H (]R x X) pour certaln B,C € V .

11. Proposition : Si (4.4) est bijective, 1'inverse a_l est de la forme
(-1)
A P. -
a']= { 1 ) ’ Oﬁ A( l)

\T, q

opérateurs Pl , T1 sont comme dans le corollaire 10,

est une paramétrix de A particulidre et les

12. Remarque : Lorsqu'on définit la sous-algébre A’ (]R+x X) 3 1'aide
des symboles de Mellin dans M;:(X) , RER(XxX), et des opérateurs de Green
dans AG(]R+ xX), alors on obtient des applications continues entre
les espaces H°

Q

Tous les résultats précédents sont valides sous une forme analogue pour

(R, xX), Q€R (X) , c'est-a-dire avec asymptotique discréte.
+ o

cette classe, cf. [R4].
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§ 5, OPERATEURS SUR ]RkXIR+XX :

Si M est une variété avec arétes, elle s'identifie localement avec

k .
R xR, xX pour certain k. On peut considérer la situation locale, et le
probléme est de construire 1'algébre A(ka]R+ x X). Il n'est pas possible

pour nous de donner les détails ici, aussi nous nous contenterons de quelques

remarques.
- k . .
L'algébre A(R X]R+XX) consiste en matrices d'opérateurs
s,k t, _k
H (R><R+xx) H (R x R+XX)
A K
A=< ): @ —_— @
r 0 '
: s k N !
H (R, ) bt (®*, o)

qui sont pseudo-différentiels dans la direction lﬂ( avec un symbole

| HE (R, xX) H (R, xX)
o(A) o(P)
) @ 6 —> o

G(A)(Y9n) =< O(T) U(O)

eV ¢

de la forme (4.4) pour tous (Y,n)€5T*BJ< (mais qui ne sont pas des isomorphismes
en général). Sous une condition d'ellipticité& naturelle, on peut construire

une paramétrix qui est d'une forme analogue et on a un théoréme de régularité
elliptique dans les espaces de Sobolev, et aussi dans les espaces avec

asymptotique.

On peut faire cela aussi pour des problémes aux limites, i.e. lorsque X est une
variété 3 bord, oili les symboles de Mellin et les autres parties de 1'algébre ont
des valeurs dans 1'algébre de Boutet de Monvel [B1](cf.[R5] pour 1'asymptotique
discréte). Alors, une réduction & la frontidre donne la classe sur BJ‘X]{3<3X .
La structure du calcul symbolique pour des arétes ressemble a celui pour des
problémes mixtes, cf. [R6]. Remarquons que le résultat (l1.1) peut &tre obtenu
sans la construction d'une paramétrix exacte par des arguments plus simples que

dans [R3]. Ceci fait 1'objet d'un article en préparation.
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La formule (2.2) est la suivante :

opy? (h,u() = 37 h(z +y)MeYu(e)



