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§ 1 . INTRODUCTION : QU'EST CE QUE LE PROBLEME DE LA DECONVOLUTION ?

C'est & partir d'un exemple emprunté& aux techniques de traitement
d'image que nous allons présenter le probléme mathématique dont nous nous
préoccupons ici ; cet exemple est tiré de [8] .

Supposons qu'une image se déplacant dans le plan a une vitesse v
dans la direction de 1'axe x'Ox soit enregistrée photographiquement
pendant une durée d'exposition T . Désignons par H(x,y) la distribution
d'irradiance de 1'image originelle dans le plan rapporté a l'origine ;
le cliché photographique nous fournit la connaissance non pas de H , mais

de la convolée de H avec la mesure & support compact définie par :

{u(x,y) - @D Sy, -y v T

N

x < v T

1
2

u(x,y) 0 , |x|> %—v T

Voyons les choses du point de vue transformation de Fourier ; en
théorie, on disposerait de la connaissance de fl Bo= ? (on suppose ici
que H est une distribution & support compact) et 1'on pourrait récupérer
notre image originelle ﬁ en posant :

N
H =

=>[ed

Malheureusement, on ne connait pas en fait p* H , mais p*H + N o N
est une erreur expérimentale liée, dans notre exemple, aux radiations

de l'environnement extérieur, au grain de 1'émulsion photographique, etc...
I1 faudrait en fait utiliser un langage probabiliste pour rendre compte de
N et nous y reviendrons. Si nous restons pour l'instant sur un terrain

déterministe, contentons nous de remarquer que le quotient

==

sera source de nombreux problémes du fait de la présence des zéros de

la fonction 1 .
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Imaginons, toujours sur cet exemple, que l'on fasse simultanément
plusieurs clichés de notre image H , toujours animée du méme mouvement,

avec des temps d'exposition différents T, , T2,...,Tn : nous connaltrons

1
donc

1 ﬁ =u,.xH + N, , = 1l,...,m
(n ; 50 )

ol N1 ’ N2,...,Nrn correspondent 3 des erreurs expérimentales, et ol

Hpseeesl correspondent aux divers temps d'exposition Tl”"’Tm .

Le probléme math&matique de la déconvolution consiste précisément,
étant données m distributions & support compact dans R" > WpseeesHy s
a voir sous quelles conditions il existe m distributions a support compact
dans R" , telles que :

2) § = Hy* v +.o..F Mok Vo

1

~

La solution thé@orique 3 ce probléme est connue depuls les travaux de
Hormander [ 9], de Kelleher-Taylor [jgl ; mieux, lorsque les conditions
d'existence de Viseees Vo sont remplies, des formules explicites pour
31,..., Gm peuvent étre déduites des formules de division dans ¢" données
par Andersson-Berndtsson dans [ 2] . Lorsque nous disons "explicites", nous
signifions que les distributions ViseeesV doivent étre données, non

par leurs transformées de Fourier, mais par des formules ol n'interviennent

que les opérations de dérivation, d'intégration, de convolution et de

sommation.

Pourquoi un tel souci ? Essentiellement pour deux raisons : la
premiére est qu'au travers des techniques de filtrage holographique (nous
pensons en particulier 3 la réalisation de filtres dérivateurs ou intégra-
teurs, [11], chapitre VII), la conception d'appareils r&alisant la décon-
volution, en 1l'occurence ici la convolution par ViseeesVp apparailt rai-

sonnablement possible ; la seconde est que la connaissance de Va5V
m

sous forme explicite permet - tout au moins théoriquement - de déconvoler
localement sans avoir a passer par la transformation de Fourier du signal
global sur lequel on travaille ; 1'une des mani&res de visualiser cette
idée est de penser & la correction locale d'une image bidimensionnelle

brouillée pour une raison ofi une autre, connaissant bien sfir (ce qui est
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tout de méme un peu idéal !) la mesure attachée a la turbulence.

Lorsque 1'on sort du cadre des &quations aux dérivées partielles,
oli le probléme de la déconvolution correspond, via la tranformation de
Fourier, au théoréme de Bezout, 1'une des situations les plus intéressantes
est, dans la pratique, celle oli les opérateurs de convolution attachés
a HpseeosHo correspondent 3 des prises de moyenne sur des domaines géométriques
simples de R" . On peut penser ici aux techniques de tomographie, ne
serait-ce que de maniére assez indirecte : la détection ponctuelle du
rayonnement &mis par un organe étant une opération souvent coliteuse
au niveau de 1'appareillage qu'elle nécessite, on peut lui préférer une
détection moins précise, "en moyenne', quitte A pouvoir corriger par la
suite le résultat pour récupérer 1'information que 1'on cherche, c'est a
dire ici la transformée de Radon de la fonction caractéristique de 1'organe
en question. On peut &galement songer aux techniques de gammagraphie par
codage annulaire,[4 1[5 ] , oli les convolutions avec des fonctions caracté-
ristiques d'ensembles s'introduisent de maniére naturelle. L3 toutefois
le phénoméne n'est pas déterministe et ce que l'on capte est en fait un bruit
poissonnien d'émission, sur lequel 1'action des d&convoluteurs est susceptible
de poser probléme ; nous &voquerons ces problémes dans la conclusion de

cet exposé.

Donnons maintenant le plan que nous suivrons : nous donnerons
dans la partie II le résultat théorique général concernant la déconvolution
et nous rappellerons les formules de division dans t” données par
Andersson-Berndtsson et surtout la maniére dont elles sont construites
(et éventuellement adaptables dans 1'optique qui nous intéresse). Nous
énoncerons dans la partie II un théor@me nous donnant, dans le cas de n
variables (pour éviter des lourdeurs d'écriture, nous nous contenterons de
n = 2) des conditions suffisantes assurant 1'existence d'une formule de
déconvolution explicite ; 1'intérét ne résidera pas tant dans la formule
elle-méme que dans les deux exemples que nous proposons et qui sont issus
d'idées relatives au traitement de 1'image. Enfin la derniére partie sera
12 pour nous montrer que le prix 3 payer pour récupérer de vraies formules
de déconvolution est tout de méme lourd, puisqu'il faut bien que les

- . A~ ~ . . . .
transformées de Fourier v],...,vm des distributions vl,...,vm intervenant

. n . - e e . .
dans (2) aient, dans € , une croissance d 1'infini qui compense, lorsque

ul,...,um sont par exemple des fonctions indicatrices d'ensembles convexes,
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~ . -n . ~ A . . .
la décroissance en [l Zl des fonctions M, ,...,u ; les distributions

v v seront des distributions d'ordre strictement positif ; leur action

ERERY
sur des bruits considérés comme stationnaires posera probléme : revenons

a 1l'exemple :

{ul(x,w = (v )78 (y)

Wy (x,y) = (v Tz)_IG(y)

qui est 3 notre connaissance le seul exemple &tudié dans la littérature

(et il 1'a &té complétement et méme tré&s en détail par Meirsters et Richtmyer
[12]1 , [14] ) ; 1'utilisation, lorsqu'ils existent de deux déconvoluteurs

v, et v, (forcément d'ordre 2 d'aprés [12) nous permettra d'écrire, en repre-

1 2
nant les notations de (1) :

= v.*% H, + Vv *H. - (v, * + V%
(3) H ¥ OHp F Vo xH) = (VRN 4 VXN
La question qui se pose et que nous nous contenterons d'é&voquer en conclusion

est celle de 1l'action de vl et vz sur N1 et N2 .

§ IT L'OUTIL MATHEMATIQUE ET LA FABRICATION DE FORMULES DE DECONVOLUTION
EN TERMES DES TRANSFORMEES DE FOURIER

IT.] Notations et rappels fondamentaux

On rappelle que 1l'algébre de convolution E'(IJI) est isomor-

phe, via la transformation de Fourier, & 1'algébre multiplicative
A (%) = {F, F entidre dans t" , 3 ¢ >0, vi€", [F@)I< cefP %)y

oi p désigne le poids plurisousharmonique dans " défini par :

1/2 n 9 1/2
)+ |Im D) .

) n
(4) p(z) = Log(l+ llzll) + || Img = Log(l+ %
2 521

AR
j=1

Par cet isomorphisme, le probléme de la déconvolution se raméne 3 un probléme

-~

du type probléme de Bezout, 3 savoir qu'étant donnés m é&léments de A (Gn),

Fl""’Fm , on cherche 3 déterminer m é&lé&ments G ..,Gm de Ap(En) tels

1’
que :

(5) FG, +...+ FG =1
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D'aprés Hormander [ 9], Kelleher-Taylor [10], Skoda [15],
dire que ce probléme admet une solution est &quivalent & 1'énoncé

suivant

(6) j«>0,1K>0,vcet", “Kp)

[ =

IFQ(;)|> K e

g=1

La solution au probl&me, lorsqu'elle existe, est construite &
1'aide des techniques classiques du résolution du 9 de HBrmander. Elle
n'est pas explicite en termes de distributions ; d'ailleurs les fonctions

G ..,Gm dont on prouve 1'existence ne sont, de part la technique employée,

1°°
. . L n
pas non plus explicites comme &léments de A (T) .
D

II 2 Construction é&lémentaire de formules de déconvolution explicites

dans le cas d'une variable.

Dans le cas d'une variable, il existe un moyen tré@s simple, sous
des hypothéses un peu plus fortes que les hypoth&ses (6), pour construire,

étant donnés deux &léments de ¢'(R), M et , une paire de déconvolu-

8!
2
o o .2 v . . .
teurs (vl ’ vz) assoclée ; remarquons d'ailleurs icli que, pulsque
A A - . P :
“1 et uz n'ont nécessairement aucun zé&ro commun, toutes les solutions dans

Ef(l(), du probléme (2), sont données par

{.vl = vl uz T
_ o0
vz = V2 + ul * T

oli 1t décrit E'(]R).
Nous faisons dans cette section les hypothéses (H1), (H2), (H3), (H4)

sur la paire (ul, uz) avec laquelle nous travaillons ; ces hypothé@ses sont

les suivantes :

(H1) C'est la condition de HOormander (6) sans laquelle la recherche de

déconvoluteurs est impossible ;

A P .
(H2) On suppose que upoet o, n'ont que des zéros simples et que de

plus, il existe deux constantes € , L telles que

A ~ , € . .
uj(C) =0 =»luj(c)| > T ep' ° j=1,2

(H3) Il existe une suite de nombres réels positifs (rn) avec
nEN

lim (rn) = + ® , une suite de courbes de Jordan (I‘n)rl telle que, pour

n->oo
tout n , Fn soit incluse dans 1'intérieur de T

EN

L+] » une constante positive
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A et un entier positif M avec

(1) sur Fn !Ql~ rn et longueur (Fn) = O(rn)
) @ o) > aase])
M) 3 T>0, &) 1) =0= |mz|< T(+Log(l+ [z])) .

Remarque 1 : La condition Hl peut étre affaiblie ; on peut remplacer HI

par 1'hypothése Hi suivante :

~ N -L PR . .
(H'1) 4de'>0,1L' >0, uj(g) =0 = ]ui(c)[>=e e p(C),311.# i, j=1,2.

Remarque 2 : La simplicité des zé&ros de ﬁl et ﬁé n'est pas indispensable ;

on peut remplacer H2 par 1'hypothése H'2 suivante :

@2 3e>0,31>0, %@ =0= [{M )] >. P g

~ - . 3 3 . Pl P 3 - - - A
oli m(z) désigne la multiplicitéd du zéro ¢ considéré&, comme z&ro de ul ou
VA%
de .
Ho

Théoréme 1 [ 1] (A) Sous les hypothéses (H'l) (H2) (H3) (H4), il existe

un entier q supérieur ou égal & M , un polyndme P de degré q-1 et

deux mesures v et v, telles que :

vzer, 1=zl @ 9@ W, (2) @) + 1) W, @)PeE)

avec

q-1+Czq-2+ ..+cq_1

P(z) = Res ( z

A ; )
£ =0 cqul(c)ﬁz(c)

et, pour toute fonction test ¢ dans D(R)

+o t — .
<V1,(.D> =[ (j( ©(u) 2—-»——-—» l ele(u_t)du)duz(t)

0 F,(8)=0 8IF, (B)E, (8)

—-—C0

-0

-+ 00 t .
<v,,0> = f ( f o) 2 1 em(u-t)du‘)dul(t)

0 F (a)=0 usz(a)Fl' (a)
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(B) Sous les hypoth&ses H'l, H'2, H3, on peut également construire une solu-

tion explicite en termes des distributions au probléme (1).

Ce théoréme est une conséquence immédiate du théoréme des résidus ;
n étant fix8, et z étant un point de 1'intérieur du domaine borné Dn limité

par D , on écrit la formule de Cauchy sous la forme suivante :
n

Lo ] [ w(z)-u(D) 4, _ e dg
2im fon w(g) (z-t) 2im 3D w(z) (z-z)
a ~ A .. .o -
oi w(z) = ¢° ul(C) uz(c), avec q correctement choisi de maniére a ce

que les séries qui apparaissent lorsque, par le théoréme des résidus, on

transforme ces intégrales soient convergentes dans AD(E).

Remarque 3 : Nous n'expliciterons pas ici la solution au probléme (1)
lorsque (H1, H2, H3, H4) sont remplagées par (Hl, H'2, H3) ; il faut tenir
compte des multiplicités et faire intervenir dans w une fonction du type
sin(Az) oi A est correctement choisi. Nous n'insisterons pas plus ici
car nous allons envisager ces problémes de maniére plus générale dans le
cadre de plusieurs variables.

Ce théoréme nous permet d'étudier E&galement le cas ol My et Ho
sont deux distributions radiales dans R? ; le cas ol u, et u, sont les
fonctions caractéristiques de deux disques de rayons respectifs Rl et R2

R
tels que le quotient T soit un nombre entier compris entre 2 et 200 a
1
par exemple &té dévelonpé dans [ 1] ; on peut &galement envisager sous cet

angle dans le plan le théoréme deux rayons de Delsarte lorsque le quotient

p des rayons est choisi tel que les fonctions Jo(z) -1, Jo(pz) - 1 n'aient
pas de z8ros communs autres que O . Dans tous ces exemples, la vérification

des hypothéses se fait 3 la main, en utilisant les développements asymptotiques
des fonctions de Bessel ainsi que des formules de Mac Mahon avec estimation

du reste comme on en trouve par exemple dans [6 ]. Cependant le fait que
1'on ne dispose d'aucun renseignement sur la nature des quotients de z&ros de
fonctions de Bessel tré&s simples (on ignore par exemple si un quotient de

deux zéros distincts de Jl ou de JO peut étre entier !) nous oblige, comme

dans [ 1] 3@ avoir recours 3 des méthodes numériques.

IT 3 Les formules d'Andersson-Berndtsson

Le théoréme | que nous venons de prouver ne s'applique en fait
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Que dans le cas d'une variable, le nombre d'Eléments HpsHysee ool o
étant &gal a 2. Nous voudrions tenter de fabriquer une version analogue
de ce théoréme, dans le cas de n variables et de n + | &léments uj H
nous verrons qu'en fait, le nombre d'éléments uj importe peu, pourvu qu'il
dépasse n . Remaraquons d'ailleurs que dans le cas de n = 1, ul,...,um
désignant m mesures, nous ne savons pour 1'instant pas trouver de
déconvoluteurs explicites. C'est @ ces problémes que nous nous attaquons
maintenant.

Pour généraliser 3 plusieurs variables le théoréme | de la section
IT 2, il nous faut tout d'abord remplacer la formule de Cauchy par la formule
de Koppelman : il nous faut construire, pour un domaine borné D , a frontiére
C1 dans En,deux noyaux K et P , formes différentielles de types respectifs
(n,n-1) et (n,n) en les variables cl,..., cn,tels que l'on ait, pour toute

. 1 e s -
fonction de classe C sur D , pour Z intérieur a D :

(N w(®) = ——— () w@K(ZD) - [ u@aKE,D) - [ u@PE.0)

n! (2im) aD D D

Nous n'entrerons pas ici dans les détails de la construction de
Andersson - Berndtsson ; cette construction de formules avec poids s'inspire
de la représentation du noyau de Bergman comme opérateur Fourier Intégral
par Boutet de Monvel et Sjostrand.

Nous utiliserons le résultat sulvant :

Théordme (Andersson - Berndsson)[ 2] Soit D un domaine de C" i frontidre

1 . . - =
C’ ; soit 6 = (Ql,...,On) une fonction de D x D dans C" , telle que pour

tout ¢ dans D , Q(z,.) soit holomorphe dans D ; si 1'on pose

n
0(Z, = T . dz.
N(Zz) 1 QJ 2
n o p—
sZ,r) = % . — z.)dz.
z) 1 (cJ J) %5
la formule (7) est valable avec :
n-1 — n—-1-k = .k
(8) K = - exp< Q,z -Z> T %:— s A (3s) 7( _k’;(aQ)
] k=o gzl <0
9 P_=exp< Q,0 -Z> (Z_BQ)n

Q



Remarque 4 :

holomorphes

< 0,u>= % 0 u;,u€ c”

Dans le cas ot Q = 0 , on retrouve, pour les fonctions

au voisinage de D , la formule de représentation de Cauchy-

Leray :

sA (s

1
P Lt gz 2n
L'idée de Berndtsson—-Andersson pour introduire des poids supplémen-
taires est ingénieuse.Ils considérent plusieurs fonctions 5(1),
6(2),...,6(N> satisfaisant aux hypothéses du théoréme et des distributions
BpoereoBy o a support compact dans [O,»[ , dont les transformées de
Laplace Gl" .,GN satisfaisont G1(1) =,..= GN(I) = 1. La formule (7) reste
valable avec
K=1/[ ... [ K (1) Ly B g 0QAr b
o o AIQ +...+ANQ

P g(A )...e(d Hdr. .. .dA
K16(1)+~--+KN3(N) 1 N N

Mais en fait la formule

(o] o

=(3)

reste valable pour des vaires (Q I,e..

,G')9 4' =
)

ol Gj est une fonction entiére, telle que Gj(l) = 1 (foactlion que 1'on
anprochera par des transformées de Laplace).
La formule (7) reste donc valable avec

o

(10) K = - 2 nt SO0 Y saGe) 08 G
a=(a ) al!...uN! 1 I 2(a +1)
o’ t’ I gzl
ao+...+aN = n-|

N (o) (o)
' -
any rp= ) n ¢, 1 Gy G
= 1 1
o (al,...,aN) aptecol!
apt..Hog =
o o
o (3% = (3! oMy N
' = " =
o (al, ,aN) sl o (a0 ,uN)
{a) _ d . .
Gj T odt ]It =< Q(J) 7= >+
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-
Pour plus de commodités on notera, étant donnée une paire (Q,G)
(11bis) $(z,2) = <Q,Z-¢ > + 1

II 4 Une formule de déconvolution explicite en termes de transformées de

Fourier

Nous nous plagons dans Ap(mn) et nous considérons dans Ap m

fonctions Fl""’Fm satisfaisant aux conditions de Hormander (6).

I1 est immédiat de construire mn fonctions gi s 3 = 1,e..,mik=1,...

holomorphes dans € x € , de maniére 3 ce que

n .
- = J - s .
(12) FJ.(Z) Fj(c) i gk(Z,C)(Zk a;k), j l,...,m ;2 €C

k=1

et que d'autre part

(13 Jjc, |gi(2,§)| < SPD@) k=1, n

’

(On peut utiliser pour ce faire la formule de Taylor avec reste intégral)

On considére 1'application 6(1) = (Qfl),. .,Qél)) définie par :
T el
L F.(g)g
NI
k m 2
T |F.()]
=1’
de maniére 3 ce que :
F. (£)F.(2)
6Dz = LI
2
z |F. ()]
j=1

P . 0 n ... .
On désigne par ¢ la fonction C convexe sur T définie par

1/2
o(z) = (1 +

I~ 8

2
IIijl )

i=1

et 1'on considére les deux applications 6(2) et 6(3) définies par

n n
r QP )

(3)
Q “dg, = A 30
kK 7k k=1

5 [Log (14l 2l )21

k=1

, 1
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oi A est une constante dont le choix sera précisé par la suite.

On écrit la formule (7) sur la boule de rayon R avec les

paires @6, @Pe) . @6y o

inf (m,n+1)
o

G](a) =
Gz(u) = ¥
G3(a) = aB

oii B est pour 1'instant une constante positive.

En &crivant la formule du Koppelman avec les noyaux (10), (11)

associds 3 ce triplet de systémes(a(l),Gl), (6(2),G2), (6(3)

que si A et B sont correctement choisis, en fonction des constantes

,G3), on voit

« et K intervenant dans (6), on peut faire tendre le rayon R vers + o

et obtenir ainsi la formule de déconvolution

1
(14) l = ———— [ P(z,0)
2im)™n! "

(D

Du fait de la présence de 73Q , les coefficients de F .,F

1’2" m
dans la formule (14) ne sont vraiment explicites que dans le cas ol
Zy,5...,2  peuvent 8tre extirpés des intégrales, ce qui est par

exemple le cas dans la situation du théor@me de Bezout algébrique classique ;
dans ce cas, l'utilisation de 6(2) est inutile et la formule (14) donne les

tranformés inverses des déconvoluteurs sous forme explicite.

IT 5 Formules de déconvolution explicites en termes de distributions

i . n
Considérons m fonctions F],...,Fm dans AD(E ), avec m= n .
Supposons, ce qui est une hypothé&se assez restrictive mais dont nous ne

pouvons nous passer (nous verrons dans un instant pourquol) que
(15) Fl(;) =, .= Fn(;) =0 =-J(F1,...,Fn) (z) # 0

oli J désigne le Jacobien de Fl""’Fn . Il existe alors une famille de paires
de noyaux (K ,P ) nous permettant d'écrire (7) directement 1i&e au probléme

e €
de division attaché a Fl""’Fn . Elles sont associées par le théoréme d'

Andersson-Berndsson aux applications

6(8) _— n .
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- J
T ¥, o8
(16) Q(e) - &=t >
k n
2
I IF.I +e
i=1
On vérifie aisément [3 ] que la famille (§Q(€))n (on rappelle
n
la confusion de notation Q(E) = 7 Qée) dck) converge, au sens des courants,
j=1

7Z @étant fixé, vers une mesure portée par la variété V des zéros communs

-~

de Fl""’Fn mesure correspondant 3 ce qu'on appelle le noyau d'interpolation

de Jacobi

det[ed (2 )]
lim (59D = 2 k
>0 a0 EV J(a)

S e}

On peut évidemment se poser le probléme de savoir ce qui se passe lorsque 1'on
supprime sur la variété V 1'hypoth&@se de régularité (15).

Si nous supposons d'autre part que F,,...,F satisfont 3 la
P P 1 m

condition d'Hormander (6) nous pouvons fabriquer une application 6[2] de

n n . .
T dans T , 3 partir des (2n+1)m fonctions Hl""’H(2n+l)m , obtenues
en multipliant Fl,...,Fm par 1'une des fonctions 1, g?,...,gﬁ s
sin(Bcl),...,sin(Bcz) (A et B é&tant des constantes entiéres convenable-
ment choisies) de la manidre suivante :
(2n+1)m _ H.
L H, (2)g, ) (z,0)

[2] =1 3K

(17) Q" (z5z) =

2 n 2A . 2
IFE@I“TL + 3 (Jz, [ +[sin(Bz,)[7)]
PR j
]
En partant de la formule de Koppelman (7) écrite & partir

(e) ot P(e)

des noyaux K associés par (10), (11) aux paires (6(8),a > qn)

(3[2]

,0>0), on peut représenter une fonction holomorphe u dans un

domaine D sous la forme :

(18) u(z) = - ——— )( (DK (Z,) - j/ w@r D@0l , zen,
n! (21i7) D D
" n n
i n n-1 _
on:  pPzn = [P 3@O) 0 e®@ @) A BQ[Z]]
avec ¢(€) et ¢[2] associées par (llbis) aux paires utilisées.

On peut transformer (18) en utilisant une fois de plus la formule

de Stokes et é&crire :
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(19) u(2) = - —-—1———; [f u(2)K(2,8) —[ u(@) P(z,¢ )]
n! (2ir) 3D D

n
ol
R(z,z) = K(Z,z) - n n! ('ZB‘Q(E))H—1 /\Q[z]
'§(€)(Z’€) - n![é[Z]( sQ(S))n _ n3¢(€) A EQ(S)A Q[Z]]
On peut également vérifier que la famille de courants 5¢(€) A EQ(E)A.Q[Z]

converge, au sens des courants, & Z fix&, vers une mesure portée par la

variété V des zéros communs de F .,Fn

10

Cette mesure s'écrit :

2ﬂn

n!

F.(z) 3F. A ( /\ GrF Agl)) v
J I 04 o RIE

o~

j=1

oli dV désigne la mesure associée au courant d'intégration ev sur la

variété V et J toujours le déterminant jacobien des fonctions Fl""’F

Ce mécanisme nous permet de construire, & partir des formules
d'Andersson-Berndtsson, des formules explicites de déconvlution, & titre

d'exemple, nous &noncerons le résultat suivant, dans le cas oin =2 [] ]:

Théoréme 2 : Soient Fl""’Fm’ u, m¥l Eléments de AP(EZ) remplissant les

quatre conditions suivantes :

m

(€ §«>0, 3 K>0, ¥eeT", 1 [F,@)] > «e kp (2)
=1

(€c2) 4e>0,9L>0, tels que :

FL@) = F, (@) =0 = [IF,F) @)]>eceP®

(C3) il existe une suite exhaustive (Dn)nEiN de domaines emboités

< . s 1 . .
a frontiére C telle que 1l'on ait, pour Z fixé dans C ,

(i) 4¢'>0, § ¢'> O, |F1(g)] + IFZ(C) > ¢! C'p (D)

(ii) 1im (I uc®) | (JF'] + |FI) (|lg1(Z,C)||+||g2(Z,C)“) =0
wo Jop_ il ([ |5+, HE ] 2

n .
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m 9 1/2
(2|FJ!| )
Gii) lim (J’ [u(C%l — O+ — L= ) =0
e aD_ Ilcll(IFll +|F21 ) (Z|F.|2)1/2
g

(C4) la série définie par

Y e el 2, o)+l 22 (Z,0)l
€V [3(FF) @)

2 "
est normalement convergente sur tout compact de T , de somme majorée en

C er(Z) oi C et D désignent deux constantes positives.

I1 existe alors des fonctions Gl""’Gm dans AD(EZ) s'écrivant

comme des séries d'interpolation du type Jacobi sur V , telles que

u(z) =

G,(Z)F (Z)
2 % L

1

N~ s

Les transformées de Fourier inverses de Gl""’Gm sont des distributions

explicites.

Remarque 5 : Un tel résultat ne peut étre appliqué directement ; si nous
avons m distributions Hps Hooeoeslo s il nous faut trouver des éléments

®; 5 0, de A (Ez) tels que les conditions du théor@me soient satisfaites

e A e

= - - _ AT .
bour Fl = @1 Hos F2 @2 Ho F3 u3,..., Fm M dans la pratique,

@©, et ©, seront en général des polyndmes. Reste toutefois que la condition

C3 est une condition techniquement difficile & vérifier sur des exemples.

Remarque 6 : En principe, pour une formule de déconvolution, on prend u = 1 ;
mais il peut &étre intéressant, pour alléger les formules et assouplir les
contraintes venant de C4, de travailler avec une suite de fonctions u associée,

par Fourier, & une approximation de &(0,...,0).

Nous pouvons donner les trois exemples suivants

Exemple 1 [ 1] Les mesures My s My s correspondent & des prises de

H3
moyenne sur des carrés Cl’ C2, C3 obtenus & partir de C1

d'angles respectifs (0, 6, 6'), oli sin 6, sin 6' sont algébriques sur @ ,

par des rotations

ot (1, sin 6, cos 6) sont Q-linfairement indépendants, et ol les 8 triplets
(£(0), £(6'), £(6-6")) (f(a) désignant pour un réel o indifféremment

sin o ou cosa ) sont constitués de nombres O-linéairement indépendants.
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On peut par exemple prendre 6 = %- , 0' =

I

Exemple 2 [1] Les mesures Hp s My o correspondent 3 des prises de moyenne

» C

Hg

sur des carrés C obtenus & partir de C1 par des homothéties de

1> Gy 0 G5
1

rapports 1, a, a', ot a, a'

sont 2 irrationnels algébriques de [0,1],

@ linéairement indépendants avec 1 .

Exemple 3 : Ce dernier exemple me parait présenter un intérét du fait de

son analogie avec le probléme connu en tomographie sous le nom de probléme

de Hammer [7]. I1 s'agit de 1'exemnle suivant : Mpseeest s Mooy désignent
les n + | mesures dans R" de transformées de Fourier

A 2 - 31n(sz) o

Uj - Tz . s ] 5ol

]

A _ sin(T<a,Z >)

un+1(Z) T T<a,Z>
ol a = (al,...,an) désiene un m-uplet de (6)n constitué de nombres 0—-linéai-

rement indépendants avec 1. Dans ce cas, on peut construire explicitement une
solution au probléme de la déconvolution en utilisant les techniques évoquées

dans cette section.

§ III CONCLUSION ; ET LES PROBLEMES DE BRUIT ?

Tout d'abord, une premiére remarque : les distributions intervenant
dans les formules dont nous disposons &tant données sous forme de séries,
il est indispensable, pour n'avoir 3 manier que des séries tronquées,
lorsque 1'on désire récupérer une information ¢ € 5”(1&1) sur le domaine
Izl <R , de connaitre une borne de © et de toutes ses dérivées jusqu'ad un

~

certain ordre sur 1l'ensemble Ilixll <R' , ol

’,ff‘—-—“\\\\

R' = R + 2 diamétre (Supp1ﬁ U Supp1ﬁ )

oli 7~ désigne la prise d'enveloppe convexe.

De plus, la connaissance d'une telle borne est indispensable si 1'on
songe aux propriétés arithmétiques des nombres intervenant dans 1'expression
des mesures Hiseoost ; dans la pratique, toutes les constantes arithmétiques

doivent étre remplacées par des apnroximations rationnelles suffisantes.

La technique utilisée le plus souvent pour pallier aux problémes
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de bruit est celle du filtrage de Wiener. Revenons i notre exemple originel
développné dans 1'introduction. L'objet N correspond & un processus stochas-—
tique spatial, comme d'ailleurs 1'image H que 1'on veut capter et l'on
supposera ces deux processus stationnaires dans le planet indépendants. Lorsque

1'on essaye de minimiser au sens des moindres carrés 1'expression

(M) 6L (x,9)-Y] d oY) - Hx,3))°

-~

Pl
on s'apercgoit que l'opération & effectuer sur ¢ est la suivante

o {b ﬁ(w) ‘~90 (w)
H =~

A 2
+
|1 ()] R (w) tpn(w)
ol wo et wn sont les transformées de Fourier des fonctions de %

E[(H(Y) - E(H(Y))) BE+Y) - E@EX))] et E[NENE] .

Connaitre H exige donc que 1'on dispose de modéles simples
pour les fonctions wo et mn ; on peut raisonnablement supposer que @n
est une constante et mo une fonction constante dans une boule de rayon R et
nulle en dehors de cette boule [8] . L'opération de filtrage est donc une

opération de convolution avec une certaine distribution tempérée.

Lorsque nous essayons de substituer a cette opération 1'opération
de convolution avec les déconvoluteurs associés d un systéme Hpseseob s
nous nous trouvons confronté&s aux problémes que posent l'action de dériva-
tions sur les bruits. Des &tudes numériques sont conduites dans ce sens &
1'Université de Maryland.

Enfin, et nous conclurons par ce point, il existe un lien entre le
filtrage de Wiener et une partie des techniques que nous venons de développer ;
décrivons le de maniére trés sommaire : nous avons vu que si ﬁ},...,ﬁ;
sont n &léments de AD(En) définissant dans C" , une variété de zéros

communs V réguliére (au sens (15)), on a, au sens des mesures

n
. €
lin | — ax -—-%—‘ﬂi
£>0 A2 n+1l N
Gl "+ e) |71
1.]
- . n 2n . .
ol dkn désigne la mesure de Lebesgue dans T ~ R , J le déterminant
. . . A . - . _
jacobien des fonctions ﬁl,...,un , dV la mesure associée au courant d'intégra-

tion sur la variété V . Une manidre d'envisager la régle précédente est
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d'examiner ce que deviennent les opérations du type filtrage de Wiener
(ou pseudo de Wiener comme par exemple dans [5] ) lorsque le rapport

bruit sur signal tend vers O (dans 1'exemple &tudié ci-avant, il s'agissait
o
n
du rapport — ) .
%
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