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Soient M une variété riemannienne compacte, A le laplacien de M ,
(mk) (k = 0,1,2,...) une base orthonormée de L2(X) formée de fonctions propres
associées 3 la suite croissante de valeurs propres Ak . Si A est un cpérateur
pseudo-différentiel d'ordre O , on s'intéresse au comportement asymptotique
quand k>+o de la suite < Amklwk > ol <| > est le produit L2 . Plus précisé-
ment, si a est le symbole principal de A, S*M le fibré des vecteurs cotangents
unitaires et dw 1la mesure de Liouville normalisée par [dw = 1 sur S*M,

a quelles conditions a-t-on

lim < Ap I(pk >= ady ?
k>+eo S*M
La réponse n'est pas toujours oul comme on peut le voir par examen
< 2 . . . 9
du cas de la sphére S munie de la métrique usuelle : si ) est le champ de
vecteurs des rotations infinitésimales autour d'un axe, il existe une base

2 . L.
orthonormée Yl n de L7 (X) (harmoniques sphériques) telle que

AY o '3 (2+1)Y2

L, ,m
g% Yl,m = im Yz,m
avec & = 0,1,2,..., et =4 <m<}
Considérons la sous-suite YQ,Q = cz(x+iy)2rs2 , alors les YZ,Q se

concentrent quand 2+~ sur 1'équateur de S” au sens que, si € > O est donné

et si Be est le voisinage tubulaire d'épaisseur € de 1'équateur, on a :

I 2 'Y'Q',g'lz = O (e—C(E)z) .

S”\B
€

De plus, si nous définissons la densité D(S) d'une partie S du spectre par

#{) € <
.)\k S|>\k 2}
# < ’
{l] A}

D(S) = lim
A>+o

on neut pour un procédé analogue construire une suite de densité& > O qui se

concentre dans un voisinage tubulaire fixé de 1'équateur.
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Ce qui joue un rdle dans cet exemple est 1l'existence de régions
de S*Minvariantes pour le flot géodésique et de mesure > O dans lesquelles une
suite de fonctions propres peut se concentrer au sens que nous avons étudié
dans [CV1] : 3 une suite de fonctions propres (ou méme de quasi-fonctions

propres) est associé dans cet article son microsupport, qui est un fermé de

S*M,invariant par le flot géodésique, tel que, si A est un OPD tel que
WF(A) ne rencontre pas le microsupport de la suite P alors, pour tout
i
s , HAwK Il s est une suite 3 décroissance rapide. Dans 1'exemple précédent,
i H M)

. . . . _ 2
la projection sur M du microsupport de la suite (Y ,£ ) est 1'équateur de S .

2,2
On a le résultat général D(S) < vol (Microsupport (S)), ol le volume est
calculé avec la probabilité de Liouville.

Le résultat &noncé vers 1974 par A. Schnirelman est tout 3 fait

remarquable :

Théoréme : Si le flot géodésique sur M est ergodique, il existe une sous—suite

(

K ) de densité 1 du spectre du laplacien telle que, pour tout opérateur
i 1EN
pseudo-différentiel A d'ordre O et de symbole principal a , on ait :

lim < Ap Imk >={  adw .
i+t i i S*M
En fait la démonstration de Schnirelman est incompl&te, et ce n'est
que récemment que S. Zelditch a donné une démonstration plus complé&te dans

~

le cas des variétés a courbure constante négative en s'appuyant sur un calcul
pseudo-différentiel adapté i la géométrie hyperbolique. Les articles de
Zelditch contiennent en fait suffisamment d'éléments pour construire une démons-
tration compléte, et en fait simple du théoréme précédent.

C'est un probléme ouvert, d ma connaissance de savoir si on peut
éviter d'avoir 3 extraire une sous-suite de densité 1. On peut aussi noter un

corollaire simple du théoréme :

Corollaire : Soit D « M un ouvert régulier, alors :

|2 _ vol(D)

lim Iquj’k.1 vol (M)

i—>oo

I1 est aussi peut-&@tre nécessaire de rapoeler la définition de 1l'ergodicité :
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Déf.: Le flot géodésique (Gt) est dit ergodique si, pour toute

teR
fonction continu f sur S*M , on a, pour presque tout x € S*M ,

T
lin ¢ [ £G, ()dt = [ f.du .
T+ 0 S*M

[en fait on peut nrendre le presque partout indépendamment du choix de f]

~

Cette définition montre a3 1'évidence que le théoréme précédent est
un bon analogue quantique de 1'ergodicité& d'un systéme hamiltonien classique.

Nous décrivons maintenant les €léments de la preuve du théoréme.

1. 1. LA QUANTIFICATION DE FRIEDRICHS.

I1 est bien connu que 1'OPD associé 3@ un symbole = O n'est pas
- . . . 2
nécessairement un opérateur = 0 : par exemple si a(x,£) = a(x)g avec

ae€ C:(R) ,a=0, 1" OPD associé & a par la quantification usuelle est

2
A=- alx) 9——-2 qui n'est pas = 0 sur LZ(R) : s1 @ € C:(R) vérifie
dx
@" = @ sur le support de a , on a : (Ap|p) = - § amz < 0. Au contraire

R

d d
' é - = —_ > .
1'opérateur = (a Ix ) est 0

I1 existe une généralisation de cette remarque, due & Friedrichs

(voir [T] ».142 thm 2.2)

. s . . . e . F ..
Théoréme : Il existe une application linéaire ap—O0p (a) qui, 3 un symbole

classique de degré O , associe un opérateur pseudo-différentiel d'ordre 0 , de

symbole principal a et tel que :

a=o0 ==%vODF(a) > 0 sur LZ(M).

F
De plus Op(a)-On (a) est d'ordre -1

-~

La démonstration utilise les OPD b(D,x,D) associés a un symbole

b(gl,x,gz) et une construction & vartir de a(x,£) d'un symbole double :

b(g,,%,8,) = IF(EZ,C) a(x,z) F(g,,0) dg

ot F(g,0) = (1+]g]2)™/8

et q € Cm(lgfsil) avec |l qll = 1.
o L2

1/

a(+]g] 574 -y
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Une fois la construction faite dans R , 11 n'est pas difficile
par partition de 1'unité de 1'étendre a toute variété compacte :
si Ai =0, 2 wi Ai wi 2 0 et on choisit une partition telle que Z wi =1
(il faut choisir des cartes isochores, i.e. telles que la forme volume de

. ~ n
M soit transformée en la mesure de Lebesgue de R ).

2. REPRESENTATION INTEGRALE.

(o] . -
Considérons maintenant pour a € C (S*M) (qu'on étend par homogénéité

de degré 0 a T*M\0), la correspondance qui, 3 a , associe

uk(a) =< OPF(a)@k|$k > , I1 est clair que Mo est une distribution = O ,
donc d'aprés L. Schwartz, une mesure de Radon (de masse 1) sur S*M . Cette
mesure renrésente lorsque koo la localisation de ¢, dans S*M (au sens de

k
la norme L2 microlocalisée).

3. LE THEOREME D'EGOROV.

On a le :

Théoréme : Pour tout a € CW(S*M), et pour tout t € R , on a :

lim | (a-a°Gt)duk =0, ol Gt est le flot géodésique :
k> S*M

*
uk..Gt(uk) converge vaguement vers O quand k>o[t fixé&]

-it/a . it/h
A e

Preuve : Soit At = e oli A = ODF(a), on a :

< Atﬁpkltpk > = < Acpqu)k>= J’aduk ; d'autre part, si

a est le symbole principal de At . At - ODF(at) est d'ordre - 1 , donc :
_ -1/2, ", . . ,

< Atmk[wk > = fat-duk + 0(>\k ) ; on aoplique alors le théoréme d'Egorov

qui affirme que a_ = a°Gt .

4. CONVERGENCE EN MOYENNE.

. . F
Soit toujours A = Op (a) avec a= 0, on a :

—tkk
) = i e < Npkhpk >,
et par les méthodes de calcul symbolique classique, on a :

Tr(Ae-tA

Tr(ae Y /Tr(e ™) NN/ fadw
t->0

donc, comme A > O,par le théoréme taubérien de Karamata :
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. 1 -
1im Wz Iaduk = fadw , avec NA = #{Xk< A},
A0 X£<X

On a ainsi une convergence vague, en moyenne, de W vers w . Jusque 13

on n'a pas utilisé 1'ergodicité.

5. OU L'ERGODICITE EST UTILISEE.

On pose, pour a € C (S*M) avec | all o = 1
T L

, 1 o - _ -
aTO\z) = T; f a(Gt(z))dt , a = f[adp et ﬁTo(z) = aTo(z) - 3 . On se donne un

(o]

¢ >0 . L'ergodicité implique, pour presque tout z € S*M , lim QT (z) =0

TO++oo [e]
et comme HQT I <2, ona, d'anrés Lebesgue, l'existence d'un TO> 0 tel
o L
A € - 1
que jla | dw < = . Comme . = — ¥ u, converge vaguement vers dw , on a :
T 2 X Nx k
o A, <A
k
> a 1. < e.
(N IT I, Az, jlaT |dux €

(o]

D'aprés 1'inégalité de Chebychev, on a alors :

1 A

— < > /e1< > .
(2) o A <A f[aTOIduk Ve}</Ve , pour A > A
Soit alors :

B_ = (] jlé‘Tolduk </e} , ona D(B ) > 1-Ve ;

Soit C_ = {n | [fla(z)-3ldy | <2 /e} et

D
€

{Ak| ]I(aT —a)duk|< /;} , qui est de densité 1 d'aprés le §3. On
o

a évidemment C :DBsﬂDE , on en déduit D(Ce) = 1-ve .
2
= <_— = - > -
{Ak| Ickl ~ }ic, =< Amklwk> fadw, on a D(A ) > 1

5| —

€
Soit maintenant An

On en déduit, par un lemme facile, 1l'existence d'un ensemble A de densité

tel que lim ¢, = 0 (procédé diagonal).
k
ko ,)\k€Aoo

~

I1 reste 3 voir qu'on veut choisir 1'ensemble A indépendamment

de la fonction a .

Soit ¢, une base orthonormée de fonctions propres du laplacien
sur S*M , et soit Azc:{xk} de densité 1, tel que :
i d = .
lim f¢2 e f¢2dw

Moo EA
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On peut &videmment supposer que, VY% , /A

o+ CAJL . Soit alors

N —
-
B
.
-

L
1° N

< =1 -
a tel que, VA = a N # {AkE'Al Ikk A1=>1
1 | 1
> — <A}>1 - —
a, tel que, VA a, » N # {Ake’éﬂ, |>\k Ar=1 0 .
on construit A; tel que éﬁ n[az’a2+l[ =4A2 n [al,az+l] et
donc AL DIA& , on voit que D(4) = 1.
[O,a l+1] [0,a£+1]
Les W, sont donc une suite de mesure A de probabilité qui, lorsque,

Ak+ o avec kkelén convergent vaguement sur un ensemble dense de C(S*M), donc

on a la convergence vague des “k(AkE'A» ) vers la mesure de Liouville.

6. GENERALISATIONS ET PROBLEMES.

I1 serait intéressant de généraliser aux problémes 3 bord avec un
billard ergodique, & 1'asymptotique semi-classique (M > O) et au cas des

surfaces non compactes d'aire finie.

Le probléme le plus intéressant est de savoir si on peut s'affranchir

de la condition d'extraire une sous-suite de densité 1 : quelles sont les

valeurs d'adhérences de la suite des pour la convergence vague ? Ces

Pk
mesures sont nécessairement invariantes par le flot géodésique, mais il y a

une foule de telles mesures singulidres : par exmple si y est une géodésique

périodique, uY(f) = fx%j'fyf'ds est une telle mesure.

I1 me semble que ces mesures pour des géodésiques fermées des surfaces

de Riemann 3 courbure -1 ne vpeuvent pas étre des limites vagues d'une suite
@ - De toutes les fagons il y a d'autres mesures portées pour des ensembles

de dimension de Hausdorff > 1, [cf. travaux de Patterson, Sullivan] .
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