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§ 1 - INTRODUCTION

1.1. Notations

On désigne par P un opérateur différentiel d’ordre m défini
n

dans un ouvert (2 de IR ,

dont le symbole principal est p y

On notera H le champ hamiltonien de p , y dont l’expression en coordonnées
P

locales est

1.2. L’unicité de Cauchy

,

Soit S une hypersurface C orientée de (2 passant par un

point x . Comme S est orientée on peut définir localement S+ et S-
o

régions respectivement "au dessus" et "en dessous" de S :

On dira que P possède l’unicité de Cauchy par rapport à S près de
00

x s’il existe un voisinage V de x tel que pour tout u ~. C (V) les
o 0

conditions
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impliquent u = 0 sur un voisinage de x 
0 

.

1.3 Des résultats connus

On se limite d’emblée à des opérateurs d’ordre 2, de symbole
, 

"0 00

principal réel C , dont les termes d’ordre inférieur sont L (pour d’autres

cas voir Hbrmander [5~, Zuily ~6]). On a tout d’abord un résultat d’unicité.

. 

Théorème (HBrmarider le cadre spécifié plus haut, si, pour tout 1 Theoreme HBrmander 1.5J :Dans le cadre spécifié plus 
n 

si, pour tout glffi ’0,

alors P possède l’unicité de Cauchy par rapport à S (dont une équation

est Y(X) = Y(X 0), avec S+ - y(x 0)1) près de x .

On dispose également d’un résultat de non unicité avec perturbation

d’ordre 0 .

Théorème (Alinhac 1). Dans le uadre spécifié plus haut, s’il existe JR B0,tel que
(1.3) _.- n(xo, jo) - fi 13 (Y) (x -- C &#x3E; 0" 

0 °O p 0 ’O p 0 0

avec dp(x 0 F &#x3E; 0 0 et S non caractéristique pour P (i .e, p(x o y(p’(x o ))/ 0g O ’O O O

si (p(x) = y(x 0 est une équation de S) , alors il existe un voisinage V
o

de x , des fonctions a, u C C (V) tels que (P+a)u =0 et suppu

1.4 Position des courbes bicaractéristiques (courbes intégrales de H ) .
20132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 2013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 p

L’hypothèse du théorème d’unicité cité en 1.3. signifie que toutes lès

bicaractéristiques (nulles) tangentes à S au point x 
0 

sont tournées
o

vers S- avec un contact d’ordre 2 .

Pour le théorème de non unicité précédent, on suppose qu’il existe une

bicaractéristique tangente à S au point x 
0 

tournée vers S+ avec un
o

contact d’ordre 2 .

On se propose d’étudier ici des cas dans lesquels toutes les bicaractéristi-

ques sont "tournées du bon côté" (i.e. vers les zéros de u) sans faire

d’hypothèse de stricte convexité.

§ 2. LES RESULTATS

2.1 Le cadre du problème
2.1.1. Soit P un opérateur différentiel d’ordre 2 , à coefficients C

00

pour la partie principale, Lloc pour les termes d’ordre inférieur , y défini
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sur un ouvert Q de de symbole principal p(x,~) supposé réel.

Soit K une famille d’ hypersurf aces orientées de () i . e . la donnée d’une
00

classe de fonctions q E C , réelles sur r2 , de gradient ne s’annulant pas, y

équivalentes pour la relation

pour tout x de (2, y i l existe X(x) &#x3E; 0 tel quecp’(x) = 
, 

00

(remarquons que X est alors nécessairement C ) .

On suppose que p est de type principal i.e.

(2.2) 20132013 (x ,§) ne s’annule pas sur [2 X IRn 0 . Egalement on fait l’hypothèse
à§

que K est non caractéristique pour P , i.e.

( 2 .3 ) ne s’ annule pas su r ( 2 ,

ce qui est indépendant du choix du représentant q de K .

2.1.2. On dira que P possède l’unicité de Cauchy compacte relativement

à ~C si la propriété suivante est vérifiée.

Pour tout , i 1 exi ste un ouvert V ,x 0 Ev, tel que, pour tout

voisinage W de x inclus dans V , si
o

on obtienne u = 0 sur un voisinage de x .
o

On dira que P possède l’unicité de Cauchy compacte 0-stable relativement

à K si, pour toute fonction a C C P + a possède l’unicité de

Cauchy compacte relativement à K .

2.2. Enoncé des résultats

2.2.1. unicité de Cauchy compacte

- Théorème 1 : (Condition suffisante d’unicité de Cauchy compacte)

Soient P et K comme dans le paragraphe 2 .1.1. On suppose que, pour tout
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Alors, P possède l’unicité de Cauchy compacte relativement àK .

Théorème 2 (C.N.S. d’unicité de Cauchy compacte 0-stable) :

Soient P et K comme dans le paragraphe 2.1.1., P étant à coefficients
00

C .

Pour que P possède l’unicité de Cauchy compacte 0-stable relativement

à K , il faut et il suffit que (2.5) soit vérifiée.

2.2.2. Condition suffisante d’unicité de Cauchy

00
Soit P un opérateur différentiel d’ordre 2 , à coefficients C dans

co 
, , 

sa partie principale, L pour les termes d’ordre inférieur, défini dans

un ouvert Q de m n de symbole principal réel, de type principal en x .
o

00

Soit S une hypersurface C orientée passant par x dont une équation
o

est localement (p(x) = c’ (xo) 0 . On suppose que S est
’ o 0

non caractéristique pour P en x i.e. p(xo,c’(xo)) 0 . On noteo oo

S+ = (x É c(x) &#x3E;_ c(x ) , S " (V) le fibré en sphère du cotangent T (V) ,
où V est un voisinage de x .

o

On pose

On peut démontrer qu’il existe un voisinage V 
o 

de x 
o 

tel que Lv soit
L o o V

une sous-variété de codimension 3 de S"(V) . 0

,Corollaire : S’il existe un voisinage V de x V ev, tel que pourj20132013. -201320132013201320132013 

alors P possède l’unicité de Cauchy par rapport à S près de x 
0 

(c(,l,l.).
o

3. Commentaire

3.1. Invariance des hypothèses
Les hypothèses sont invariantes par changement de coordonnées ainsi que

par changement de fonction y définissant K pour les théorèmes, et S
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pour le corollaire.

3.2. Position des bicaractéristiques

- Lemme -

Soient P et K vérifiant les hypothèses du théorème 1 . Alors pour tout

si p(x ,S; ) = H ( c~) (x ~ J ) - 0 ~ la bicaractéristique
0 0 0 0 p o 0 

y

tangente issue de (x 0 reste localement "du bon côtés i.e. vérifie
o 0

(oo(s))  t(t(0) ) pour s dans un voisinage de 0
( 0) = H , w (0) = (x , 1 )) . En particulier, si une bicaractéristique

p o o

tangente a un contact d’ordre fini avec une hypersurface de la familleK ,

nécessairement ce contact est d’ordre pair et du "bon côté" i.e.

let
Pour démontrer ce lemme on utilise que dp A dtp ~ c~~ ~ 0 sur p = ~p ~ c~~ - 0
et on trouve une carte locale symplectique au voisinage de (x ,§ ) dans

o 0

laquelle p = S 1 . On peut comparer ce résultat au paragraphe 1.4 ci-dessus.

3.4. G lobal i té de l’ hypothèse (2.5)

Il semble impossible de faire une hypothèse en un seul point x dans le
o

cas où il existe des bicaractéristiques tangentes ayant un contact d’ordre

strictement supérieur à 2 . Ceci est illustré par l’exemple suivant :

Dans de variabl es dual es on se place au
12 12

voisinage de 0 = (00,0) avec (p = t . Posons

, , 
ro 

,

Cet opérateur est à coefficients C réels, d’ordre 2, de type principal,

non caractéristique, et vérifie pour § E IR3 B 0
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Néanmoins dans tout voisinage de 0 , sur S , on peut trouver x et

g £ tel que

Donc au point x , le théorème d’Alinhac [ 1 ] permet de construire un

contre-exemple à l’unicité de Cauchy.

3.5. Compacité

La condition (2.5) n’est pas suffisante pour que P possède l’unicité

de Cauchy au sens (1.1). Par exemple l’opérateur (des ondes) D2 + D D
+ x1 x2’ X1 X2

ne possède pas l’unicité de Cauchy (pour des termes d’ordre inférieur

quelconques C ) par rapport à la surface d’équation t = 0 (cf.[~2]~3j~5j
th.8.9.4.). On évite dans les théorèmes ces problèmes de "convexification"

en utilisant la notion d’unicité de Cauchy compacte.

3.6. Exemples

3.6.1. Considérons un opérateur P à coefficients L y défini dans un

voisinage de 0 dans IR 4, , de symbole principal

Les variables de m4 étant x - (t ’ x 1’ x 2 YX3) et leur variables duales
S = (T,Sl,S2,SJ). Soit ,C la famille d’hypersurfaces orientées donnée1 °2 3 3
par * t , clairement non caractérsitique pour p . Le symbole p vérifie

les hypothèses du théorème 1 , y les bicaractéristiques tangentes sont tournées

du bon côté (t _ 0) à un ordre ~ 4 ; en outre, en tout point voisin de 0 ,

on peut trouver des bicaractéristiques tangentes à l’ordre 4 exactement,
de sorte qu’aucun résultat de stricte pseudo-convexité n’est applicable ici.

3 .6 .2 . Soi t P un opérateur déf ini sur un voi sinage de 0 dans IR 3 à
oe

coefficients L , de symbole principal

et soit S l’hypersurface d’équation, (t,xl,x2) étant des coordonnées
1 2

locales et (’1’2) des variables duales. Le corollaire implique l’uni-
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cité de Cauchy (au sens (1.1)ici) pour P par rapport à S près de .

W

Remarquons qu’en 0 il existe des bicaractéristiques tangentes à l’ordre 4

et que par conséquent un résultat de pseudo-convexité ne peut s’appliquer à

priori ici.

§.4. INDICATIONS SUR LA PREUVE

La technique employée consiste à établir une inégalité de Carleman pour

P . Pour cela on étudie l’opérateur

, 
w 

. ,

est une fonction C réelle et y un "grand paramètre" positif. On

est, par suite conduit à étudier le "symbole" Pour cela on

développe un calcul symbolique à grand paramètre analogue au calcul classique

(à cela près qu’on ne demande pas de "gagner" quand on dérive par rapport

à y) .

4.1. Calcul symbolique avec grand paramètre

4 .1.1. Définition

On dit que a(x.F./) si
P ,0

(ii) pour tout E IN X IN X IN , i 1 existe C &#x3E; 0 tel que ~ pour

tout (x~~y) ~ IRn X 

On démontre les propriétés usuelles du calcul symbolique : composition,
2 1 

0

adjoint, continuité L . On démontre également une inégalité de Garding :

o

4.1.2. Inégalité de Garding précisée

Soit A 
y 

un opérateur de symbole 
Y ,

Si a 
m 

2 0 , alors il existe C ? 0 ( indépendant de y) tel que , pour tout

u E 
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avec

4.2. Estimation sur les symboles

En utilisant les hypothèses sur p et K , on prouve tout d’abord une

estimation du type

x étant une fonction de

troncature y (F, 1’) E IR X (0,0) ; de cette estimation, on déduit une

inégalité sur P du type
y

avec

Puis en posant

on prouve une estimation du type

00

où c Y c2 sont des constantes et a,b des fonctions C sur la sphère
n

S .

Ceci nous permet d’établir une estimation de la forme

ce qui avec (4.2) nous donne une inégalité de Carleman.

Cette méthode s’inspire de la preuve de ~4J pour la résolubilité locale

d’opérateurs de type principal dans le cas non dégénéré (p = p +ip , y1 2
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