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1. INTRODUCTION

Notre but est de présenter quelques travaux récents sur les équations

de Hamilton-Jacobi du premier ordre :

est un ouvert de aeN , u est scalaire. La nonlinéarité H-appelée Hamiltonien -
est une fonction donnée continue sur fi x JR L’ équation (1) est une formu-

lation générale des équations de Hamilton-Jacobi (HJ en abrégé) qui contient la

formulation plus habituelle :

(on considère alors

Il est bien connu que (pour des conditions aux limites données) il

n’existe pas de solutions globales Cl de (1) (satisfaisant ces conditions aux
limites) même si toutes les données sont analytiques et que les solutions

localement Lipschitziennes (vérifiant (1) p.p.) étudiées par W.H. Fleming

[9],[l0]; S.N. Kruzkov [14],[15], A. Friedman [111, ne sont ni stables ni

uniques.
Récemment M.G. Grandall et l’auteur ([4],[5]) ont introduit la notion

de solutions de viscosité de (1) dont nous rappelons brièvement la définition

et les principales propriétés (tirées de [5] et de M.G. Grandall, L.C. Evans

et P-L. Lions [3], P-L. Lions [17]) dans la section II. Cette notion permet
d’obtenir des résultats d’existence et d’unicité très généraux que nous

donnons dans la section III : l’unicité découle de M. G. Grandall et P-L. Lions

[5], [6] et l’existence de P-L. Lions [17],[18], G. Barles [1], M.G. Grandall
et P-L. Lions [6].

Les équations de Hamilton-’Jacobi du premier ordre interviennent de

manière fondamentale dans les théories du contrôle optimal déterministe et des

jeux différentiels : la notion de, solutions de viscosité permet alors de jus-
tifier ces relations par une adaptation aisée du principe de la programmation

dynamique. Cette observation, due à P-L. Lions [17], est rappelé dans la sec-

tion 3 ainsi que divers résultats reliés adaptés de P-L. Lions et M. Nisio [20].
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Enfin la section IV est consacrée à quelques problèmes asymptotiques
- intervenant en optique - pour les équations de HJ. Ces problèmes sont résolus

dans P-L. Lions, G. Papanicolaou et S.R.S. Varadhan [21] à l’aide de la notion

de solutions de viscosité.

2. SOLUTIONS DE VISCOSITE : DEFINITION ET PROPRIETES ELEMENTAIRES

Soient (p e C (~) et x o e ~: on rappelle que le surdif f érentiel (resp.

sous-différentiel) de (p au point xo est l’ensemble convexe fermé éventuellement

vide donné par :

Une caractérisation de ces ensembles est donné par le

Lemme 2.1 : Soient tp 6 et Xo e Q si et

seulement si il existe ~ e vérifiant au point x o un maximum

global (resp. minimum global) strict.

A l’aide de ces différentiels généralisés on définit pour 

Définition : u est solution de viscosité de l’équation de HJ (1) si :

Remarques : i) Si est solution (classique) de (1), u est solution

de viscosité de (1).

ii) Si u est solution de viscosité de (1), alors (1) a lieu en

tout point de différentiabilité de u . En particulier si u est localement

Lipschitzien, l’équation (1) a lieu p.p.

En utilisant le lemme 2.1,on obtient la définition équivalente
suivante où (u e C(r2)) .
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Définition équivalente : u est solution de viscosité de (1) si et seulement si

on a pour tout ~ 6 c 1(~2) les propriétés suivantes :

. 

d d... 
. 

l l CI C2Remar q ue : On obtient encore des définitions é q uivalentes en remplaçant C1 par C2
ou COO et (ou) en remplaçant local par local strict, global, global strict.

Ces observations élémentaires impliquent la

Proposition 2.1 : Soit 6 C (Q x ]R x ~R~~ ) conver g eant uniformément sur

tout compact de Q x IRX lRN vers H(x, t,p) , soit u 6C (Q) solution de viscosité
- - n

de : H (x,u,Vu) = 0 dans Q. On suppose de plus que u converge uniformément

vers u sur tout compact de S2 . Alors u est solution de viscosité de (1).

Remarque : De même obtient-on - et ceci justifie la terminologie utilisée -

la convergence de la méthode de viscosité évanescente, Par analogie avec la

mécanique des Fluides, on appelle méthode de viscosité évanescente la méthode

consistant à approcher (1) par :

(4) - eAu 
e 

+ H £ (x,u E ou ) - 0 dans Q

où e &#x3E; 0 , H E (x, t, p) E C converge uniformément sur tout compact de

vers H(x,t,p). L’équation (4) - pour e fixé - est l’exemple typique

d’équations quasilinéaires qui sont assez bien comprises : nous renvoyons le

lecteur à D. Gilbarg et N.S. Trudinger [12], 0.A. Ladyzenskaya et N.N. Ural’rc’eva

[16], J. Serrin [22], P-L. Lions [19] . Sous des hypothèses générales sur H 
e

(et pour des conditions aux limites prescrites) on obtient l’existence de

u E 6 C2(Q). De plus on peut obtenir (cf. P-L. Lions [17] pour plus de détails)
des estimations Wl,oo uniformes ene. Il est donc naturel de supposer qu’il existe

u 6 C2 (Q) convergeant uniformément sur tout compact de Q vers u . Alors u

est solution de viscosité : en effet il suffit de considérer (par exemple) un

point x 
o 

de maximum local strict de u - ~ où 1jJ 6 C2 (Q), ’ alors on peut trouver
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e n 0 , 9 x 

n 

n, - x o tels que x 
F- 
n 

est un point de maximum local de 
n En n o En En

D’où, d’après les conditions nécessaires d’extrémalité et (4) :

et (2’) est prouvé ! a

Les résultats de cette section sont dûs à M.G. Grandall et P-L. Lions

[5] (une présentation plus directe se trouvant dans [3]).

3. EXISTENCE ET UNICITE

Nous ne considérons ici que le cas modèle suivant :

où H(x,p) 6 C ( IR x]R)~&#x3E;0; bien que tous les résultats qui suivent s’étendent
à des Hamiltoniens généraux H(x,u,Vu) ainsi qu’à des problèmes avec conditions aux

limites comme par exemple :

et

Dans un premier temps, nous supposerons que "la condition aux limites

à l’infini" se traduit par la bornitude des solutions et nous utiliserons les

hypothèses : 
~

Théorème 3.1 : : i) Sous les hypothèses (7)(8), il existe une unique solution de

iscosité de 
-’’’’""’

viscosité de (5) dans BU C(IR N
ii) Sous les hypothèses ( 7 ) et (9), il existe une unique solution

de viscosité u de u e de viscosité 5 dans - b (TR ) ’(TR) . .

iii) Soient solutions de respectivement,

(5) et :(5’) H(x,Dv) +Àv = f(x) dans IR N
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Si si on suppose (7) et ou bien (8) , ou bien l

alors on a :

Remarques : i) Bien sûr (10) entraîne l’unicité.

ii) Les résultats d’unicité et de comparaison du type (10) sont

dûs à M.G. Grandall et P-L. Lions [5]. L’existence est démontrée dans P-L. Lions

[171,[181 dans le cas ii) et dans le cas où (8) est remplacée par l’hypothèse

(naturelle pour les applications) :

- voir également P.E. Souganidis [23]. Le cas général est démontré dans

G. Barles [1] par une méthode d’approximation élégante utilisant le cas où (8’)

a lieu.

iii) Si (8’) a lieu, on peut démontrer (cf. P-L. Lions [18] que la

solution de viscosité u vérifie : u 6 avec e = a/ 
C S1 Àe , 0 ,8

quelconque dans (0,1) si À = C et 8 = 1 si À &#x3E; C . 
0

o 0

La méthode de démonstration de la partie existence du théorème est

basée sur l’estimation (10), la méthode de viscosité évanescente et divers

procédés d’approximation ; et l’unicité (ainsi que (10)) se démontre élémen-
N

tairement : donnons la démonstration de iii) dans le cas où u,v 6 
o

Elle repose sur le lemme suivant :

Lemme 3.1 : Soient u,v 6 C (IRN) tels que max(v-u) &#x3E; 0. Alors il existe
2013201320132013201320132013 

201320132013~ o N 
201320132013201320132013201320132013201320132013

(x ) , (y ) vérif iant : x , ,y + x 6arg et
n n n n n n n o .--,-

De plus si bornée.

Démontrons (10) à partir du lemme : la définition des solutions de

viscosité implique que :
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d’où par soustraction : q

On conclut en faisanttendre n versl’infini et en utilisant (8) (ou (7)).

Enfin, le lemme 3.1 se démontre en étudiant la fonction :

Pour les applications au contrôle optimal, aux jeux différentiels et

à l’étude des semi-groupes associés à l’équation de Hamilton-Jacobi, il est

intéressant de généraliser les résultats qui prédèdent au cas de données non

bornées. On utilisera les hypothèses (pas simultanément !) :

Theorème 3.2 : i) Sous les hypothèses (11) et (8), il existe une unique
solution de viscosité u de (5) dans U CORN) . De plus u ) p À ,) )

ii) Sous les hypothèses ( 12) , (8) et si 

alors il existe une unique solution de viscosité de

vérifiant

iii) Sous les hypothèses (13) (8) et si f 6 C(IRN ) il existe

une unique solution de viscosité u de (15) dans C(IR ) .
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Remarques : i) Il est possible bien sûr de réunir (12) et (13) (i.e. ii) et iii);

dans un même résultat. De plus l’analogue de (10) a toujours lieu.

ii) L’unité dans i),ii) est démontrée par H. Ishii [13]. L’existence

et iii) sont dûs à M.G. Grandall et P-L. Lions [6] - où l’unicité pour i),ii)

est redémontrée par une méthode plus simple que dans [13]. 
’

Pour conclure indiquons-que des exemples montrant l’optimalité des

résultats et des hypothèses sont donnés dans [5], [17J,[6J. Enfin les résultats

précédents ainsi que la méthode de démonstration de l’unité sont utiles pour

l’approximation numérique des équations de Hamilton-Jacobi du premier ordre :

cf. M.G. Grandall et P-L. Lions [7], P.E. Souganidis [23],[24]...

4. APPLICATIONS AU CONTROLE OPTIMAL

On s’intéresse ici au contrôle optimal de systèmes déterministes

gouvernées par les équations différentielles ordinaires. L’état du système
est donné par la solution yx(t) de l’équation différentielle :

où x - l’état initial du système - 6 IRN a(s) - le contrôle - est une fonction
mesurable sur ~à valeurs dans A espace métrique - ensemble des valeurs

du contrôle - et où le champ b(x,a) défini sur aeNxA vérifie (par exemple) :

On se donne f(x,a) fonction réelle sur ]R N xA - f est le coût

infinitésimal - et X&#x3E; 0 - À est le taux d’actualisation. La fonction coût

est donnée par :

et il.s’agit de déterminer le coût minimum - appelé fonction valeur - i.e. :

où l’infimum est pris sur tous les contrôles admissibles i.e. toutes les

fonctions mesurables sur 1R+ à valeurs dans A. Pour simplifier on suppose :
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L’argument de la programmation dynamique de R. Bellman

donne alors l’identité suivante valide pour tout T &#x3E; 0 ; -.

On en déduit alors (cf. P-L. Lions [17]) le :

Théorème 4.1 : Sous les hypothèses (16) et (19), u est l’unique solution de

viscosité dans B _ ,, C (]RN ) de (15) où H est donné par

Remarques : i) Il est bien connu que si u estdifférentiable en XO alors(15)
(avec H donné par (21)) a lieu en x : on retrouve ici ce fait comme sous-produit
de la notion de solution de viscosité. De plus l’unicité permet la détermination

effective de u .

ii) (16) et (19) entraînent (7) et (8’). En fait en utilisant le

théorème 3.2, on peut considérablement relâcher (19).

Démonstration du Théorème 4.1 : L’unicité découle du Théorème 3.1 et on vérifie

que u E BL’C(IR ) en démontrant que J(.,a(.» est uniformément continue sur IRN
uniformément en a(.). Vérifions maintenant que u est solution de viscosité

de (15) : : soit par exemple $ E tel que u - a un minimum global en
N .

un point x 0 ElRN . On peut supposer sans restreindre la généralité que :

u(x ) = On déduit alors de (20) :
o o

ou également
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En utilisant (16),(19) et la différentiabilité de (&#x3E; en x , 9 on en déduit :
o

où e(T) +0 si T -~ 0+. Et on conclut en faisant tendre T vers 0 ..

Le théorème précédent ainsi que sa démonstration au cas de jeux

différentiels déterministes (cf. Souganidis [24]; L.C. Evans and P-E, Souganidis

[8]; Barron, L.C. Evans et R. Jensen [2]...). En fait les relations entre

programmation dynamique et solutions de viscosité sont contenues dans la

remarque suivante - adaptée de P-L. Lions et M. Nisio [20] - :

soit H(x,t,p) 6 

Théorème 4.2 : Soit S(t) un semi-groupe sur une parltie e de C-(IR ) contenant

On suppose que S(t) vérifie :b

our tous 1.1 6R b

Alors pour tout est solution de viscosité de :

5. QUELQUES PROBLEMES ASYMPTOTIQUES

La propagation des rayons lumineux dans un milieu non homogène conduit
à différents problèmes de type homogénéisation dont le prototype est le suivant :
on se donne H(x,p) un Hamiltonien (6 C(lRNx IRN) vérifiant (9) et périodique par
rapport à x, i.e. :
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où j.¿ = (71 Tl) x .. x (71 T ) , ’ et Ti 9 ... f ixés . ° Dans ce qui./ il 1 N 1 N

suit toutes les fonctions périodiques auront la même période que ci-dessus.

On considère u 
e 

l’unique solution de viscosité de a u 

où Il Le résultat suivant est tiré de P-L. Lions, G. Papanicolaou
et S.R.S. Varadhan [21] :

Théorème 5.1 : La solution de viscosité u de (26) converge uniformément

sur IRN-[O,T] vers la solution de viscosité dans 
(V T 00) de :

où l’Hamiltonien F est déterminé par le problème ergodique défini comme suit.

Pour tout p F(p) est l’unique réel X tel qu’il existe v 6 C (RN) , 1
périodique, solution de viscosité de :

Remarques : i) Si H est convexe par rapport à p, F est convexe.

ii) Si H(x,p) = Bplm - V(x) , où m &#x3E; 0 , N = 1 , V est périodique
de période T et min V - 0 (on peut toujours se ramener à ce cas) ; · alors

F(p) est donné Dar

1 est l’unique réel vérifiant

Si N ~ 2 , sous des hypothèses générales sur V , on vérifie que F= 0 sur un

voisinage de 0. Or, si F == 0 sur B , on voit que pour tout u° vérifiant :
la solution limite u de (27) est donnée par :

u(x,t) = u0(x) , V t&#x3E; 0 , V d’autres termes, dans ce cas-là, à

la limte, il n’y a plus de propagation ! t
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