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ITI.1

1. Cet exposé sera divisé en deux parties : la premiére sera consacrée
aux motivations de nos techniques et & la présentation des résultats assez complets
qu'on a obtenus dans une situation particuliére, tandis que, dans la seconde, on

cherchera & montrer comment on peut traiter des situations plus générales, méme si,
dans ces cas, les résultats ne sont pas encore satisfaisants. Il s'agira, en effet

plutdt de l'exposition de certains exemples qui semblent, pourtant, assez significatifs

Pour un opérateur elliptigue du deuxiéme ordre sous forme de divergence

n 0
I, dans un ouvert Q < R (L= ¥ 9. (a.. 9.), ot a., =a,, €L ()
.. i ij j ij ji
i,j=1
i,j=1,...,n), 1'inégalité de Harnack et la continuité hdéldérienne des solutions

faibles sont des résultats classiques, tandis que, pour le cas dégénéré (c'est-a-dire
n
pour le cas ou z aij(x) gi Ej 2 0 dans Q V & € r" ), il y a plusieurs

i,j=1
résultats (voir la bibliographie de [6] et [7]) gqui supposent pourtant quelque
sorte de sommabilité sur la plus petite valeur propre de la matrice (aij)i,j=1,...,n
-condition qui n'est pas satisfaite en général, méme pour des cas trés simples.

p Supposons alors d'abord que la forme quadratique de L soit équivalente
= 2 - . L .
a I <X.(x),&>7, ou les Xj sont des champs de vecteurs lipschitziens. L'idée est
j=1_. - L
d';xprlmer nos conditions en termes des courbes intégrales des champs de vecteurs

Xl""'xp' Plus exactement, on suppose que {! soit localement (X ,...,Xp)—gggnexe ’

1
c'est-a-dire que

pour tout couple x,y de points de {2 , il existe une courbe continue vy qui

joint x et y et cuil est, par morceaux, une courbe intégrale d'un des

(1.a)
champs de vecteurs Xl""’xp' de facon que Y est proche de x si y est

assez proche de x.

En fait dans le cas Coo , cette condition est strictement liée & la
condition de H&rmander sur le rang de l'algébre de Lie engendrée par Xl""’xp
(qui donne aussi 1l'inégalité d'Harnack : [2] ) car, si 1'hypothése de HSrmander est
satisfaite, alors, d'aprés le Théoréme de Chow-Hermann ([15], Théoréme 7.1), Q

est localement (Xl,...,Xp)—connexe.
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Si § est localement (Xl,...,Xp)-connexe, alors il y a une distance
naturelle d qu'on peut associer & l'opérateur : c'est le plus petit temps qui est
nécessaire pour aller d'un point & l'autre par des courbes intégrales par morceaux.
Dans le cas C00 , cette distance a été utilisée par plusieurs auteurs ([3],[4],[11],
[14], voir aussi [1] et [8]).

Comme, en fait , la condition (1.a) peut étre formulée sans supposer une
régularité Coo pour le champ Xl"
de la condition de H&rmander. En plus, il faudra supposer que la métrique d ne soit

..,Xp, cette condition semble une version "faible"

pas plate quand elle s'annule (cette condition est liée aux résultats de [3] , [4]
[ee]

et au fait que, dans le cas C , on peut s'arréter aprés un nombre fini de commu-

tateurs).

On va maintenant exposer les résultats de [6] et [7] .

R, . . . . n .
Considérons des fonctions réelles non négatives en IR Xl,..-, An qui
satisfont les conditions suivantes
(1.b) Aj est absolument continue en toutes les variables, j =1,...,n ;

(1.¢c) Xj est lipschitzienne en xj, uniformément en X k #3j, k,3=1,...,n;
(1.4) il existe des constantes pj K =0 telles que
’

< .pP.
xk(é)k Aj (%)) oj K Kj(X) p.p

4

Vik=1,...,n, j # k.

(1l.e) © = 0 < 1, ou Ql est un ouvert localement (Alal,...,lnan)ﬁggggg§g.

I1 faut remarquer que la condition (1.d) est "presque nécessaire" ([6],

remarque 2.9) et est liée au fait que la métrique d ne soit pas plate quand elle

s'annule. En effet, comme on le verra ensuite, les pj K mesurent la régularité -
’
dans le sens des espaces de Sobolev - des fonctions u € L™ () telles que
2
Aj Bju €EL (), j=1,...,n.

On a alors les résultats suivants

Théoréme 1.1 (Inégalité de Harnack [6] , Théoréme 5.3) : S'il existe m > O tel que
n n 5 5 T
n
z a,.(x)g, E.=2m ¥ A(x) E. vV (x,8) € QxR et si @ est connexe,
i, 3=1 Y 173 j=1 J J T T T
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toute solution faible de Lu = 0 est localement bornée et, pour tout compact K cQ,

il existe CK > 0O tel que

—

sup u < CK inf u
K K

pour toute u = 0 solution faible de Lu = O.

(En effet, il est nécessaire d'abord de définir correctement 1'espace

de solutions faibles, ce qui est fait en [6]).

n n

Théoréme 1.2 ([7] , Théoréme 4.4) : Sim I Az,(x)g? < I a, . (x). &, <
-1 2 2 2 u '
m A (x)ET V(x,E) € Qx R et, en plus,

] j =

j=1
(1.2.a) A, (x) = A;l)(xl)... K;n)(x ) v j=1,...,n , ou les K;k) sont continues

n

- . 1 -
non négatives de classe C hors de l'origine ;

k
(];_))'(t) <p, AW

() our t # 0, J #k, j,k=1,...,n ;
j.k J P J J

(1.2.b) 0< t()

(k)

(2.0 A = )\;k)(!tl) VtER, 5,k =1,...,n, 3 # k.

alors les solutions faibles de Lu = 0 sont localement h&ldériennes en Q .

Pour démontrer 1.1 et 1.2, on prouve d'abord que la forme quadratique

n
2

z X?(x) Ej est localement minorée (dans le cas du théoréme 1.2 est localement

j=1

n
2 2
équivalente) & une forme I u,(x)Ej ol les ujsont(quitte a4 renuméroter les variables)
j=1
du méme type que 1es)\j du theoréme 1.2 et, en plus, uj(x) = uj(xl,...,xj_l)-
Or, dans ce cas-1la, on connait trés bien la structure des boules pour la métrique
d ([5]), et on peut chercher & adapter la technique de Moser [9] ou Bombieri-Moser
[10] pour 1'espace de type homogéne (2,d).
Ici on voudrait illustrer surtout le premier point de cette technigue
qui peut expliquer la nature de nos hypothéses. Tout d'abord, on veut montrer que
toute solution faible de Lu = 0 qui appartient & Lioc(Q) appartient aussi a LEOC(Q),
avec p convenable, p > 2. Pour cela, nous montrons un résultat plus fort, c'est &

. . s 91,2
dire que, si l'on désigne par WU () la fermeture de C:(Q) relativement & la norme
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n
2 2 1/2
laswt 2@l = dwr?@i? + 2o uc2@n? Y
H g 33
J
. Q1,2 . . '
(ici uy = (ul,...,un), alors WU () est plongé continuement dans l'espace de

2 .
Sobolev WE' (), pour un € convenable (qui dépend d'une fagon explicite des pj k).
’
De cela, on tire le résultat désiré par des techniques usuelles et le théoréme
de Sobolev classique.

Pour prouver ce plongement, on doit estimer des normes du type

(t ~1-2¢ | 2
(1.£) dt h dxlu(x+he.) - u(x)|™ , j=1,...,n,
J J j
o
ol ej = (0,...,1,...0) . L'idée est de factoriser la translation euclidienne
1 j n

X = X+ he, en choisissant le chemin le plus naturel, c'est & dire celui qui réalise
(au moins a une équivalence prés) la distance d(x,x+—hej). Or, dans le cas qu'on
considére, on sait bien ([5]) que cela peut étre accompli par une translation
X = exp (- le) exp (- pY2)...exp(— ij_l).eprDYj)exp(;)Yj_l)...exp(le)x , ou
Yj = uj Bj et p = p(x,h) (& savoir une translation le long d'une polygonale ou
le temps est uniformément distribué dans chaque morceau du chemin).

Cette technique est évidemment liée & une connaissance trés précise
de la géométrie des boules et, en plus, il n'est pas évident de donner des
conditions assez explicites sur les champs dans le cas général. D'autre part, si,
pour le plongement dans LP, p > 2, cette technique peut étre améliorée en
substituant aux courbes polygonales d'autres familles de courbes convenables (comme
on fait dans la seconde partie de l'exposé), pourtant elle est utilisée aussi
pour prouver un des points suivants, c'est & dire l'inégalité de Poincaré, tandis
que la technique développée dans la partie suivante n'est pas encore assez raffinée
pour traiter cette derniére inégalité dans un cas plus général.

Finalement, nous remarquons que le Théoréme 1.2 nous donne la continuité

héldérienne des solutions faibles dans le cas trés simple de 1l'équation Lu = 0, ou

n 20, 20, 20,
5 i1 . i, 9-
L= 3]+ £ x| 77 x| 3'2...|x._1| 3371 52
j=2 J J
(aj k € [0,+»[), tandis que, pour cet opérateur, ne sont pas satisfaites, en

général, les hypothéses des résultats données dans la littérature précédente, méme
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pour 1l'inégalité de Harnack.

n
2. Considérons toujours 1l'opérateur L ai(aijaj) de la premiére partie
n i,j=1
et supposons que la forme quadratique b} aij(X) Ei Ej soit équivalente a la

i,j=1 1
forme quadratique <B(x)§{,E> , ol B = tB > 0 est une matrice de classe C dans §;

nous cherchons maintenant & prouver une inégalité de plongement du type

1/2

(2a) la;tP@ < cdis Vu ;(L2 N+ ||u;L2 «oly,

Yu € COOO(Q) et pour p > 2 convenable.

L'idée est d'adapter une formule de représentation intégrale classique
& la situation géométrique dégénérée en substituant & la convolution "euclidienne"
une convolution obtenue & partir d'une famille de translations qui sont "presque
géodésiques" pour l'opérateur.

Nous procédons de la facon suivante : si Z appartient a Ve, oi Vest
un voisinage-d'un point fixé et y € Egl, on désigne par x(t,z;y) la solution du
probléme de Cauchy

X
(2.b) {
x(0)

(Nous remarquons que, comme on veut étudier des propriétés locales, on peut toujours

B(x)y

Z

]

© _n
supposer B € L (R')) . On a alors le résultat suivant.

PP . t ©
Théoréme 2.1 : Soit B= B =0, BE€ Cl(]Rn) n L (rRYH ; s'il existe

n
yOEJR, r, C, 0L€]R+,to€]o,1] tels que

i) Vz €V, Vt € ]O,to] 1'application
Y ——sx(t,z;y)

est injective dans B(yO,Zr) ;

ii) Vz € Vv, Vy € B(yo,2r), Yt € [O,to]
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9 a
| det 5§-(t,z;y)| > o,

alors Vp € [2,2a/(a-2)[ 3Cp>0tel que.

2
lu;L? (vl < Cp(llvﬁ'Vu;(Lz(Q))nH + lunl @)

[ee]
Yu € C_(Q).
o
Démonstration : Pour tout t € [O,to] nous posons
u(z,t) = j dy u(x(t,z;y))K(y),
) ( )
ol K € CO(B(yO,r)) est telle que K = O et de K(y) = 1. Evidemment, u(z,0) = u(z),

et donc on peut écrire

t

[‘O

u(z,to) —J dt ery < B(x(t,z;y))y, Vu(x(t,z;y)) > K(y) =
(@]

u(z)

D'aborq, nous estimons la norme de I On a

2"

p (5. [ ( 172
"12 ; LT (W) <J dt(J dz(J dy <B(x(t,z;y))Vu(x(t,z;y)), Vu(x(t,z;y)) > .
o v
<Bx(t,z:9))y,v> 2 kgHP) /P <
tO
1
< c [ at ( rdZ( rdy!Bl/z(x(t,z;y)) Vu(x(t,z;y)lK(y))p) /P .
1], Jy )
t

o
= ¢ [ acs

Si maintenant on pose x(t,z;y) = y' (ce qui est possible a cause de i) et ii)), et

B(yorr) = S, on a

o= ( { dz ( E ay' 1872 (v Vuly') | K(p(t,ziy")).

\Y x(t,z;S)

laet X (t,2; p(t,ziy' ) 1 HP/P

dy
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- -1
oa pP(t,z,.) = (x(t,z,.)) 1. Maintenant nous posons g = (1/p + 1/2) ; on a

(2.1.a) Jr day' Kq(p(t,z;y'))ldet g_x (t,z;p(t,Z;y'))l_q <
an !
< C2 ta(l-q) ; P.-P- pour z € V ;
(2.1.b) } dz Kq(p(t,z;y'))|det %§ (t,Z;p(t,Z;y'))l_q <
v Y
< C ta(l—q) p.p; pour y' € Rr"

2

(on peut toujours prolonger K(p(t,z,.)) par zéro hors de x(t,z;S)). En effet,

l'intégrale en (2.1.a) est égale a

{dy Kq(y)[det g—;—(t,z;y)ll_q < (& cause de ii), car g = 1)

4tOL(l—q)

<c -9 rdy xiy) = ¢

3 J

D'autre part, l'inégalité (2.1.a) peut étre prouvée d'une facon analogue.

On peut alors utiliser une inégalité de Young généralisée (voir [13] ,

Théoréme 4.1.2) pour obtenir l'estimation

I,SC_t

3 5

2
1812 gy vuw) 1512

Q

4

t
et donc } Cat I3 < C6 HB1/2 Vu;(LZ(Q))nH , car a(l-qg)/qg =a(l/g-1/2) > -1.
o

Finalement, I, peut étre estimé d'une fagon analogue.

1

Remarque 2.2 : Il est facile de voir qu'on peut utiliser le théoréme 2.1 dans le

cas considéré dans la premiére partie de l'exposé. Comme on considére des estimations
. . n
dans Lp, on peut toujours se ramener au cas oua V c (]O,+[)". En ce cas, on a

évidemment
(t,z;y) = (z,+t z_ + rt 2(z + sy,.) ds )
BRI T TR T M2t T S SR

et donc i) est satisfaite. D'autre part, si y appartient a B(1,...,1),1/2), ii) est

satisfaite, car
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9% n rt 2 ['S 9
~ ; = + d P Kot
det 5o (t,ziy) = 1 M (2 ¥ osygezy +g p(2) +osyy)ds Y, )ds
k=1 ‘o o
-t
= E p2(sy , [S u2(s v,)ds,y.,...)ds
2R LA B RS S R b
k=1 Jo o
n t 20 +1
> 1 ui(syl,czs 2,1 ,...)ds
k=1 “o
n 1+2p + 2p (2p, ,+1)+...
>co I t ko1 k20 72,1 ,
k=1

Ok

car, d'aprés (1,4), uk(xl,..., Gxi,... ) > 6 '+ uk(x) si 0< g < 1. Nous

X
k-1
remarquons aussi que la constante @ est déterminée explicitement a partir des

Py, x

Remarque 2.3 : Si la matrice B est diagonale, la condition ii) peut étre

formulée d'une faggn plus explicite. Soit W = B(1,...,1), 1/2); supposons alors

2 1
que <B(x)E,E> % Aj(x) g? , ol X 5 A?(x) est de classe C . Si nous posons

j=1

u, = QE-(t,z;y), on a

J Jy ..

J
|det(u,,...,u )| = (dett(u yeeesd )(U, ..., ))1/2 = (det(<u,,u.>). . )1/2
1 n 1 n 1 n i 377i,3=1,...,n
D'autre part, la k-éme valeur propre de (<u,,u.>), . est égale a
n i"37"i,3=1,...,n
. N 2

min max . Q(g), o0 Q) = T <u ,u>E.E. =1%x(t,z;y+>\g)lk=ol = 1vl?

dimV=k E€EV N § i,j=1 J )

et i1 est bien connu que le vecteur v est la solution du probléme de Cauchy

{ v = C(t)v + B(t)g

v (0)

(0]

od C(t) = 2 B(x)y | et B(t) = B(x(t,z;y)).
9x
x=x(t,z;y)

Maintenant, si U(t) est l'opérateur d'évolution associé a C(t),

t
-1
v(t) = U(t) { U " (s)B(s) £ds et, d'aprés nos hypothéses, on peut supposer toujours
o

-1 - -
C, < IU(s)|<cl, C11<|U 1(s)| <cC,
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I(U(s)_l)'| <c, Vs € [O,to] , Vz €EV , Yy € W.

1

Donc, on a

t

t
vl >ct 1l v lesweast > vt [ seE asi -
1 JO 1 Jo
rt -1 [s 1 -1 (t [t [s
- IJ (U (S))'(J B(0) £ do)as|) = c, (c1 lJ B(s) Eds | - c1J lJ B(0) € dolds) .
[e] o (o] @] o

Si nous prouvons maintenant que, pour t suffisamment proche de zéro

et pour tout (z,y) € V X W, on a

1

[t
'J B(S)gll

S 2, -
(2.3.a) | B(o) £dolds < (2C,)
)] Do

o

t
on peut conclure que |v(t)| = C2I({ B(s)ds)E| et donc ii) est satisfaite si
dj [t 2 o
t - < C3 J lj(x(s,z;y))ds, a savoir si
o
ol

ii') t < Cylx (tiziy) =2 (o> 1)

vVt € [O,to] , Y(z,y) EVXW, §=1,...,n.
D'autre part

(= 1% ,2 :

rt
5tI (J B(o)do)El

n rt 2
< t I (J A (x(o,z;y))do0 ) gl < C
1 Jg 3 j o
et donc (2.3.a) est démontrée.

Remarque 2.4 : Soient n = 2 et B diagonale. Si ii') est satisfaite, on peut
1 o]
supposer toujours B = (O b) . En plus, b(x(.,z;y)) ne peut s'annuler identique-

ment prés de zéro (a cause de ii')). Donc, V(z,y) € V X W 1la fonction

ox

5§-(.,z;y) (qui est solution du probléme de Cauchy
2

u = 32b(z1 + tyl,xz(t,z;y))u + b(x(t,z;y)), u(0) = 0) est non négative. Alors

. . , c . . . . L 9x
i) est satisfaite, car ii) est satisfaite et les mineurs principaux de — sont

ay
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négatifs.
Donnons maintenant un exemple trés simple qui montre pourtant
comment on peut, par cette méthode, traiter des situations géométriques différentes

de celles de la premiére partie de 1l'exposé.

1 0 m+1
Soit B ( Y)' oun Y> 1, p €C ,
0 |p(x1) - x2|

-1
p(m ) p(m)

p(0) =p'(0) = ... (0) =0, (0) # 0. Nous prouverons que ii') est

satisfaite dans un voisinage de 1l'origine, avec &, = 1, 0, = my + 1. Il suffit

1 2
évidemment de vérifier ii') pour x. ; si nous posons W = x, - z_, W est solution

2 2 2
du probléme de Cauchy

. _ oy _
w = Ip(z1 + tyl) z wl Yy w(0) 0,

2

ol (yl,yz) € B(1,1),1/2). D'autre part, il existe CY >0, S =5(t) € Jo,t[ tels
que, V(z,y) € VXxXwWw,

m

1 (k) k m+l (m+1)
> — - - s
w(t) 7y | kio p (zl)(tyl) /k! z2| cyl (tyl) p (z1 + uyl)/(m+1)
Y 1 o (k) k Y (m+1)
= — - - _
wl 7y | kio o (zl) (tyl) / k! z2I Cc,w C2t Y

V t < to' ol Ci = Ci(to,Y,V,w), i=1,2; alors (W(s) < w(t) si t < s)

t m
we) e |l 1z 0% @) sy ¥k -z 1Yals - ¢ L
3] 1 1 2 4
(e] k=0 "
1 m-1 sy,)
_ my + 1 (k) (C71" k-m -m 1 (m) m,y
C. t ( j' I £ p (zl) Xt z,t o+ P (Zl)s " ds -
o k=o
B Yy s my +1
C6t ) = C7t
(m) 1 w1 k m
si t est convenable et 0 < C < p (Z) SC enV, car I | Z E. s + & s les
o o o o k=0 k m

e . s . m+1
est inférieurement bornée par une constante positive si (Eo,...,Em) € R et

C /m <E <C /m!
O/m < Em < Co/m
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Nous remarquons explicitement que, dans ce cas, le champ 31 qui permet
de "sortir" de la courbe de dégénération peut é&tre tangent a cette courbe &

l'origine.

Remarque 2.5 : Le théoréme 2.1 peut s'appliquer aussi & des situations ou une

des valeurs propres de la matrices B est identiquement nulle (ce qui est donc

tout a fait différent du cas diagonal). En effet, soit

1 0 o0
- Y 1Y
B = 0 Ixﬂ lel
o Ix. 17 1

(ce qui correspond & l'opérateur 8? + (|x1|Y32 + 33)2), Y > 1.

Soit toujours y € S((1,1,1),1/2) ; ici x(t,z;y) =

t t
[ 2y [ Y
= ’ = + ’ + ’
(%) /%5 1%3) (z, + ty,, 2, + J Iz1 + syll ds y, + ] IZ1 Syll ds vy,
o o
[t
z, + J |z1 + sylles Y, + ty3). L'hypothése i) est satisfaite, car
o

2y

t t
( } |z, + sylles)2 <t E IZ1 + syll ds. D'autre part,

o] (o]

t t
ax (t,z;y) = t(t f lz, + sy IZY ds - ( [ lz, + sy IYdS)z) =
dy J 1 1 J 1 1
e} o
342y, 2y, (! 2y (! Y. .2 3+2y
(t /y1 ) ( ] |Zl/ty1 +s| 'ds - ( ] lzl/ty1 + sl'ds)”) = ct ,
& 2y & Y2
car inf J la+s| 'ds - ( J la + s|'ds)” > 0.
a€eR “o o
Remarque 2.6 : Pour appliquer la technique de Moser, il suffit que p soit plus

grand que 2. Pour cela donc, le théoréme 2.1 nous donne un résultat suffisant, méme
si les valeurs qu'on obtient ne sont pas optimales. Cela, d'une part, parce qu'on
n'obtient pas la valeur maximale, méme dans le cas elliptique, mais surtout parce
que la valeur méme de ¢ n'est pas optimale, car elle dépend du choix particulier
de la famille des courbes x(.,z;y). En fait, dans le cas de la remarque 2.2, si

n=2 et si = p > 0, d'aprés nos estimations des normes du type (1.f) et les

p
2,1 .
théoremes de plongement pour les espace de Sobolev anisotropes de Nikol'skii

o
([12] , chapitre 6), on peut voir que, en effet, on a le plongement de Wul'2

dans Lp, avec p < 2(2+p)/p , tandis que 2a/(a-2) = 2(1+p)/p . Supposons maintenant
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1/2 - L . . .
que la matrice B / soit assez réguliére (ce qui arrive, par exemple, si les pj
satisfont les conditions de la premiére partie de l'exposé). On peut alors

s o . * .
répéter la démonstration du Théoréme 2.1 en utilisant la famille x (.,z;y) qui

. 1/2

est solution du probléme de Cauchy (2.b) ol B a été substituée par B / . On

obtient alors 20/(a-2) = 2(2+p)/p . On peut faire des considérations analogues

aussi dans le cas de la remarque 2.4.
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