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INTRODUCTION

Le contrdle de structures spatiales flexibles convient 3@ une foule

de problémes intéressants. Nous donnons ici quelques E€léments sur 1'un

de ces problémes.

On considére un systéme décrit par une Equation hyperbolique ;

pour simplifier 1'exposé au maximum, on considére 1'Equation des ondes

et on suppose que l'on peut agir sur ce syst@me en un point b du domaine
PP 3 “ P . P
géométrique ©, contenu dans R~ . Le modé&le (1'équation d'état) est alors

donné par

(N 9y . Ay = v(t) §(x-b) dans Qx{t>01}

olli la fonction réelle t -+ v(t) représente le contrdle.

L'équation (1) est complétée (dans les systémes &tudiés ici) par des conditions
aux limites et des conditions initiales. On cherche alors v, dans un ensemble

convenable, tel qu'une fonctionnelle (la fonction cofit) soit minimum.

Si  y(x,t;v) = y(v) désigne la solution de (1) (dans un espace & préciser),

la fonction coilit considérée sera

2 [Tz
(2) [ [yG,T;5v)=z (0] dx+N IN (t)dt = J(v)
Q o

T est donné > 0 ,
z4 est donnée dans LZ(Q) (1)

N est un nombre > 0 donné (2) .

On cherche alors
(3) inf. J(v)

€
pour v %%d )

2 ~ ~
(") Correspondant au coiit du contrdle ;

1 . a2 -
(') Toutes les fonctions considérées sont 3 valeurs réelles.
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4) @Lad = ensemble convexe fermé& (non vide) de L2(O,T).

Les problémes 3 &tudier sont alors : l'existence (et 1'unicité) d'un

€lément u qui réalise le minimum (u est le contrdle optimal), et la

structure des conditions nécessaires du ler ordre (qui sont, dans le cas

linéaire - quadratique, également suffisantes), exprimée par le systéme

-

d'optimalité. L'étape suivante (non abordée ici) consiste 3 étudier les

algorithmes numériques permettant de calculer une approximation de u.
Cela est le programme "standard" (cf. J.L. Lions [1]) dans le contrlle

optimal des systémes distribués.

Mais il y a ici une difficulté préliminaire : pour V donné dans
LZ(O,T), il faut d'abord donmer un sens 3 la solution de (1) (avec les
conditions aux limites et initiales appropriées) ; cela peut é&tre fait
comme dans J.L. Lions et E. Magenes [l], Vol. 2 ; mais on arrive ici & un

probléme, introduit dans J.L. Lions [2] et qui semble encore ouvert (cf.Addendum

’

pour v donné dans LZ(O,T) , la fonction
X > y(x,T 5v)

est-elle dans LZ(Q) ?

Le plan suivi est alors le suivant.

1. Résolution de 1'&quation d'état pour v € Ll(O,T).
2. Espace @L.

3. Systéme d'optimalité.

4. Quelques variantes.

Bibliographie.
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1. RESOLUTION DE L'EQUATION D'ETAT

1.1 Position du probléme

. _ 3 . s . ‘s
Soit Q un ouvert donné de R, de frontiére I réguliére.

On se donne b € @ et v avec

(1.1 ven,n.

On cherche y solution de

(1.2) EE%»- Ay = wv(t)S(x~b) dans Q x]10,TI[
ot

avec

(1.3) y = 0 sur I =Tx]0,T][

et

(1.4) y(0) = 0, y'(0) = 0 dans Q

(on notera souvent par y(t) la fonction x> y(x,t) ;

on pose y''= = ).

Remarque 1.1

On a pris avec (1.3) (1.4) les conditions aux limites et initiales

les plus simples possibles. Cf. Section 4.1 ci-aprés. o

On va résoudre (1.2) (1.3) (1.4) par transposition.

1.2 Méthode de transposition

On considére le probléme adjoint

(1.5) ©" -Ap =y dans Qx]0,T[,

O(T)=¢'(T) = C dans , ¢ =0 sur I.
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Alors, formellement, en supposant toutes les fonctions considérées

réguliéres, on déduit de (1.2) (1.3) (1.4) (1.5) que

T
(1.6) J y ydx dt = J o(b,t) v(t)dt , Q =@ax]0,Tr[
Q 0o

Reste alors & définir 1'espace "le plus grand" soitY, oll prendre y pour
que @(b,t) soit dans Loo 0,T), et dépende continiiment de Yy . Alors
1'application

T
(1.7) Y > J @(b,t) v(t) dt

o

est une forme linéaire continue sur Y, qui définit la solution yE€Y'

de (1.2) (1.3) (1.4). [C'est la méthode utilisée systématiquement dans

J.L. Lions et E. Magenes, loc. cit.].
Il est classique que
(1.8) )y — @ est linéaire continue de
1 2 © |
L (0,T,L°(R)) —= L (O,T;HO(Q)) .
Par ailleurs
(1.9) l v _ est linéaire continue de Ll(O,T ;Hé(Q)) —_—

s {o] 0eL7(0,T ;B2 (9) ﬂH(l)(Q)) . o e 170,T;1@))} .

En effet, prenant le produit scalaire sur Q avec-A®' , il vient (1)

1

d ] 2 — 1
-Z—E[a(tp)JrIA(pl 1 = ay,e")

d'oli le résultat (1.9).

wPdx, a(@,y) =J Ve V) dx, ItDI2 = (0,9).

(1) Les notations sont : (@,y) = J
Q

9]
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Par interpolation, on déduit, en particulier, de (1.8) (1.9) que

(1.10) | Yy — ® est lin€aire continue de Ll(O,T 3 H:(Q)) ———
® 1+6
l —— L (0,T;H ) , pour 0< 6 <1

. 3
Mais, comme Q < R , on a :

(1.11) ) < @) si 65>1/2

On a alors @ (b,t) € Lm(O,T) et

(1.12) [ Yy —— @ (b,t) est lin€aire continue de Ll(O,T ;Hg(Q)) —

_— L70,T) si 8 >1/2

Par transposition, utilisant (1.6), on en dé&duit :

Proposition 1.l : S_l v € Ll(O,T), le probléme (1.2) (1.3) (1.4) admet

une solution unique, notée y(v), qui vérifie

(1.13) y(v) € L7(0,T) ; H 2(2))

oli 6 est quelconque > 1/2 b

L'application v > y(v) est linéaire et continue de Ll(O,T) > Lw(O Ti;H e(Q .
2 3 [m]

comme 4 € L@ @) ;E72(2)) et que s(x-b) € B 272(Q) on déduit de (1.13)
et de 1'équation (1.2) que

(1.14) y'"'(v) € Ll(O,T ;H—e_z(ﬂ))

(1) Le résultat d'autant meilleur que O est plus proche de 1/2.
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(ce résultat peut étre amélioré !). Il résulte de (1.13) (1.14) que
((1.15) t — y(t ; v) est scalairement continue de [0,T] — H“G(Q).

-~

. 1 , -
Donc, si v € L (0,T), y(T;v) a un sens et appartient &4 H e(Q) pour 6 >1/2.

2. ESPACE Y .

2.1 Définition et conjecture

Pour v(ELZ(O,T), on peut, d'aprés ce qui précéde, définir y(T ; v).

On conjecture que, au moins si [ est assez ''réguliéere"
b y

2.1) v € L20,1) > y(T;v) € L@ .

On donne ci-aprés quelques éléments en faveur de cette conjecture. Faute de
démonstration, il est nécéssaire pour 1'étude du probléme de contrdle,

d'introduire alors
(2.2 ‘M = {vl v 6 L2(O,T) , y(T;v) € LZ(Q)} .

pourvu bien siir de vérifier que QL n'est pas réduit 3 {0} : on munit qL

de la structure hilbertienne donnée par :

(2.3) Ivih, =IviP, sy ol®,
4 L°(0,T) L7 (%)
La conjecture (2.1) équivaut alors i
2
(2.4) U=1°0,T)

On verra dans la suite que 1'on peut arriver 3 un systéme d'optimalité
" . -~ . = - . -~ . 3 Pl
raisonnable', méme sans avoir démontré la conjecture (ce systéme d'optimalité

devenant tout a fait raisonnable si la conjecture est fausse ....). g



Remarque 2.1

Des questions de ce type se rencontrent dans le cas des systémes paraboliques.

Si 1'on considére 1'équation d'état.

(2.5) g—i’ - Ay = w(t) §(x-b)  dans Q
avec
(2.6) y=0 sur £, y(0) =0 dans Q ,

~ 2
alors pour v € LZ(O,T) , y(T,v) n'est pas en général dans L7 (R) ; on est

alors conduit 3 introduire % comme dans (2.2), avec, cette fois

- 2 . 4 - . .
(2.7) U < L°(0,T) strictement, et /{ ne coincidant avec aucun espace 'classique'

On vérifie (J.L. Lions [2][3]) que cet espace est indépendant de Q et de b

(avec équivalence des normes données comme en (2.3)).

On peut remplacer -A par
) )
(2.8) A= -Zg}q (23509 7)) >

A é&tant elliptique 3 coefficients assez réguliers. Alors U ne dépend pas
de A ; Li Ta Tsien [1]. Une &tude complémentaire de % a &té faite par

J. Simon [1]. _

Remarque 2.2

Si la conjecture (2.4) &tait infirmée, il deviendrait tr&s intéressant
de savoir si @L dépend de Q@ et de b ou non, et si 1'on peut remplacer - A

par A (avec aij = aji) sans changer 2{. o

Donnons maintenant quelques &léments en faveur de la conjecture.
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2.2 Le cas Q2 = IR3 (1)

Si @ = IR3, on ne restreint pas la généralité en prenmant b=0. On définit,

de maniére générale :

£e) = J e X8 £y ax .

Rr3
Alors
a% 2 - ~ ~
(2.9) > +lel”y =v(t), y(0) =y'(0) =0.
dt
On pose
le] = ¢ .

On a alors

5.1 = Lg@ ,

T

g(r) = J sin(T-t)r . v(t) dt .
o)

. . . . 2
(Mais (sinus et cosinus transformées!) g € L"(0,) de sorte que

J 3 |;'(£,T)|2 dg = ¢ J 1‘2(l g(r))zdr=c-Jg(r)2dr<°°
R o r (o]

de telle sorte que (2.4) est vrai dans ce cas.

2.3 Propriétés de la solution si v et v' € LI(O,T) (2)

On va démontrer :

Proposition 2.1 : L'application v »>y(v) (solution de (2.2) (2.3) (2.4)) est

linéaire continue de Wl’l(O,T) > Lm(O,T ;HI_G(Q) avec 6 quelconque >1/2 (3)

1 . P - . P
(') qui n'est pas précisément un ouvert borné, mais cela est un détail dans le
contexte présent.

2 ie. vewl,mn.
(3) Résultat d'autant meilleur que 6 est plus proche de 1/2
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Démonstration : On définit

A = { opérateur - A, de domaine D(A) = HZ(Q)f1Hé(Q)}

On prend le produit scalaire de (2,2) avec A—(ay'(t),e 3 choisir (on
justifie ce type de calcul soit par une approximation réguliére de 1'équation,
soit par la méthode de Galerkin construite 3 partir de la base des fonctions

propres de A). Il vient

1-0

i _
7?‘["* 20124 1a T g% | = v by, A7 %)

(2.10)

d'oll en intégrant en t :

1-6

t
@an (A2 gren P el oy =2 J v(0)E (x-b), A" y' (0))do =
(o]

t
2v(t) (6 (x-b),A_ey(t)) -2 J v' (o) (8 (x-b), A_ey(O)) do

0
_1+98 1-6
2 2
= 2v(t) (A §(x-b), A y(t)) -
1+ 6 1-6
t T 2
- ZJ v' (o) (A §(x-b), A y(o))do .
o
Mais &(x-b) 6 H£(1+e)(9) (espace des distributions de H_(1+e)(ﬂ) a

- 1+8
support compact dans Q) si 6 >1/2, et A Z applique HK(1+6)(Q)

2 .
dans L7(Q) ; on peut alors appliquer Gronwall 3 (2.11) et on obtient le

résultat. g

Remarque 2.3

On obtient &galement

(2.12) y' € L7(0,T ;H'B(Q)) O
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2.4 Interpolation

Interpolons entre les Propositions 1.1 et 2.1, sans entrer dans les
détails techniques car il nous paralt extrémement improbable que la
conjecture peut &tre démontrée par cette méthode ! Mais on va obtenir

un résultat "proche'. Par interpolation on obtient (1)
1,1 1 o 2
(2.13) ve @’ (,T),L (O,T))e = y(v) € L (0,T;L7(Q)).

. . . o 2
Alors y(v) est, en fait, scalairement continue & valeurs dans L™ (Q).

On a donc

(2.14) wlo,m, Ll(o,T))e < U.
Or wl’l(O,T) c Lw(O,T) et donc

1,1 1 °° 1 p () I S
(W (0,T), L (O,T))eC(L (0,T) , L (O,T))QCL (0,T) , () 1-6,

1

don¢c p(®) quelconque < 7

Mais évidemment les &léments de 1'espace (Wl’l(O,T) ,Ll(O,T)) ont des
propriétés de régularité en t ; on ne saurait donc atteindre LZ(O,T)

par ce type de méthode.

3. SYSTEME D'OPTIMALITE

3.1 Enoncé du résultat

Soit QL 4 donné avec
a

(3.1) l qLad = ensemble convexe fermé de LZ(O,T) ,

tel qu'il existe v € ?/,ad avec y(T;v)GLz(Q) (2) .

1 . .
(") Par exemple par interpolation complexe.

2 . . - . . .
(") Cette derniére partie de 1'hypothése est strictement sans objet si
la conjecture est démontrée.
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Le probléme (3) de 1'introduction admet alors une solution unique u,

le contrdle optimal.

L'état y(u) =y est 1'état optimal.

Pour donner 1l'énoncé du systéme d'optimalité, il faut introduire

5 1

(3.2) l W (0,T) = espace d'interpolation complexe entre

s 1

(T (l) et LI(O,T) , 0<e<Il

0
o
w1
o

On a alors

Théoréme 3.1 : Si u est le contrdle optimal, y 1'&tat optimal, alors le

systéme d'équations suivantes

| n

y" - Ay =u 6(x-b), p"- Ap =0 dans Q,
(3.3) | y(0) =y'(0) =0, p(T) =0, p'(T) = -(y(T) ~z4) dans Q,

l y =p=0 sur I.

vérifie
* "
(3.4) | ] p(b,t) v(t)dt+NJ u(t) (v(t) ~u(t))dt > (y(T) -z , y(T))
o 0
| Vv E %;d n Wg’l(O,T) , avec 6 quelconque > 1/2 ,
sous 1'hypothése
0,1 .
(3.5) Q{ nw (0,T) est dense dans . .
ad o ad

Remarque 3.1

L'énoncé a un sens, car p étant définl par les &quations et conditions
appartenant dans (3.3) (p est 1'état adjoint) alors p(b,t) a un sens et

appartient & w—e’w(O,T), espace de dual de Wg’l(O,T). O

1 1
(') Espace des v € L (0,T), V'GI}(O,T) et v(0) = v(T) = 0 .
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Remarque 3.2

Si 1'on inté&gre formellement par parties, on voit que

T
(y(T) - zd,y(T)) = J p(b,t) u(t)dt
(o)

de sorte que (3.4) prend la forme plus agréable (mais formelle)

T
(3.4 bis) J (p(b,t) + Nu(t)) (v(t) —u(t))dt=0.
(o]

Le systéme (3.3) (3.4) est le systéme d'optimalité, sous forme faible (ou

mixte).

Une forme '"duale' de la conjecture est que

p(b,t) € L2(0,T)

Alors (3.4 bis) a le sens évident des produits scalaires dans LZ(O,T) et

est valable Vv € ggd (sans 1'hypoth&se (3.5). _

Remarque 3.3

I1 semble probable que (3.3) (3.4) définisse de maniére unique le

triplet {u,y,p} , mais cela n'est pas &tabli.

Remarque 3.4

Des formulations "mixtes'" du type (3.4) ont été utilisées dans

J.L. Lions [4] pour le contrlle de systémes singuliers.

La démonstration du Théoréme est faite en plusieurs &tapes.

3.2 Propriétés de p(b,t)

On définit p par

"

p' -Ap =0 dans Q ,
(3.6) | p(T) = 0, p'(T) = ~(y(T) -2zg) € L2(@) ,

p=0 sur & .



On a :

(3

.7)

Alors

p €L70,T, B (@) ,p' € (0,7, 15(®).

Ap = p" ew *(0,T ;LZ(Q))

et par conséquent (puisque (—A)-'IG Z(LZ(Q) ;HZ(Q) ﬂHcl)(SZ))

3

Par interpolation (complexe par exemple), on en déduit que

3

.8)

.9)

L,

pew 70,5 () NH. ()

p € W_e’

. 1
et donc, s1 6 > -, on a :

(3.10)

2

6,

p(b,t) € W ~’7(0,T) .

3.3 Probléme régularisé

Pour

3.

Si

et

(3.

On

(3.

Le

(3.

11)

V(ELZ(O,T), alors, en particulier (y(T;v) € H_e(Q), e >

e >0, posons

1

B = (-ed+1) " = (eA+1)

donc, en particulier

12)

B, y(T;v) € LZ(Q)

0,18 @ nu @)

.
’

définit alors, pour tout v € LZ(O,T) ,

13)

probléme '"régularisé" considéré est alors :

14)

T
Jé(v) = (Be(y(T ;v)-—zd) , y(T ;v)-—zd)-fN J 'vzdt .

inf.Jé(v) , vV € %éd’

(o}

1

2

9
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Ce probléme admet une solution unique ue,caractérisée par (on pose y(u€)=y€):

yg—Ayfi = UEG(X—b) ’
p'-aAp_ =0,
(3.15) & £
y.(0) =y (0) , p (T) = 0,p/(T)=-B_(y_(T) —za) ,
Ve =P, = 0 sur I ,
et T
(3.16) J (pe(b,t)+Nu€(t)) (v(t) - ue(t))dt> 0
0]
Vve 1¢;d .

. . . 1
(Cette fois pa(b,t) € LZ(O,T) , pulsque en particulier Bg(ye(T)—deEHo(Q)).

3.4 Démonstration du Théoréme 3.1

Par intégrations par parties (loisibles) on obtient

T
J[Q (p'€'- Ape)yg dxdt = 0 = - (Ba(ye(T) —zd) , ye(T) -zd)+J[o pe(b,t)ue(t)dt.

de sorte que 1'on peut écrire (3.16) sous la forme "mixte"

(3.17) L)pe(b,t)v(t)dt-kN Jo ue(t)(v(t)-ue(t))dt >=(Béy€(T)—za),y€(T)—zd) ,sze%gd.

D'un autre coté, il résulte de (3.13) que

(3.18) llu_ll < C (les C désignent des constantes indépendantes de ¢€),
€ 2
L”(0,T)
1/2 <
3.19) I8/ “y M, < c.

L™ (%)
On peut alors extraire une sous suite, encore notée u_s telle que

(3.20) | u, ——> § dans 12(0,1) faible ,

‘ gl/2

. yE(T) —— n dans LZ(Q) faible .
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D'aprés (3.20)l et la Proposition 1.1 ,

(3.21) | y_—— 5 dams L7(0,T;H °(2)) faible &toile, (')

¥, (T) —= (1) dans H '(a) faible .

Mais alors Bl/z yE(T) —_— ;(T) dans H-e(Q) faible et donc
(3.22) n o= (1) .

Alors

(3.23) lim. inf. J (u) > J @)

e>0

Par ailleurs, si 1'on fixe v dans ‘WS’I(G,T), alors
By (T;v) — y(T;v) dans L°(R) ,

et par conséquent

(3.24) I_(v) — I() si vewg’l(O,T :
Comme
< 4
J () J () Vve Zad ,
on a en particulier

) 0,1
< ’
(3.25) lim. sup. Je(ue) J(v) Vve %ad n WO (0,T)

D'aprés 1'hypothé&se (3.5), on a donc

(3.26) lim. sup. Je(ue) < inf. J(v)
Ve %ad , y(T ;v) eL2(Q) .

Comparant a 3.23, on a :

(3.27) u = u
Je(ue) — J(u)

9

1 ~ ~
(') On pose - y = y(u).
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. 0,1
17 ?
On reprend alors (3 ), mais avec V€ ng n WO (0,T)
Comme (d'aprés le N° 3.2 ci-dessus) pe(b,t) ~ p(b,t) dans w_o’m(O,T)’

on peut passer & la limite et on obtient (3.4). _

3.5 Autre Enoncé

On peut donner un énoncé de structure différente mais sous une hypothése

(différente ?)

(3.28) 44éd = ensemble convexe fermé non vide de .

On obtient alors un énoncé '"usuel"

T T

(3.29) J[ p(b,t) (v(t)=u(t))dt + N j u(v-u)dt >0 V vE€ %ad s
o o

oll p(b,t) € U' , espace dual de U.

C'est la démarche suivie pour le cas parabolique dans J.L. Lions [1],[3],

cette démarche &tant alors indispensable puisque U< LZ(O,T).

4. QUELQUES VARIANTES

4.1 On peut démontrer des résultats tout & fait analogues aux précédents

avec d'autres conditions aux limites que Dirichlet. On peut également

remplacer — A par un opérateur A elliptique symétrique du 28&me ordre 2

coefficients réguliers.

4,2 On peut considérer, pour 1'équation d'état (2.2) (2.3) (2.4) d'autres

fonctions colit, par ex.

2 2
12, ewivi?,

L7(R) L™ (0,T)

[a T

4.1) J(v) = Ily(T;v)-zgllz Ay (Tv) -z
)
oz, = {zz,zcll} e HCI)(Q)X L2

. 2
Cela revient alors 3 travailler avec les fonctions vE€L (Q) telles que
2
4.2) y(T3v) € B @ , y'(T5v) € L5@).

Cela conduit au probléme ouvert de la caractérisation des v ayant cette propriété

(probablement 1'espace de v ayant cette propriété coincide avec HI(O,T)).
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4.3 Considérons maintenant 1'équation d'état (systéme bien posé au sens de

Petrowski) :
(4.3)

y"+ 4%y = v(t) §(x-b) ,

y(0) =y'(0) =0,y = %%—= 0 sur I

On est conduit alors au probléme ouvert : pour V(EL2(O,T) , s1 y(t ;v)

désigne la solution de (4.3), a-t-on

(4.4)

y(T ;v) € Hi(Q) ?

Cela semble plausible ...

4.4 Un autre probléme est celui du contrdle frontiére.

(4.5)
avec
(4.6)

ou 1)

(b)
(4.7)

y'-Ay =0 dans Qx]O,T[.

y = v(t) 6(b) sur 7 s

est la masse +1 au point b€ I, et avec

y(0) = y'(0) =0 .

Le contrdle de tels systémes conduit 3 des questions (ouvertes) du type suivant :

Si v(ELz(O,T) a-t-on y(T;v) € H_I(Q) ?
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Sur le contrdle ponctuel de systémes hyperboliques*

ou du type Petrowski
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Addendum
(Ma1i 1984)

Depuis la rédaction de 1'exposé, le probléme posé dans 1'introduction
été résolu de trois maniéres différentes. I1 a d'abord été résolu par
Y. MEYER par utilisation de résultats spectraux et de résultats d'analyse
harmonique, 3 partir de la représentation de la solution par la méthode
de Fourier avec la base des fonctions propres de — A pour Dirichlet.
Une fois ce résultat établi par Y. Meyer, on a donné une démonstration

P 5 - ~ 2
basée sur les problémes non homogénes non donnés au bord L™ : sont &

résoudre (1) de 1'Introduction avec

y(x,0) = —=(x,0) =0 dans <R
et

y=0 sur . = I'x]0,T[.

On introduit la solution de (1) dans 1l'espace entier ; prenant, par trans-

lation, b= 0, la solution de l'espace entier est

1
= Z;;—v(t.r) , t>r = |x| 3

-
|

alors

v=y-

(*) Exposé n° XX, du 28 Février 1984.



(Addendum, 2.)

vérifie
Bzw
— - Aw = 0 dans Q x ]0,T[=Q ,
ot

w(x,0) = %‘ti (x,0) = 0 dans Q ,
w =-¢ sur .

Mais ¢IZ:GL2(Z) si v € LZ(O,T). Or (cf. J.L. Lions, Contrdle des
systémes distribués singuliers, Gauthier Villars, 1983, Th. 4.3, p. 200)
dans ces conditions w est continue de [0,T] - LZ(Q), d'oli la propriété
analogue pour y.

Une troisiéme démonstration a &té donnée par L. Nirenberg (communication

personnelle). Elle est basée sur la propriété '"duale" de la continuité de y

3a valeurs dans LZ(Q) ; si 1'on considére Y solutions de

2
3—"2’—Aw= 0 dans Q ,
ot

4(%,0) = 0

gi-(x,O) = h(x) dans @, h € LZ(Q) ,

alors y(b,t) GLZ(O,T).

La démonstration de Nirenberg utilise, entre autres, la propriété de

propagation des ondes en dimension 3 d'espace.

J.L. LIONS
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