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XIX.1

1. INTRODUCTION.

I1 est clair que les progrés en Calcul Scientifique,et en
Analyse Numérique en particulier, sont directement influencés par
1'accroissement des performances des ordinateurs. C'est ainsi que
1'arrivée récente sur le marché d'une nouvelle génération d'ordi-
nateurs vectoriels de grande puissance, type CRAY 1, a permis de
s'attaquer de mani&re efficace 3 la résolution numérique de pro-

blémes de trés grande taille.

En Physique notamment, ol la simulation sur ordinateur est devenue
un instrument essentiel de la Recherche se substituant pour une
part 38 l'expérimentation directe, il devient possible d'utiliser &
un colt raisonnable des mod&les cinétiques (de type Boltzmann,
Vlasov, Fokker-Planck,...) permettant d'affiner de mani&re essen-
tielle la connaissance apportée par des modéles fluides forcément
imparfaits.

Nous allons dans cet exposé &tudier divers problémes rencontrés
dans 1'Analyse Numérique des modéles cinétiques et montrer comment
l'utilisation de mod&les fluides permet de résoudre de maniére
économique les modé&les cinétiques. Comme exemple, nous prendrons
les équations de Vlasov-Maxwell qui sont utilisées pour &étudier
l'interaction laser-plasma dans le cadre de la fusion nucléaire

inertiel.
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2. UN PROBLEME EN PHYSIQUE DES PLASMAS.

On considére un plasma formé de particules chargées de
différents types. On désigne par E& la densité moyenne de parti-
cules de type o de masse m, et de charge q, et par
fa = fa(x,v,t) leur fonction de distribution. Si on suppose le plasma

non collisionnel, chaque fonction fa est solution de 1'équation

de Vlasov dans 'RN, N<3

(n —°‘+v.vxf +H—11—F.Vf=0 ,x,v€]RN,t>0,
[0

ol Fq = Fa(x,v,t) est la force exercée sur chaque particule, i.e.

vXxB

F o=q,(E+ )s

E=E(x,t) est le champ électrique, B=B(x,t) le champ magnétique
et c¢ est la vitesse de la lumiére. Les équations de Vlasov sont en
général couplées avec les équations de Maxwell régissant le couple
(E,B). Lorsque 1l'on néglige le champ magnétique (cas de 1'approxima-
tion électrostatique), on obtient le systéme couplé des équations de

Vlasov-Poisson.

8fa qa
(2) Y + v.Vx fa + 5; E. Vv fa =0,
(3) V.E = 4llp

oi p = p(x,t) est la charge définie par
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(4) p=In q [ £ dv

A ces équations, il faut rajouter la condition de champ nul 3 1'in-

fini :

(5) E(x,t) >~ 0 si lx|»~w

ainsi que les conditions initiales

(6) fa(x,v,O) = fao(x,V)

De maniére classique, les équations (3) et (5) s'écrivent de manidre

équivalente :

(7 E(.,t) = Kyo(.yt)

ol K est le noyau donné par :

(
2 X , N=2
|x|2
K(x) =ﬁ
X
N=3.
Ix[3

\

En ce qui concerne l'existence et l'unicité des solutions
du systéme de Vlasov-Poisson (2) - (6), on connait 1l'existence glo-
bale en temps d'une solution faible en dimension quelconque N < 3
(cf. Arsen'ev [1]). Par ailleurs, on a existence et unicité d'une
solution classique pour tout temps t en dimension N< 2 etpour t <T*

%
endimension N=3 ou T dépend des données (cf. Ukai & Okabe [10]).
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Enfin, en dimension N=3 , Bardos & Degond [2] ont démontré que

*
T = +c dans le cas de données initiales "assez petites'.

3. UNE METHODE DE RESOLUTION NUMERIQUE DES EQUATIONS DE VLASOV-POISSON.

Un procé&dé numérique efficace de résolution numérique du sys-—
téme des équations de Vlasov-Poisson consiste 3 utiliser une méthode
particulaire susceptible d'une interprétation physique évidente. Mathé-
matiquement, la méthode est basée sur la remarque suivante. Si la con-

dition initiale f, o est une masse de Dirac dans 1'espace des phases

fao (x,v) =6 (x—xo) ® §(v -Vo)

et si le champ électrique E est supposé connu (‘assez régulier"), la

solution correspondante des &quations (2), (6) est donnée par

fa(x,v,t) = G(X—xo(t)) ® 6(v—vo(t))

ol la fonction t—*(xo(t),vo(t)) est la solution de

( dx0 dv0 qu
s (t) = Vo(t) s It (t) == E(xo(t),t)

Q

X (0) = X vV \0) =V
SO =x v () =y,

\

c'est-a-dire la trajectoire dans 1'espace des phases d'une particule

de type o soumise au champ &lectrique E .

Dans ces conditions, étant donné une approximation suffisamment régu-
liére Eh du champ électrique E , on approche chaque distribution

initiale f par
Qo
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f Tw . oxx ) R§v-v )
aj aj

ce qui donne

fZ(x,v,t) Ly S(xmx  (8) © 8(v=y . (8) ,

j

oli chaque fonction t—>(xaj(t), Vaj(t)) est la solution de

dxu. dva. 9% h
i dt (t) = V(lj (t) ’ dt (t) = I-II; E (Xaj(t),t) ’
!
(8) ¢
i
| = =
! Xaj(o) Xaj , Vaj(o) Vaj

Pour achever de définir la méthode particulaire, il convient
de préciser comment s'effectue le couplage entre le champ self- consis-
h . . . . h ' -
tant E et les distributions de particules fq . D'aprés (7), on

peut songer 3 poser

E'(.,0) = K, o"(.,0)
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h = o -
o (%,t) aZj noq waj § (x Xuj(t))
b

Malheureusement, le noyau K é&tant discontinu a l'origine
n'opére pas par convolution sur les mesures. Le reméde consiste &
régulariser ce noyau K . On introduit pour cela une fonction cut-

off z € C(O)(]RN) telle que

f r(x) dx =1
RN

et on pose

e =L o
€ €

puis

On peut alors prendre

,

h h
E (.yt) = Ke*p (.,t)
de sorte que
h
9) E'(x,t) = X n q w Ke(x—x (t))



XIX.7

Les équations (8), (9) définissent alors la méthode particulaire.
Pour une description précise des propriétés d'approximation de la

méthode de la fonction cut-off, voir Raviart [9], Cottet & Raviart

[4].

Notons que les équations (8), (9) équivalent 3 un systéme
différentiel non linéaire du second ordre en les Xaj dont la dimen-
sion est précisément égale au nombre de particules utilisées. Dans
des simulations réalistes en dimension N=22 , on peut &tre conduit
e s . 5_ 6 ) .
a utiliser de l'ordre de 10™ a 10 particules. Il va sans dire que

le résolution pratique d'un systéme différentiel d'une telle dimension

apparait ici critique !

La méthodologie la plus simple consiste 3 utiliser ur schéma de

résolutionexplicite de ce systéme différentiel. On introduit alors un pas

de temps At et on pose

- - 1

tn n At , tn+l/2 = (n+ 2)At
et on remplace (8), (9) par

1 ,.n+l _ n. _ n+l/2 1 . n+1/2 _n-1/2, % n n
(10) At(xaj xaj) - Vaj > At (vaj Vaj )-5; 2 (xaj) ?

n _ . n _ — _.n
(11) E KE 0 . o Z. n, q, thj §(x Xuj) ,

0,]
o n n+l/2 n . . .
ol x . , . , E sont respectivement des approximations de x .(t )
0] aj aj ' n
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h . n n-1/2
. E (. . Ilest clai )
VaJ(tn+1/2) et ( ’tn) est clair que, partant des an sV, , les
équations précédentes permettent de déterminer successivement et de
s .. . n +1 +
maniére explicite les quantités pn s, E vgj /2 s xgjl .

Si la méthode numérique ainsi définie est de mise en oeuvre
aisée (du moins apparemment !), le pas de temps At doit par contre
satisfaire une contrainte trés restrictive (appelée condition de stabi-
1ité). Pour le voir simplement, on considére le cas d'un oscillateur

harmonique

Si on applique le schéma d'intégration numérique 3 1'équation

précédente, on obtient

1 n+tl_n, _ n+l/2 1, n+l/2  n-1/2 2 n _
i (x X)) =v s e v ) +wx =0 .

P . - . n < .
On vérifie aisément que la solution (x )n>0 de ces équations
=

est bornée (propriété éminemment désirable) si et seulement si la condi-

tion de stabilité

est satisfaite, ce qui introduit une restriction sur le pas de temps At

Dans le cas du schéma (10), (11), une &tude semi-heuristique montre qu'en

pratique le pas de temps At doit satisfaire
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1
P

(12) At < -
pe

~

ol wpe est la fréquence plasma &lectronique (c'est la plus haute
fréquence observable dans le plasma). En d'autres termes, le pas de
temps doit étre choisi suffisamment petit pour pouvoir décrire tous
les phénoménes hautes fréquences ! Ceci est parfaitement adapté a
1'étude numérique des instabilités d'un plasma. Pour tout ceci, voir

par exemple Hockney & Eastwood [6].

4. METHODE IMPLICITES ET MODELES FLUIDES.

Lorsqu'on veut décrire des phénoménes basses fréquences, par
exemple des phénoménes de transport, la restriction (12) sur le pas de
temps At devient intolérable numériquement et on est conduit 3 rempla-

cer le schéma explicite (10), (11) par un schéma implicite de la forme

1 , n+l n, _ n+b 1 . n+l n __qa n+d , n+6
(13) At(xaj xaj) - vuj ’ At(vaj Vaj)'.ma E (xaj )
n n — n
(14) E = Ke,p = aZj n q, waj Ke(x—xaj) ,

oli, de maniére générale, on a posé

®Mﬁ=edﬁlﬂl-®®n

On vérifie que le schéma (13), (l14) est inconditionnellement

- 1 . e
stable d&s que 6 est =2 3 (pas de restriction sur le pas de temps At ).

-~

Naturellement, le prix 3 payer est qu'il faut désormais résoudre 3 chaque

< - . oo s . n+l -
pas un systéme d'équations non linéaires couplées en les Xaj , Systéme
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d'équations non linéaires couplées en les xggl , Systéme dont la
dimension est E&gale au nombre de particules du modé&le numérique !

La résolution numérique directe d'un tel systéme apparait actuelle-
ment hors de portée dans un certain nombre de simulations réalistes

ol on peut utiliser de 1l'ordre de 105 particules.

Une méthode indirecte par Mason [8] consiste & associer
au modéle cinétique un modéle fluide qui va servir 3 prédire le
champ é€lectrique E .

On pose :

P =n

q, [ £, dv,
o a a RN o

(&
1l

nodq, ]JRN vfadv ,

- © .

o =0 @y INV vfadv
R

Enprenant les moments d'ordres 0 et 1 de 1'équation de Vlasov (2)

par rapport & v , on obtient les équations de conservation de la

charge Py et du courant Ja :

ap
u —
T + V.Ja =0 ,
BJa qa
Yl 5‘(V£?; “p, EB)=0,

équations que 1l'on couple avec 1'équation de Poisson
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Bien entendu, ces é&quations ne sont pas fermées et il convient d'intro-

duire une relation de fermeture sous la forme d'une équation d'état. On

pose :
o
u = — = vitesse du fluide o
a p
a
puis,
=7 - Q (v-
Pa n, m IN.(V ua) (v uu) fa dv ,
R
P =p, I+ , tr(n) =0,
i.e., Pa est le tenseur de pression du fluide o . Puisque
q q
o [¢]
—V = ® — +
n_ * Ja u, + moL(pm I Ha) ,

Si on néglige le déviateur I, du tenseur de pression P les deux
relations de fermeture classiques consistent 3 prendre pour &quation

d'état

avec soit vy = 1 (cas isotherme) , Yy = 5/3 (cas adiabatique). Dans tous
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les cas, on est conduit 3 la résolution d'un modéle 3 plusieurs fluides
’ p

(dont les équations forment un syst@me hyperbolique non linéaire) que

1'on peut résoudre 3 l'aide du schéma implicite suivant directement

inspiré de (13), (14)

o n+6

p
1  n+l n n+6 _
At(pa pa) * V'Ju =0,
1 , n+l n n+o n+o o, n+6 n+o q
— - . ® 2 -

\ At(Ja Ju) v (Ja ua m (pa Ii‘na ) m pa

o o

V.En+6 = 4Hpn+8

\

n+6 _

En fait, il convient de discrétiser ces équations par rapport aux variables

d'espaces pour obtenir une méthode numérique réellement utilisable et ceci

est un point hautement non trivial. Pour les méthodes récentes d'approxima-

tion des systémes hyperboliques non linéaires, cf. par exemple Harten [5] .

En pratique, connaissant

n _ _.n _.n
fa(x,v) =X waj § (x xaj) ® §(v Vaj) ,

n n

on calcule (apré&s régularisation) cg ,J ,P ==p2 I+-H2 puis on prédit

o

~ . ~n+6 i - . .
le champ électrique " en résolvant les équations fluides

,
1 ,~n+6 n n+o
oty P * VI, =0
1 ~m+6 n ~n+0 n+6 qa n+0 ~n+0 qa ~n+H =~>n+6
(15) 4 eAt(Ja -Ja) + V.(Ja ® u, 4-m Pa I+ Ha ) =P T =
o o
v. 30 o 4y t®
\.

0
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auxquelles on rajoute les relations de fermeture sur un pas de temps At .

*n+6 ~n+d — Y n, n,-Y
o (o)

o Py ) = o )
(16) -

T T

o

La résolution numérique du modéle fluide (15), (16) s'avére infiniment

moins coliteuse que la résolution du mod&le cinétique (13), (14). Ayant
o s P ~ . ~n+0 ~

ainsi prédit le champ électrique E au temps tn+e , on résout

ensuite pour chaque particule les équations non linéaires découplées

J_( n+l _ n.) _ ane ’ 1 vnfl n ;g En+e n+6)

an At Xaj XaJ aj At 0] aj

. n+l .
puls on calcule E solution de

n+l n+l
(18) V.E = 4llp R

et ainsi de suite, ...

Cette méthode numérique peut donc apparalitre comme une correction
cinétique d'un mod&le fluide. Pour une approche plus directe, cf. Langdon &
al. [7]. Cette méthode d'approximation prometteuse qui méle description
fluide et description cinétique reste essentiellement heuristique. En par-
ticulier, on ne connait rien sur sa convergence et sur le rdle de la rela-
tion de fermeture choisie. De plus, il reste & étudier les méthodes de
discrétisation en espace des équations (15) et 3 mettre au point des
algorithmes performants de résolution des €quations non linéaires obtenues :

vaste programme qui en est encore & son début !

Signalons pour conclure que le vrai probléme physique est relatif

aux équations de Vlasov-Maxwell
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'} q
Q o vxB

—— . ——— + . =
ot +V’Vx fa * ma(E c ) Vv fa 0
1 B
- — =

J c ot VXE 0
1 3E _ 41 _
Eé—E—VXB—CJ ,J—ZJOL.

o
\

Pour une généralisation des idées précédentes 3 ce cas, cf. Brackbill &

Forslund [3]. Enfin, on a négligé ici les termes de collision qui con-

duisent & rajouter un terme de Fokker-Planck dans 1'équation de Vlasov.

La généralisation des techniques précédentes aux équations de Vlasov-

Fokker-Planck-Poisson (ou Maxwell) reste largement ouverte.
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