S. ALINHAC

G. METIVIER
Propagation de I’analyticité locale pour I’équation d’Euler

Séminaire Equations aux dérivées partielles (Polytechnique) (1983-1984), exp. n° 16,
p. 1-13

<http://www.numdam.org/item?id=SEDP_1983-1984 A16_0>

© Séminaire Equations aux dérivées partielles (Polytechnique)
(Ecole Polytechnique), 1983-1984, tous droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire Equations aux dérivées partielles (http://sedp.cedram.org) im-
plique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SEDP_1983-1984____A16_0
http://sedp.cedram.org
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

ECOLE POLYTECHNIQUE

CENTRE DE MATHEMATIQUES

91128 PALAISEAU CEDEX - FRANCE

Tél. (6) 941.82.00 - Poste N°
Télex : ECOLEX 691596 F

SEMINAIRE GCULAOUIC-MEYER-SCHWARTZ 1983-1984

POUR_L'EQUATION_D'EULER

par S. ALINHAC et G. METIVIER

- o
. Exposé n° XVI 15 Mai 1984






XVI.1

1. INTRODUCTION

Cet exposé comprend deux parties : l'une consacrée & 1'équation
d'Euler, 1'autre aux opérateurs pseudo-différentiels analytiques, &tant
bien entendu que ces deux parties sont &troitement reliées. Soulignons
d'abord que tout ce qui touche l'équation d'Euler a &té obtenu en colla-

boration avec S. Alinhac [3].

Les &quations d'Euler pour un fluide incompressible, homogéne et non

visqueux s'é&crivent, avec les notations habituelles

%%-+ u.vu = gradp+f
(1.1) divu =0
u|t=0 Y%
old la wvariable (t,x)GﬁR>an, les inconnues sont u = (ul,...,un) et p, et

les données f et uo.

Le probléme est d'étudier la propagation de 1'analycité pour une solution
de (1.1), dans un domaine oii, a priori, elle est assez régulidre. Dans [7]
[8] et [9], Bardos, Benachour et Zerner ont &tudié le probléme de 1'analyticité
globale et on veut ici préciser 1'étude en s'attachant a 1'analyticité locale

des solutions .

(1.1) n'est pas un systéme différentiel hyperbolique et les résultats
de Alinhac—Métivier [1],[2] ne peuvent &tre directement appliqués. Cependant,
comme il est bien connu, la pression p s'exprime en fonction de u par

1'intermédiaire des &quations :

(1.2)

1]

Ap div(u.vu) - div f

Oou encore

(1.3) 2N divu.ve) - div £)

e
1}
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On remarque que, grice a 1'équation div u = 0, on a :

du. 3du

Il
1
~
(=
—
1
™
(S}

(1.4) div(u-Vu) XK .-3.;:7

Notant P 1'opérateur grad A_l et f'= £~P div f,le systéme (l1.1)

prend alors 1'allure d'un systéme hyperbolique pseudodifférentiel non linéaire

(1.5) %‘ti + u.Vu = PF(u) + f'

L'objet du travail est alors d'étendre les résultats de [1] a des

systémes du type (1.5).

Avant de poursuivre, notons que P est de degré -1, et que F(u) ne
fait intervenir que des dérivées d'ordre 1 en u (cf. (l.4)). Par conséquent
1'expression P F(u) est de degré O et la partie principale du systéme (l.5)

est tout simplement le systéme différentiel hyperbolique diagonal :

au e
(1.6) T + u.Vu = f

On s'attend donc & ce que la régularité se propage le long des bicarac—
téristiques de (1.6), c'est-&-dire ici, le long des trajectoires du mouvement

du fluide, c'est-a-dire le long des courbes intégrales du champ de vitesses u:

(1.7) &= ut,x ()

Enongons maintenant un résultat précis : considérons sur un cylindre

[0,T] x & wune solution u(t,x) de (1.1) vérifiant

u e c°o,1] ;5 "l
(1.8)
du

o
8 e U015 nE @)

~ . n . . . e
ol U est un entiler > 7 Pour des théorémes d'existence de solutions vérifiant

(1.8) on renvoie & Kato [14], Ebin-Marsden [12], Bourguignon-Brezis [11] ou
Temam [16].
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Fixons xoe 2 et notons vy(t) la courbe intégrale de (1.7) issue
au temps t=0 du point X3 d'aprés (1.8), u est de classe C1 sur [0,T] xQ
et on peut supposer 7Yy définie sur [0,T] avec Y(t) € Q.

Théoréme | : Si la donnée u  est analytique en X, et si f est

analytique sur vy, alors la solution u est analytique sur Y .

Ce théoréme peut étre étendu dans différentes directions : on peut

considérer d'abord le cas d'un fluide non homogéne

[ du 1
E SE-+ u Vu = > grad p + f
9 i,
(1.9) 3¢ tu Vo= 0
divu = 0.

ol les inconnues sont u, p et p.
L'opérateur P intervenant dans (1.5) est alors & remplacer par

%— grad. (div -:;-grad)_l ; 11 dépend donc de 1'inconnue p.

On peut considérer ensuite le systéme (1.1) ou (1.9) sur un ouvert

borné ; on adjoint alors la condition aux limites
(1.10) u.n=20 sur 9§

n désignant la normale a 3Q.
Ces deux extensions ont été faites par Le Bail. (Travaux en cours de rédaction).

Plus généralement la méthode s'applique 3 des systémes qui couplent une

partie hyperbolique (en t) et une partie elliptique en x, par exemple du type suivant:

Qo

ST+ F(u,p, 3 u,3.p) = 0

(1.11) t

L2 2
A(u,p, axu 9 BXP s axu’ BXP) = 0

A @&tant elliptique par rapport 4 p.
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2. SCHEMA DE LA DEMONSTRATION

Soit w ©  un petit voisinage de X, 3 solt w,_ son image par le flot
de (1.7) et soit & = {(t,x) € [0,T] xQ / x € wt}. On suppose u_ analytique
sur w, f analytique sur 75 et on montre que u est analytique sur 7.
Tout d'abord, en utilisant les résultats de J.M. Bony [10] on vérifie que u
est C00 sur .

Pour 6 > 0 assez petit on note ws = {x€ w/dist(x,d%w) > &1} et

wt 5 son image par le flot de (1.7). On introduit alors les notations suivantes:
b

(2.1) |ul = sup Io%u(e.)ll
A §
S TES T S
N_
(2.2) [ul, = sup 8 |u|
N,t 66]0,60] N,t,S

¢ et A étant des paramétres on pose :

e—At(p"I)ep—l
(2.3) full. = sup sup lul

ISp<N  t€[0, 1] mo-1 p,t
1
ol m = ——Ji;—i .
P(peD)
0 : l < | N +1 _ . .
na u”l u"c"([O,T] 3 ia ) et la démonstration consiste

3 montrer par récurrence sur N que
(2.4) V N>1: HuHN < H

si les paramétres €, A et H sont bien choisis.

Pour cela, on reprend la méthode de [1] : dériver 1'équation, et
utiliser les inégalités d'énergie. Soit la| = N>2 ; posons v=3%u ;

en dérivant (l1.1) il vient :
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ov _
(2.5) S + u.V%W = g
ol g wvérifie
(2.6) llgCt. )1 < (I(Igrad p| + N|u]| +
(0, 56) N,t,s N,t,8

A(N-1)t 1-N _1-N
e 3

2
+ S N mN~10hJ”N—l.+l )} .

Pour 1'&quation (2.5) on a les inégalités d'énergie suivantes

t
(2.7) v (e. ) < c@v(o,. )l + Jf le(s, - DIl ds}.
(0 o) B w) 7o ' (w o)

Avec (2.6) multipliant 6N_1 , et prenant le sup en § il vient :
t
<
(2.8) ]ulN,t C{|u|N’O + Jo (|grad plN,s + NIUIN,S) ds +

1-N e)\(N—l)t 2
te S — m ull +1)}.

L'ingrédient fondamental est alors le suivant :

Lemme 2 : Il existe des constantes C et ¢ telles que pour tout N>1,

1

tout t € [0,T] on ait : pour ¢ < €

I-N A(N-1)t 2
Nt + € e rnN_l("uHN_l + 1)} .

< ¢l
|grad plN,t C |u

\

Reportant dans (2.8) et utilisant le lemme de Gronwall on obtient

pour ¢ < e, une estimation du type

Cliull 2

+ 1
N-1
< .
(2.9) IhJHN Maxé}uHN_l ; Hl + — } .
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@+ 1)

H

I1 suffit alors de choisir H = sup {HuH] y ZHI} et A = C
1

pour que (2.4) ait lieu .

(2.4) exprime 1'analycité partielle en x ; l'analycité en t s'en
P y 3 y

déduit en revenant & 1'équation.

Il reste donc & étudier le Lemme 2 ; clairement, dans ce lemme, t est
un paramétre qu'on omettra d'écrire dorénavant ; si E est une paramétrix

analytique de A sur un voisinage de ® on a, plus correctement que (l.3)

(2.10) p = E(F(u)) + ¢q

oli q est analytique sur w. Le caracté@re non linéaire de F est secondaire,
ce qui importe ici c'est l'action précise de 1'opérateur pseudodifférentiel E

vis—3-vis des semi-normes introduites.

3. ACTION PRECISEE DES OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS ANALYTIQUES

Plus généralement, considérons un opérateur pseudodifférentiel analytique
e s . . n .
A = a(x,DX), défini par un symbole analytique a(x,&) sur £ x R ol
désigne maintenant un ouvert qui contient le compact W . On peut d'ailleurs

ajouter & A un opérateur & noyau R(x,y) analytique sur  x Q .

Pour tenir compte du décalage des dérivées nous changeons quelque peu

les notations du paragraphe 2 et nous posons

(3.1) [ul, = sup sup &N 15%ull )

ae]o,ao] lo|=N B (w)

EP
(3.2) ﬂlu"%1= Max {llull , Max — [u] .
B @) o<y "p P
(3.3) full = sup Illull
€ NEN N

Théoréme 3 : Soit a(x,£) un symbole analytique de degré O sur Q x r"
et soit ro:c Q un ouvert contenant w. Il existe Eo >0 et C tels

que pour tout ¢ < €, s tout N>0 et u € C;YQO) on a :
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< .
[a(X,DX)U]N C "IuIHN LI

Compte tenu de (2.10) le lemme 2 est en fait une conséquence quasi-

immédiate de ce théoréme.
Notons BE 1'espace des IJEI#%Q) analytiques sur w et tels que

. L0 5
flull <~ ; notons aussi B_ l'espace des u € B_ 3 support dans £_. On
€ € € o

déduit directement du théoréme 3 le corollaire suivant

Corollaire 4 : A est un opérateur pseudodifférentiel analytique de degré O

. . - o
sur Q, alors il existe €, et C tels que pour e<§€o , A opére de B€

dans Be avec une norme majorée par C.

~

Ce résultat est similaire & ceux qu'ont obtenus Baouendi et Goulaouic

lorsque A agit sur une variété compacte sans bord [4] [5].

Donnons maintenant les grandes lignes de la démonstration du théoréme 3 ;

pour simplifier, supposons que A soit un opérateur de convolution :
(3.4) Au = kx*u
avec E(g) = a(g) symbole analytique de degré O .

. . n P .
On salt que k est analytique sur R N0 et que k vérifie des esti-

mations du type suivant (cf.[6]) :

a lo]+1 al!
(3.5) laxli(x)| < C, T—+H£F;T pour 0<x <R

avec C indépendant de o € N et x

Introduisons une suite de fonctions de troncatures ijECZ(HfB (j=0)
a support dans |x| < I, valant 1 pour |[x|<1/2 et vérifiant, avec une

constante C2 convenable

(3.6) ]al(pj(x) | < (C2(j+l»lyl pour |y| < j+l
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Fixons &€ ]0,60] et >0 ; il nous faut montrer que :

(3.7) 9% Aull < il m c~lel
a lal "ol
8
On pose alors N = |0L| r = S et
? N+1
= X
6,(x) = o ()

X P . _
(3.8) ej(X) (Dj(w——m_)'w._](r—j-) pour j=1,..,.,N-1

J

- - X
O = T-oy ()

Enfin, appelons Aj 1'opérateur de convolution par k:.| =6.k.
J
N
Par constructionona A= I A..
j=0

-

. - S . -
Le symbole de AO est a*eo et 11 est borné dans L indépendamment

de r<60. Par suite, on a :

(3.9) ta vl < vl
ila (‘”5) i (w

avec C indépendant de r .

I1 résulte de (3.5) et (3.6) que l'on a pour [B| = j>1

. .3
B j+l1 B
|aX kj x)| < c3 ———|X|n+j .

5 1.
et comme kj est 3 support dans |x| > 7Jr on a

j+l

¢!

naf(k.n 1 < 4
3L (x| <R) r?

On en déduit les majorations suivantes
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s c i*l
”38 A vl < —ij— vl y ) pour 1<j<N-I
B (0) r? B (2,-(G+Dr
(3.10) ¢
; CSN+1
< —— vl
\ o™ A vl
N Hu(w(s) rNH HU(IRn)
i ~ écri j = 3.+ a. .| = 3j, on a :
Si u € CO(QO), écrivant pour tout j,a BJ aJ avec ]BJl iR
N B. o.
¥ Au = £ 3 A Gluw.
j=0 .

En utilisant (3.9) et (3.10) on arrive facilement (et classiquement)

(3.7) pourvu que € soit assez petit.

7

4. UN THEOREME DE CAUCHY KOWALEWSKI PSEUDODIFFERENTIEL LOCAL

Considérons le probléme de Cauchy suivant

Ju _
E A(t,X,DX)U = f
(4.1)
u = u

oll A(t,X,DX) est un opérateur pseudodifférentiel analytique de degré 1

sur [—‘IO, TO] xQ , et ol les données u, et f sont analytiques.

Ce type de probléme de Cauchy-Kowalewski a &té€ considéré par Baouendi
et Goulaouic [4][5] dansle cas ot © est une variété compacte sans bord,
et aussi par Kajitani [13] dans le cas oi @ = R", (avec des conditions
d'uniformité & 1'infini). Nous voulons considérer ici le probléme local
pour répondre 3 une question posée par C. Goulaouic. L'outil essentiel

est une variante du Corollaire 4, que nous décrivons maintenant.

P . 1
Donnons- nous y cc Q , ouvert borné régulier (de classe C ). Pour 6>0

assez petit w, désigne toujours l'ensemble des points de w & distance

$
de 3w supérieure @ 6. On se donne un paramétre p € [0,1/2[, et pour €>0

on note B8 1'espace des fonctions analytiques u sur w telles que
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G)I

(4.2) lull = sup sup & 1%l <+o
© Jalsg ¢€lo, 6]_I'| Lz(wé)

. 1
On montre facilement que B~ L (w), de sorte que, enprolongeant
par 0,B_ s'identifie 3 un espace de distributions & support compact
dans §l. Ce prolongement permet de faire agir les opérateurs pseudodif-

férentiels définis sur Q , sur les fonctions de Be

Lemme 5 : Si A est o.p.d. analytique sur © de degré 0, il existe eo:>0

et C tels que 1'opérateur u - (A10|w opére de B_ dans lui-méme avec

une norme majorée par C, pourvu que € < €

u désigne le prolongement de u par O.

Lorsque p = 0 ce lemme est une modification triviale du Théoréme 3
il suffit essentiellement de remplacer dans (3.9) et (3.10) les normes tla

par les normes Lz. Lorsque p >0, la seconde estimation de (3.10) est &

remplacer par la suivante :

N+1
C5 =-p
I!a A vl < S sup {tPlivl }.
XN Lz(w(s) N+l v €]0,6_] Lz(wT)

Les détails seront donnés dans [15].

< < s 1 P
A et T &tant des paramétres vérifiant ATS< 5—60 , on désigne par

afk T 1'ouvert :
(4.3) éa,T = {(t,x) € Exw/|t|<1? et x € w%itl}'

Pour € >0 on désigne par Es 1'espace des fonctions sur Cf;,T ,

holomorphes en t , analytiques en x, et telles que

laf (s lo|+p
(4.4) full = 'sup sup sup = (6-rle]) ”a;\J(t.)“ 2 <+,

€ [t|<T « A[t|<&<60 lo] I,de)
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I1 revient au méme de dire que u(t) = u(t,.) appartient 3 un

espace Be(w I)et que :

At

(4.5) lull = sup llu(e)ll <+
£ lel<t B e

Comme précédemment on fait agir un opérateur A(t,X,DX) sur une
fonction uGE€ en prolongeant celle-ci par 0. On suppose maintenant

que le paramétre p€]0,1/2[.

Théoréme 6 : Soit A(t,X,DX) un o.p.d. analytique de degré 1 sur

[-T ,T 1 xQ. Alors il existe ¢ > 0 T, €]0,T ] et X >0 tels
o’ o o 1 o —_— o e
S0

1’ 2A

f € Ee(g)\,T) , il existe u € Ee(&A,T) tel que

que pour €<€o’)‘>>‘o/eit T < Inf{T b, si uOGBg(w) et

ou ~ .

3t A(t,X,DX) u = f sur 8>\,T
(4.6)

u|t=0 =u sur w.
Démonstration : On peut écrire :

oli les Aj (j=0,...,n) sont de degré 0. Il résulte du lemme 5 ( 2
paramétres) que les opérateurs A.: u > (A. G‘) sont bornés de

j ivley
E dans lui-méme avec une norme majorée indépendamment de €, A et T

§
pourvu que € <eo et T <Inf{ T] , —2% }. Introduisant 1'opérateur

Hv (t,X) = J v(s,x)ds
[0,t]

on met 1'@quation (4.6) sous la forme

n
4.7) u-HA u- $ HD. K.u=uo+Hf )
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Les estimations suivantes résultent directement de la définition

(4.4)

Lemme 7 : Les opérateursH.EEI{D sont bornés de EE dans lui-méme,
N

de norme majorée respectivement par T et E%E

X

En choisissant T assez petit et el assez grand, il est alors

n
clair que HE%4- Y HD, A. est borné de E_ dans lui-méme de

j=1 j
norme <1, et 1'équation (4.7) possé&de alors une solution dans Ee .
Pour terminer cet exposé, signalons que ce Théoréme 6 admet des
versions non lindaires, que l'on obtient en modifiant les définitions

(4.2) et (4.4) des espaces B€ et E€ de maniére 3 en faire des algébres.

On renvoie pour cela a [15].
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