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1. INTRODUCTION

Cet expos6 comprend deux parties : l’une consacr6e a 1’equation

d’Euler, 1’autre aux operateurs pseudo-diff6rentiels analytiques, 6tant

bien entendu que ces deux parties sont étroitement reli6es. Soulignons

d’abord que tout ce qui touche 1’equation d’Euler a 6t6 obtenu en colla-

boration avec S. Alinhac [3].

Les equations d’Euler pour un fluide incompressible, homogene et non

visqueux s’6cr4Avent, avec les notations habituelles

ou la variable les inconnues sont u = (ul3l.."3,u et p, et° 

i n

les donn6es f et u .
o

Le probl6me est d’étudier la propagation de I’analycit6 pour une solution

de (1.1), dans un domaine oa, a priori, elle est assez rgguli6re. Dans (7]

[8] et [9], Bardos, Benachour et Zerner ont étudié le probl6me de 1’analyticite

globale et on veut ici pr6ciser 1’etude en s’attachant a l’analyticit6 locale

des solutions .

(1.1) n’est pas un systeme différentiel hyperbolique et les r6sultats

de Alinhac-Métivier [ 1] , [2 J ne peuvent être directement appliques . Cependant,
comme il est bien connu, la pression p s’exprime en fonction de u par

l’intermgdiaire des equations :

ou encore
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On remarque que, grace a 1’6quation div u = 0, on a :

Notant P I’apérateur grad A- I et f’= f - P div f, le système (I.l)

prend alors l’allure d’un système hyperbolique pseudodifférentiel non lin6aire

L’objet du travail, est alors d’etendre les resultats de [1] a des

systemes du type (1.5).

Avant de poursuivre, notons que P est de degré -1, et que F(u) ne

fait intervenir que des d6riv6es d’ordre 1 en u (cf. {I.4)). Par consequent

1’expression P F(u) est de degr6 0 et la partie principale du système (1.5)

est tout simplement le systeme différentiel hyperbolique diagonal :

On s’attend donc a ce que la régularité se propage le long des bicarac-

tgristiques de (1.6), c’est-a-dire ici, Ie long des trajectoires du mouvement

du fluide, c’est-a-dire le long des courbes int6grales du champ de vitesses u :

Enon~ons maintenant un r6sultat pr6cis : considérons sur un cylindre

[0,T] x 0 une solution u(t,x) de (1.1) vérifiant :

est un entier pour des thjoromes d’existence de solutions v8rifiantoa p est un entier &#x3E; 
2 Pour des theoremes d’existence de solutions verifiant

(1.8) on renvoie a Kato [14], Ebin-Marsden [12], Bourguignon-Brezis [11] ou

Temam [16].
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Fixons et notons y(t) la courbe int6grale de (1.7) issue

au temps t = 0 du point x ; a d’a p res (1 .8), u est de classe Cl I sur [0,T] xQ

et on peut supposer y d6finie sur [0,T] avec y(t) 

Th6or6me 1 : Si la donnee u est analytique en xo , et si f est

analytique sur y , alors la solution u est analytique sur y .

Ce th6or6me peut etre etendu dans differentes directions : on peut

considerer d’abord le cas d’un fluide non homogene :

oa les inconnues sont u, p et p .

L’operateur P intervenant dans (1.5) est alors a remplacer par

I grad. (div 2013 rad) 1 ; il dépend donc de 1’inconnue p.
p p 

P p

On peut considérer ensuite le systeme (1.1) ou (1.9) sur un ouvert

borne ; on adjoint alors la condition aux limites

n désignant la normale a ~Q .

Ces deux extensions ont gt6 faites par Le Bail. (Travaux en cours de rgdaction).

Plus généralement la m6thode s’applique a des syst6mes qui couplent une

partie hyperbolique (en t) et une partie elliptique en x, par exemple du type suivant:

A etant elliptique par rapport A p .
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2. S CHEMA DE LA DEMONSTRATION

Soit w c: Q un petit voisinage de x ; soit w son image par le flot
o t

de (1.7) et E / x On suppose u 
0 

analytique

sur w , f analytique sur ) et on montre que u est analytique sur ~.

Tout d’abord, en utilisant les r6sultats de J.M. Bony [10] on v6rifie que u

CO 

)-est C sur (.

Pour 6 &#x3E; 0 assez petit on note Wû = &#x3E; 6 } et

w son image par le flot de (1.7). On introduit alors les notations suivantes:
t,

e et X 6tant des param6tres on pose :

et la démonstration consiste

à montrer par recurrence sur N que

si les parametres et 1:i sont bien choisis.

Pour cela, on reprend la m6thode de [11 : d6river 1’6quation, et

utiliser les inégalités d’énergie. Soit lal = N &#x3E; 2 ; posons v = aa u y
en d6rivant (1.1) il vient :
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ou g verif ie

Pour 1’equation (2.5) on a les inegalites d’6nergie suivantes :

Avec (2.6) multipliant 6N-l , , et prenant Ie sup en 6 il vient :

L’ingr6dient fondamental est alors le suivant :

Lemme 2 : Il existe des constantes C et £:1 I telles que pour tout N&#x3E;!, ,
tout t 6 [0,T] on ait : pour £:.;;;; £:1

Reportant dans (2.8) et utilisant le lemme de Gronwall on obtient
pour estimation du type
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Il suffit alors de choisir H = sup

pour que (2.4) ait lieu .

(2.4) exprime 1’analycite partielle en x ~ 1’analycite en t s’en

déduit en revenant a 1’equation.

Il reste donc a 6tudier le Lemme 2 ; clairement, dans ce lemme, t est

un param6tre qu’on omettra d’6crire dor6navant ; si E est une parametrix

analytique de A sur un voisinage de w on a, plus correctement que (1.3) :

ou q est analytique sur w. Le caract6re non lin6aire de F est secondaire,

ce qui importe ici c’est l’action precise de l’op6rateur pseudodifférentiel E

vis-A-vis des semi-normes introduites.

3. ACTION PRECISEE DES OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS ANALYTIQUES

Plus généralernent, considérons un operateur pseudodifférentiel analytique
A = a(x,D ), d6fini par un symbole analytique a(x,) sur a x IRn oa Q

x

d6signe maintenant un ouvert qui contient le compact U . On peut d’ailleurs

ajouter a A un op6rateur a noyau R(x,y) analytique sur Q x Q . .

Pour tenir compte du d6calage des d6riv6es nous changeons quelque peu
les notations du paragraphe 2 et nous posons :

Theoreme 3 : Soit a(x,~) un symbole analytique de degre 0 sur Q x ]R~

et soit Q c:c: 0 un ouvert contenant w . Il existe e &#x3E; 0 et C tels
20132013201320132013 0 20132013201320132013201320132013201320132013201320132013 20132013201320132013201320132013 0 2013 2013201320132013
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Compte tenu de (2.10) le lemme 2 est en fait une consequence quasi-
immediate de ce theoreme.

Notons B 
E 

1’ espace des analytiques sur w et tels que

u  °° ; notons aussi BO 1’ espace des u 6 B à support dans Q . . On
E e E 0

déduit directement du th6or6me 3 le corollaire suivant :

Corollaire 4 : A est un op6rateur pseudadifférentiel analytique de degr6 0

sur r2, alors il existe e et C teis que pour , A opere deB0
- o ---- 201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 0 20132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 E

dans B avec une norme majorée par C.

Ce r6sultat est similaire a ceux qu’ont obtenus Baouendi et Goulaouic

lorsque A agit sur une vari6t6 compacte sans bord [4] [5].

Donnons maintenant les grandes lignes de la démonstration du th6or6me 3 ;

pour simplifier, supposons que A soit un operateur de convolution :

avec k(~) = a(~) symbole analytique de degré 0 .

On sait que k est analytique sur IR n’-0 et que k verifie des esti-

mations du type suivant (cf.[6]) :

avec C independant de et x .

Introduisons une suite de fonctions de troncatures 4). (j &#x3E; 0)
j 0

a support dans I , valant I pour (xl  1/2 et verifiant, avec une

constante C convenable :
2
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Fixons et a &#x3E; 0 ; il nous faut montrer que :

On pose alors

Enfin, anpelons A. 1’operateur de convolution par k. = 6 k .L 

J J J
N

Par construction on a A = Z A..
J

Le symbole de A 
o 

est a*6 - 
o 

et il est borne dans L independamment

de r8. Par suite, on a :
o

avec C indépendant de r .

Il r6sulte de (3.5) et (3.6) que l’on a pour I

et comme k, est a support dans
J

On en déduit les majorations suivantes :
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Si u e 6crivant pour tout
o 0

En utilisant (3.9) et (3.10) on arrive facilement (et classiquement)

a (3.7) pourvu que E soit assez petit.

4. UN THEOREME DE CAUCHY KOWALEWSKI PSEUDODIFFERENTIEL LOCAL

Considérons le probleme de Cauchy suivant :

L

ou A(t,X,DX) est un op6rateur pseudodiff6rentiel analytique de degr6 1
.X.

sur [- To , T01 x 0 , , et oa les donn6es uo et f sont analytiques.
oo o

Ce type de probleme de Cauchy-Kowalewski a 6t6 considere par Baouendi

et Goulaouic [4][5]dansle cas est une variete compacte sans bord,

et aussi par Kajitani [13] dans le cas R , (avec des conditions

d’uniformit6 a l’infini). Nous voulons considérer ici le probleme local

pour r6pondre a une question pos6e par C. Goulaouic. L’outil essentiel

est une variante du Corollaire 4, que nous d6crivons maintenant.

Donnons- ouvert borne re g ulier (de classe Pour6&#x3E;0

assez petit w 6 d6signe toujours 1’ensemble des points de w a distance

de a~ sup6rieure a 6 . On se donne un param6tre p 6 [0, 1/2 [ , et pour c &#x3E; 0

on note B E 1’espace des fonctions analytiques u sur w telles que :
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On montre facilement que B - de sorte que, en prolongentq 
£ 

( ) q P g

par 0 s’identifie a un espace de distributions a support compact

dans ~. Ce prolongement permet de faire agir les operateurs pseudodif-
fgrentiels dgfinis sur Q , , sur les fonctions de B .

£

Lemme 5 : Si A est o.p.d. analytique sur Q de degre 01 il existe c &#x3E; 0
et C tels que 1’operateur u -+ opere de B dans lui-meme avec

une norme majoree par C, pourvu que e  60 .

u designe Ie prolongement de u par 0.

Lorsque p = 0 ce lemme est une modification triviale du Thgor6me 3 :

il suffit essentiellement de remplacer dans (3.9) et (3.10) les normes H~

par les normes L2. Lors q ue p &#x3E;0, la seconde estimation de (3.10) est à

remplacer par la suivante :

Les details seront donnés dans [15].

X et T 6tant des arametres verifiant 1 S , on désigne par2 0 9

Pour e &#x3E; 0 on d6signe par E E 1’espace des fonctions sur ~° 1,T 1

holomorphes en t , analytiques en x , et telles que :
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Il revient au meme de dire que u(t) = u(t,.) appartient à un

espace B E que :

Comme précédemrnent on fait agir un op6rateur A(t,X,Dx) sur une
.X.

fonction u 6E c en prolongeant celle-ci par 0. On suppose maintenant
que le parametre p 6 ] 0~1/2 [ .

Th6or6me 6 : Soit A(t,X,DX) un o.p.d. analytique de degr6 1 sur

Demonstration : On peut ecrire :

J J

ou les A. (j = 0,...,n) sont de degre 0. Il r6sulte du lemme 5 ( a
J

- -

parametres) que les op6rateurs A. : u - (A. u) sont born6s de
J J !CB

E E dans lui-meme avec une norme majorée ind6pendamment de et T

A-

Introduisant 1’operateur

on met 1’equation (4.6) sous la forme :



XVI.12

Les estimations suivantes resultent directement de la definition

(4.4) : .

Lemme 7 : Les opgrateurs H et H D X. sont born6s de E dans lui-rnême,

d 
....- . 

i 
T 

1
de norme maJoree respectivement par T et *

En choisissant T assez petit et Ea assez grand, il est alors

clair que est borne de E 
F- 
dans lui-même de

e

J - j

norme 1, et 1’equation (4.7) possede alors une solution dans E
Pour terminer cet exposg, signalons que ce Theoreme 6 admet des

versions non lin6aires, que 1’on obtient en modifiant les definitions

(4.2) et (4.4) des espaces BE et de maniore £ en faire des algebres.

On renvoie pour cela a [15].
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