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¢ 1. INTRODUCTION.

Depuis les travaux de Grushin [8], on sait que, dans certains
cas, l'hypoellipticité d'un opérateur différentiel dans r" (ou, plus pré-
cisément, une inégalité L2 entralnant 1'hypoellipticité), est équivalente
a 1'injectivité de certains opérateurs définis globalement dans Rk(k < n).
Comme 1'a remarqué C. Rockland [24], on peut interpréter ces opérateurs a
l'aide de certaines représentations d'un groupe de Lie nilpotent.

Les résultats de Grushin concernent notamment des opérateurs
qui s'expriment de maniere polyndmiale par rapport aux champs de vecteurs
Xl = S%I et Xj = XT S%T (2 < j<n), otk 21, (voir aussi Bolley-Camus-
Helffer [23). Le cas d'opérateurs qui s'expriment de manieére polyndmiale
par rapport a des champs de vecteurs vérifiant certaines hypotheéses de
rang constant a été traité dans Folland - Stein [7] , Rothschild - Stein
[25] et Rothschild [26]. Dans ces travaux, on définit en chaque point x

n .
une loi de composition qui fait de R un groupe nilpotent G , on associe a
x

P un opérateur P_ , homogéne, invariant a gauche, sur G , et 1'on
x X

montre que 1'hypoellipticité, (jointe a certaines inégalités) de P au
voisinage de x équivaut a 1l'hypoellipticité de P - Un phénoméne analogue
se produit en théorie spectrale (voir Métivier [21]). L'hypoellipticité
de 1'opérateur homogéne Px est elle-meme équivalente a 1l'injectivité de
ses images par les représentations unitaires irréductibles non triviales
du groupe Gx (voir Helffer - Nourrigat [9]). On trouvera des constructions
de paramétrixes dans Miller [22], Melin [18],[19],[20] Beals - Greiner Cl]
et Taylor [27] .

D'autre part, dans les travaux de HBrmander [13],[14],[153, Egorov
[5] et Boutet de Monvel - Grigis - Helffer [4], ou des inégalités sous-
elliptiques concernant un opérateur pseudodifférentiel P sont caractérisées
par des conditions géométriques, les phénomenes mentionnés ci-dessus appa-
raissent encore dans la démonstration : 1'étape la plus difficile de celle
ci consiste a prouver l'équivalence entre 1'inégalité concernant 1‘'opérateur
P et des inégalités analogues (ou des propriété d'injectivité) pour cer-
tains opérateurs définis globalement dans Rk(k < n).

Dans une note en collaboration avec B. Helffer [10] est énoncée

une conjecture qui, si elle était démontrée, fournirait la synthese de la
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plupart des résultats mentionnés ci-dessus. Plus précisément, cette conjec-
ture établirait dans un cadre général le lien entre une inégalité L2 en-
trainant 1'hypoellipticité, et 1'injectivité de certains opérateurs, définis
en termes de représentations de groupes nilpotents.

L'une des implications conjecturées dans [10] est maintenant
démontrée (théoreme 4 ci-dessous). Dans le cas particulier d'opérateurs
exprimés comme polyndmes de champs de vecteurs, le résultat analogue avait

été annoncé dans [23] et démontré dans [113.

§ 2 . SYSTEMES D'OPERATEURS A SYMBOLES PRINCIPAUX REELS.

On considére dans toute la suite un systeme X .,X d'opérateurs

R
pseudodifférentiels d'ordre m dans un ouvert ) de R™(q 21, mC R, n = 1)

dont les symboles principaux sont réels. On désigne par H ” la norme de
2 2, k
L (Rn) ou de L"(R) et par “ ”s celle de HS(Rn).
Théoreme 1. Soient x € () et ¢ € [O,l[ . Les deux propriétés suivantes sont
_— o
équivalentes :

1) I1 existe un voisinage V de X et une constante C > O tels que

2 1
|

- Jluf

| 2 d
(1) ”u”m—d scl(z =1

I v
j J

. OO
) Vu Cc (V)
1 o
- n
2) Pour tout £, € R\ {0} , il existe un crochet de Poisson itéré, de
-1
longueur < (1-0) , des symboles principaux des opérateurs Xj , qui est

non nul en (x ,E ).
o’%0

L'implication 2) = 1) a été démontrée par Rothschild-Stein [25]
lorsque les Xj sont des champs de vecteurs, (l1a condition 2) étant alors
équivalente a la condition classique de HBrmander [12]). L'implication
2) ® 1) a été étendue au cas pseudodifférentiel par Fefferman - Phond
[6] et Bolley - Camus - Nourrigat [3]. L'implication 1) = 2) a été démon-
trée par B. Helffer dans [11] pour des champs de vecteurs. La preuve de
cette implication est un exemple du phénoméne mentionné dans 1'introduction.

En supposant que la condition 2) du théoréme n'est pas vérifiée, on montre

que 1'inégalité (1) implique une inégalité de la forme suivante

. a | .
(2) H\lf;l‘2 <c ¥ ;Ix&W“z v e YR
j=1

N , i .
ou chacun des opérateurs X, est de la forme suivante :
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1 3 3 3
— . — . o o o A . e o @ e
X5 7R 5y " Ajp(yy) 3y, Ay ) 3y_

ou les A, sont des polyndmes réels. L'inégalité (2) est évidemment absurde,

jk
et 1'implication 1) = 2) s'en déduit. L'implication (1) = (2) est un cas

particulier du théoreme 4 ci-dessous.

¢ 3 . SYSTEMES D'OPERATEURS A SYMBOLES PRINCIPAUX COMPLEXES.

Le point commun a la plupart des travaux mentionnés dans 1l'in-
troduction est qu'ils traitent d'opérateurs exprimés de maniere '"polynomiale"
par rapport a un systeme d'opérateurs Xl,...,Xq vérifiant les conditions
du théoréme 1, (les coefficients pouvant 2tre eux-memes des opérateurs
pseudodifférentiels). Pour plus de simplicité, nous supposerons que q = 2p,

et nous nous limiterons a 1'étude du systeme surdéterminé (L ,...Lp) suivant :

1

(3) L, =X, +1iX . (j =1,...p)

Etant donné un point X de () , on se demande a quelle condition il existe

un voisinage V de X et une constante Co > 0 tels que

op o p
(&) 5 ijuH <c (.%

i 12 2 o
01 J‘1||L\]_u|l + “u”m—l )  Vu €ACO(V)

Les inégalités (1) et (4) entrainent classiquement 1'hypoellipticité du

systeme (L, ,...L ) avec perte de ¢ dérivées, dans un voisinage de X, -
p

1
L'inégalité (4) est caractérisée dans les différents cas décrits
dans l'introduction, et en particulier si les conditionsdu théoréme 1 sont
vérifiées avec 0 < é—(dans H8rmander [13]) ou bien si p = 1 et si les condi-
tions du théoréme 1 sont vérifiées avec 6 < 1 quelconque (dans Egorov [5]

et H8rmander [15]).

Examinons plus en détail le premier de ces cas. Tout d'abord, l'iné-

galité (4) entraine classiquement :
2p p

(5) s X.(x,0%sc » |L.(x,0)]? Vix,g) € v x R" .
j=1 J ° j=1

(On conviendra dans toute la suite de noter Xj(x,g) le symbole principal

de X.) .
J
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n s
D'autre part, en tout point §o € R tel que (xo,go) €2, (la variété

caractéristique du systéme), définissons des opérateurs Xé(j < 2p) par

n oX . de
J -
(6) xt{y,D ) =5 (= (x ,& ) D+ (x ,€ )y)
g * k
J Y k21 9% o'%o" Yy ox, 0’70 "k
On pose L' = X' + i X'+j(j < p). On montre facilement que 1'inégalité (4)
J J P
entraine
2p p
2 2 . ™, n
(7) s Ixw© < c T Ly vy € CO(R )
=1 Y j=1 Y
Pour le voir, posons (xv,gv) = (xo,v 50) (v 2 1), et définissons une appli-

. . n
cation symplectique dans R par
v

_ Y N
(8) GV(Y,U) B (xv ' l& ll/2 ’ Sv m Igv

v

2, n P
L'opérateur unitaire T correspondant dans L (R ) est défini par :
v

iy.€
N R Te W O AP AT A R Ll W e L2E™
v Y Y v
1
S -m
On pose tv = ]gvl . On voit facilement que, quand vy —y + @ :
, 2n
(10) t, X ev(y,n) N Xj(y,n) v(y,m) € R
I vyl vl ®,  n
(11) tv“Xj T Y| — :lxj\lf” et tvlle T, V| —» IILj vl vV € c (R
(12) T vl e |7 1wl Vv € & (R vs C R .
v S A% o o

L'inégalité (7) se déduit facilement de (4) et de ces remarques.

Si les conditions du théoréme 1 sont vérifiées avec 0 = = , si
e s aeg s s e pe s n . s e e s
1'inégalité (5) est vérifiée dans VX R , et si (7) est vérifiée pour
tout FO € R"  tel que (x ,£ ) € ¥ (avec la méme constante C_ > O partout),
o’”o o

Il

on montre dans [13] que, pour tout € > O , il existe un voisinage Ve de

xo et une constante Ce > 0O tels que l'on ait
2p p
) 2 2 @©
13z xaf? <o)z lLal® +c vu € (V)
=1 J o -1 J € m-1 o €

Si les conditions du théoréme 1 ne sont plus vérifiées avec ¢ = , les

N |-
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conditions (5) et (7) ci-dessus sont encore nécessaires. Nous allons dé-
finir d'autres inégalités qui sont alors impliquées par (4). On peut
conjecturer que, si les conditions du théoreme 1 sont vérifiées avec

0 <1 , ces conditions sont équivalentes a 1'inégalité (&).

§ & . RAPPELS SUR LES REPRESENTATIONS DE GROUPES NILPOTENTS .

Nous allons rappeler la méthode, dtie a Kirillov [17], qui,
a toute forme linéaire £ sur une algebre de Lie nilpotente (§ , permet
d'associer une représentation unitaire irréductible =

£

Plus précisément, c'est la représentation de (3 qui est la différentielle

du groupe exp G .

de la précédente que nous allons décrire explicitement.
Désignons par 2k(4) le rang de la forme bilinéaire antisymétri-
que X,Y 2([x,Y]) sur GxG .sSik(£) =0, on définit une représenta-

tion scalaire T, de (§ en posant nz(X) = i4(X) pour tout X € (} . Dans

les autres cas, on utilise le théoreme suivant :

Théoréme 2. (Kirillov [17]). Pour tout £ € QW telle que k(£) # 0 , il
k(4)

existe une représentation n, de (j dans 9(R ) qui possede les propriétés

£

suivantes :

1) Pour tout X € (G , 1'opérateur nz(x) est de la forme suivante,

(ot 1'on écrit k au lieu de k(£))

3 ) d .
(14) nﬁ(X) = A1(X) S5t Az(y1’X) — o+t Ak(yl,...yk_l,x) + i B(y,X)

1 %Y, Yy

ou les Aj(.,X) et B(.,X) sont des polyndmes a coefficients réels, dépendant

linéairement de X C

2) Si on désigne par Kﬁ(x)(Yyﬂ) le symbole complet de 1'opérateur

nz(X), alors 1'application X —3d RE(X)(O,O) de (} dans ;f(RZK) est

(y,m

surjective.

3) On a nﬁ(X)(0,0) = i4(X) pour tout X € (G .

De plus, si deux représentations possedent ces propriétés, pour une meme
forme linéaire /4 , elles sont unitairement équivalentes, et la transfor-

. S L : . k

mation qui réalise l'équivalence est un isomorphisme de \f(R ) . Pour
B N

tout £ € (G T, est la différentielle d'une représentation unitaire

. . 2, ki« , .
irréductible du groupe exp G dans L (R ( )). Réciproquement, si n est
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une représentation unitaire irréductible du groupe exp G sa différentielle

est scolaire, ou bien de la forme ci-dessus (a une équivalence preés).

On utilisera une classe plus générale de représentations, les
représentations induites, dans lesquelles la condition 2) est remplacée

par la condition suivante, plus générale

2') Les formes linéaires XA__gAj(O,X) sont linéairement indépendantes.

|

Pour tout entier r =2 1 , on désignera par qr l1'algebre de Lie
~/

\ ’ ’ ’ 'V .
nilpotente libre a 2p generateurs notes X ,...sz , de rang de nilpotence

1
~ ~ ~/ )
r .OnposeralL, =X, +iX . (j=1,...p).Si I = (i ,...i ) est une suite
J J p+J 1 A
d'entiers compris entre 1 et 2p , on définit un élément XI de (G en

posant

~ ~
) ... (ad X, ) X, et |1| = q
1 1

~
XI = (ad
1 q-1 q

§ 5 . EXPLICATIONS HEURISTIQUES.

Nous allons indiquer la méthode utilisée pour obtenir des inégalités,
analogues a (5) et (7), qui sont impliquées par (4). Soit r = 1 . A toute

. 2
suite (x ,£ ) dans R n , telle que xv___9xo et lg |—$ + o , nous allons
vTy v

faire correspondre une suite (TV) d'opérateurs dans ;T(Rn), uni formément
bornée dans L2(Rn), généralisant (9), une suite (ev) d'applications sym-
plectiques, généralisant (10), et une suite (tv) de réels > O telles que
des propriétés analogues a (10), (11),(12) soient vérifiées, avec les

différences suivantes :

a) Les opérateurs X3 qui apparaissent dans (12) sont maintenant

des opérateurs qui n'agissent que sur les variables yl,...yk , ou k est
1
entier < n , dépendant de la suite considérée. Si on considere les Xj
, ok L. 1 > .
comme des opérateurs dans ) (R ), on peut écrire X' = T-n(Xj), ou ¥ est
j i

v,k
une représentation induite de Qr dans QT(R ).

b) Les limites dans (11) et (12) ne concernent qu'une suite extraite

de la suite (x ,& ) .
v %y

c) L'application symplectique § n'est pas définie globalement dans
v

2k
R , mais dans un voisinage Vv de 1'origine, et 1'on a g (0,0) = (x ,
v v

).

v

[l
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Quand y — «©, les Vv forment une suite exhaustive de compacts, et la limite

© _2n
(10) est prise au sens de la topologie de C (R7 ) .
d) L'opérateur T n'est plus unitaire.
v

L'inégalité (7) se déduit alors facilement. Autrement dit, si

N ihd , k
1'on considere les XS = n(Xj) comme des opérateurs dans ;f(R ), on a

zpl ~ 02
(15) o rX )Y < C,

A/
. ;ln(ijuz ve SRS .
j=1 ;

n M

1

N . . . , W
On associe a la représentation induite x wune forme lineaire L € G en
r

posant £(X) = i_ln(X)(0,0). Sim,

correspondante, 1'inégalité (15) entraine classiquement

est la représentation irréductible

2p ~ o p
(16) N an(x.)¢ﬂ <C ¥

. J o .

Jj=1 Jj=1

ﬂxb(fg)wﬁz vV ng(Rk(z))

Indiquons maintenant le lien qui existe entre la forme linéaire 4 et les
symboles principaux des X, . Si I = (il,...iq) est une suite d'entiers

J
compris entre 1 et 2p , on désigne par XI(x,g) le crochet de Poisson itéré

correspondant des symboles principaux

X =(ad X, )...(ad X, ) X
I i i
1 q-1 a
n . ,
C'est donc une fonction sur 3 x R \ {0}, homogéne de degré [1](m-1)+1 . on
déduit facilement de (10) et de la propriété c) ci-dessus que, quand

y —)w
III _ 1 e
(17) t, XI(xv,gv)-——a T n(xI)(o,o) = E(XI)

(Plus exactement, il faut remplacer la suite (x_,f ) par une suite extraite).
vicy
Cette relation nous montre comment associer la suite (t ) a la suite donnée
v

(xv,gv). Si la condition 2 du théoréme 1 est vérifiée avec 0 = 1- l-,
r

. . m-1 + ,
on voit que (17) entraine que la suite t IE ] 1 r est bornée., Dans les
N
autres cas, on est amené a choisir t tel que cette condition soit encore
v
satisfaite. I1 suffit de poser, par exemple

Tlr m-1+ 1 -1

I

(18) % :[ T lXI(xv’gvl L lgvl ' ]
I|<r
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En résumé, nous avons décrit un ensemble de formes linéaires sur (3 telles
r

que 1l'inégalité (4) entraine (16) pour tout £ dans cet ensemble.

§ 6. ENONCE DU RESULTAT.

r ’ -
Définition 3. Pour tout r > 1 , soit I’ 1l'ensemble des formes linéaires
AR AR %
o

P . i 2rn .
4 € (6 telles qu'il existe une suite (x_,f ) dans R ' et une suite (tv)
r vy

dans R* telles que, quand y®

19 X b4 @
(19) o — %, lgvl——a
(20) tlIl X (x ,£) 5 LX) si [1] < r

v I v'7y I

m-1+ %
(21) La suite t l§ l est bornée.
v oy
Cet ensemble n'est pas vide, ni réduit a {0} . (On le voit en choisis-
sant t défini par (18)). C'est un sous-ensemble fermé de Q; , stable
v

-t

<
)

e ~S ~
par les dilatations naturelles & (définies par (6;1)(XJ) = t,IIZ(XI) si

+

4 € di , t >0 et l{’ < r). On montre que Fi est stable par l'action du
groupe exp Qr dans Q: (représentation coadjo?nte). L'idée d'attacher a

un opérateur pseudodifférentiel un ensemble d'opérateurs dont les coefficients
sont les limites de certaines suites est dte, dans un contexte différent,

a H8rmander [14]. Le résultat principal, conjecturé dans [10], est le suivant :

Théoréme 4. Soient Xl,...sz un systeme d'opérateurs pseudodifférentiels

d'ordre m , a symboles principaux réels. Soit r > 1, et soit x € () . Alors
o

chacune des propriétés ci-dessous implique la suivante :

A) Il existe un voisinage V de xo et une constante CO > 0 tels
que 1'inégalité (4) soit vérifiée pour tout u € C:(V)

£ . ,
k( )), 1'inégalité (16) est

B) Pour tout 4 € I'" et pour tout V¥ C _f(R
%o
vérifiée,
C) Pour tout £ € [ \ {0}, on a 1l'implication suivante :
*o
e k()
(22) Ve IR

=V =0

'\‘/ .
nz(Lj)W =0 j=1,...p



XI-9

On peut conjecturer que, pour tout entier r > 1 les conditions
B) et C) sont équivalentes. (C'est démontré dans [11] si r < 3). On peut
aussi conjecturer que, si les conditions B) ou C) sont vérifiées pour un
entier r , et si les conditions du théoréme 1 sont vérifiées avec 0 =1 —%‘,
alors la condition A est vérifiée. Cette conjecture est démontrée dans

les cas mentionnés dans 1l'introduction, et aussi lorsque (L ,...Lp) est

1
le systéme de Cauchy-Riemann induit sur une hypersurface de c” (dans le
livre [11] en collaboration avec B. Helffer, ou un résultat analogue pour

le Db est aussi démontré).

§ 7. OPERATEURS SOUS-ELLIPTIQUES.

Les conditions B ou C du théoreme 4 peuvent sembler peu ex-
plicites. Cependant on peut lesexpliciter lorsque r < 2 (HBrmander (133,
{16], lorsque (Ll"°'L ) est le systéme de Cauchy-Riemann induit sur une
hypersurface de Cn , (voir [11]), et lorsque p =1 . Dans ce dernier cas,
nous allons montrer comment ces conditions sont liées a la condition de
sous-ellipticité de Egorov [53 et HBrmander [153.

On considere un entier r 2 1 tel que les conditions du théoreme
1

1 soient vérifiées avec ¢ =1 - . On a vu que cette condition est néces-

saire pour le sous-ellipticité de 1l'opérateur L = X1 + i X2 .

On désigne toujours par la meme lettre opérateurs et symboles
principaux. Pour tout (x,f) C () X R’ \ {0}, pour tout z € C tel que la
différentielle de Re(z L) soit non nulle en (x,f), désignons par

t __,Qz(t,x,g) la bicaractéristique de Re(zL) qui passe par (x,£). Soit

5 1l'ensemble caractéristique de L .

Proposition 5. Avec les notations ci-dessus, la condition B) du théoréme 4

entraine la suivante

(¥) Pour tout g, < Rn\to} tel que (xo,go) € ¥ , pour tout z &€ C tel que la
différentielle de Re(zL) soit non nulle en (xo,ﬁo), il existe un voisinage
vV de (xo,go) tel que, pour tout (x,%) C VN ¥., la fonction t —3 (ImzL)

(@Z(t,x,g)) ne passe pas du signe + au signe - a l'origine quand t croit.

Cette condition (¥) entraine elle-meéme la condition C) du théoreme 4.

Nous allons seulement esquisser la preuve de 1l'implication (¥) = C).

Soit 4 € " \{0}. Soient (x ,5) et (t ) des suites vérifiant (19),(20),
(o]
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(21). Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que

g\) iO
Bandin

(23) [z
°y

>
simplifier l'écriture, nous supposerons que la condition (V) est vérifiée

o £ € R'{0}. Le cas le plus difficile est celui ol (xo,g ) € £ . Pour
o )

en (x ,£ ), avec z = 1 . Il existe des applications symplectiques Gv , comme
o’%0
s K
dans le point C) du §5, et une représentation induite x de (} dans §(R)

(ol k < n) telles que
1 .
(24) t, xj o(ov(y,n))-——-a ;—n(Xj) (y,m (3 =1,2)

dans le sens précisé au point C) du §5. La différentielle de X1 est non

£ ), et la construction des ( (que nous n'avons pas esquissée)
o v

10

nulle en (x
v R .
montre que le coefficient Al(xl) dans (14) est non nul. Quitte a faire une

nouvelle transformation, on peut supposer que

N 3
(25) (X)) = —
1 oy
1
n(gl) =A, — + A (y) <, vee v Ay, ,o0y ) o, iB(y)
2 1 ayl 271 ayz k-1’ k-1 dyk

~
La condition (¥) et le point (24) montrent que 1'opérateur n(L)
vérifie l'analogue global de la condition (V) : Pour tout (yz,...yk,ﬂz,...ﬂk),

la fonction

k
(26) y, —> = A_(y,n.) + B(y)
1 5 J J
ne passe pas du signe + au signe - quand y1 croit. On en déduit facilement
oA, aA2
que,si j =23 , A —J _ A = O . Par conséquent, il existe un polyndme

2 ayl J ayl
¢j(y2,...yj_1) tel que Aj(y) = Az(yl) éj(y) .Si k23, c'est en contra-
diction avec le point 2') de la définition d'une représentation induite.
Par conséquent k(«) < k € 2 . On montre ensuite que, si la fonction (26)
satisfait la condition ci-dessus, alors l'opérateur EZ(L) est injectif dans
3 @®

On peut écrire

). Examinons le cas le plus difficile ou k(£) =k =4 (et n = Rﬂ)'

(’L‘J>=o+iEA + iB(y

7
(27) m, Oyl

J 3
1 6y1 * Az(yl) ay2 1’)’2)J
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La condition de signe sur la fonction (26) signifie que A2 est d'un signe

N . oH
constant, que B = A2 H , ou H est une fonction Coo sur R2 , et que g;
1

est du meme signe que A2 . Par une transformation qui conserve ces conditions,
N . 2, 2 i

on se raméne au cas ou A1 = 0 . Soit alors ¥ € _§(R°) tel que nﬂ(L)W =0

et ¥ £ 0 . En utilisant les conditions ci-dessus sur les coefficients A

2
et B , on voit que l'ensemble

M=1{actC R2 lW(a)l = sup lW(y)l}
yQR2
est ouvert. (Par un changement de variable, on se ramene a l'opérateur de
Cauchy-Riemann, et comme dans Trépreau [28], on applique le principe du
maximum & une fonction singuliere). Il y a évidemment contradiction, ce

~
qui prouve l'injectivité de nz(L).
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