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VIII.1

On étudie la théorie spectrale du laplacien sur une variété riemannienne
N

complète, non compacte, de volume fini du type suivant : X = X 
0 

U X. où X est
0

compacte et X. est isométrique à (3R/Z)x [b,,+ ] équipé de la métrique hyper-
i 1

bolique

On obtient par exemple de telles variétés à courbure constante -1 en prenant

des quotients X - H/F où H est le demi-plan de Poincaré avec la métrique

hyperbolique et 1 est un sous-groupe de PSL2(~) , groupe des isométries de H,
agissant de façon proprement discontinu et sans points fixes de façon que

aire(H/ r)  + 00 . Les fonctions sur X s’identifient alors aux fonctions sur H

r -périodiques (on dit plutôt automorphes dans ce contexte).

Les résultats que nous décrivons ici se généralisent au cas des quotients

de volume fini d’espaces symétriques de rang 1 même à courbure non constante

(voir [D] pour une description géométrique des pointes de ces variétés).

La variété X étant complète, il est classique ([G] et aussi [C]) que

est essentiellement autoadjoint sur L2{X) : nous noterons 
oo 

cette
o 00

extension autoadjointe, A désignant le laplacien au sens des distributions.

Rappelons d’abord les résultats classiques ([K] ou [L.P.] sur la théorie

spectrale de A : le spectre de Ao. se compose d’un spectre absolument continu

[1,+ oo [ de multiplicité N et d’un spectre discret fini ou infini formé de valeurs4

propres  X 1  X 2  ..., ne s’accumulant (éventuellement) qu’en .

o 12
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On a le :

Théorème : 1) E - } , alors

1 201320132013201320132013 1) Si N(À) = card{n E :N 1 n .;; À} ,alors

lim sup

2) Pour une métrique générique sur X (voir signification précise
... o

plus loin), 0 n’a qu’un nombre fini de valeurs propres toutes situées dans
1 

00

- [a, 4" [ .

_ 4

Commentaires : a le résultat 1) est démontré par de nombreux auteurs ([L-P] ,[M])

en utilisant assez explicitement les séries d’Eisenstein(description du spectre

continu). Donnelly ([D]) donne une démonstration s’appliquant aux espaces

localement symétriques à l’aide d’estimations du noyau de l’équation de la

chaleur ; nous avons donné dans [CV3] une démonstration s’appuyant sur le

principa du minimax et se généralisant au cas localement symétrique.

b Dans le cas X = Bir, on a N ( )  4 ’ aire (X) dans
4 7T

beaucoup de cas arithmétiquement intéressants, par exemple F = SL2()’ cela

résulte d’une écriture explicite des séries d’Eisenstein. On ne sait pas si c’est

vrai pour tout F (conjecture de Roelcke , [V]). 
’

. 

(c) L’étude des valeurs propres inférieures à 1 peut se faire au
moyen des méthodes isopérimétriques usuelles sur les variétés compactes ([B]).

Je vais consacrer le reste de cet exposé à esquisser une preuve du

résultat 2) en supposant pour simplifier N = 1. Ce résultat et d’autres sont

l’objet de l’article [CV 3] . 
’

1. Théorie spectrale de E/Z x [b +oo[ (conditions de Neumann)

En utilisant une séparation des variables évidente _

on peut écrire

et
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où H est unitairement équivalent
n

avec au point B = log b la condition aux limites 2f’ (B~ - f(B) = 0.

H a donc un spectre continu [1, +-[ de multiplicité 1 alors que les
0 4 ~s.

H sont à résolvante compacte pour n # 0 ; on a même plus
n

résolvante compacte : si an = inf (spectre Hn), on a

En utilisant des méthodes du type minimax on peut montrer :

2. Les opérateurs Ô 
a 

de Lax-Phillips

Si f est une fonction sur X = Xo U X1, on note f (y) (y &#x3E; b) le zéro-ème
o 1 o 

201320132013201320132013

coefficient de Fourier de f défini par

On a alors : si À 
n &#x3E; 1 est une valeur propre de /). 00 associée à
n 4

une fonction propre Wn , o % en effet on doit avoir

ce qui est incompatible (voir § 1) sauf si (P - 0.
n,o

Le rôle important joué par le zéro-ème coefficient de Fourier dans ce

contexte a amené Lax et Phillips à définir les opérateurs Ô : si a &#x3E; b, on pose
a

alors la forme q de
a

. « 

domaine Zl est fermée sur l’espace de Hilbert o. On note l’opérateur
a 

~ 

a a

autoadjoint associé par l’extension de Friedrichs à q .
a
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Le domaine de a est le sous-espace de ~1 formé des fonctions f telles 1

~ 

a a

que Af = g+CT a où g E L(X) et T a E ~’ (X) est définie par T ~ a 1 f&#x3E; = f o (a) ;
on a alors A f = g.

Théorie spectrale de ~a : Il résulte aisément de l’étude du cas du cylindre

hyperbolique que da est à résolvante compacte. On peut classer les valeurs
propres de ~a en deux types :

Type l : À valeur propre telle que la fonction propre associée cpnn 00 n

vérifie 0 (c’est le cas de toutes les valeurs propres de A. qui sont

1 
’

4

Type II : il (a) associée à des fonctions propres (P telle que

Les valeurs propres de type II se calcule à partir du zéro-ème coefficient

de Fourier des séries d’Eisenstein.

On prouve à partir du cas du cylindre et du principe du minimax que

Card {Val. propres aire (X) , ce qui conduit au résultat Ip p 
a 

} 
TI 

) q

du théorème.

Remarque : Les opérateurs a permettent une approche aisée de la théorie spectrale
de A ; on peut s’en servir pour avoir une preuve rapide du prolongement méromorphe
des séries d’Eisenstein([CV1]).

3. Le cas générique
, 00

Soit K un compact d’intérieur non vide de X 
0 

et c C(K) l’ensemble des
o o

f telles que le laplacien A 00 pour la métrique efg 0 n’ait aucune valeur propre
... 

o 
, .

, alors Jt est un résiduel au sens de Baire. On note A l’opérateur Ô4 
. 

f 
i a

pour la métrique e f .g . 

a, a

o

Esquisse de la preuve : L’idée est d’appliquer la théorie des perturbations à la

famille analytique d’opérateurs A - (si on se place au voisinage de go) :
on peut ainsi montrer que :
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1) génériquement les valeurs propres de A - sont simplesa, t

2) si À 
o 

est valeur propre simple de A 
a 

de type II, c’est encore vrai pour

la valeur propre de A 
atf 

pour t petit voisin de 0 où À(t) est la valeur

propre de A dépendant continument de t telle que (0) = 0
Il reste essentiellement à montrer un résultat de densité du genre suivant

00

si X 
o 

est une valeur propre simple de type I de Ô a il existe f E C 0 (K) telle

que la valeur propre À(t) de A soit de type II pour t 0 0 petit, autrement
dit si ~(t) est la fonction propre associée :

Supposons prouvé le :

Lemme : Si U c X est un ouvert et X &#x3E; 1 donné il existe h E D(A ) telle que1 2013 

0 0 4 201320132013201320132013201320132013201320132013 a 
201320132013--~2013

Soit U c: K telle que la fonction propre $ o de A a ne s’annule pas sur
00

U et on écrit : ( Ô - À )h=f oùf~C (U) et h comme dans le lemme
a o o

précédent ; on obtient :

Preuve du lemme : On choisit une métrique g1 telle que support (g1 - go) c U et

X0- ) et pour zo E Xo U y  a} on pose

et on vérifie que dans

n’est pas nul pour tout zo car cela impliquerait queo A

pour tout
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ce qui est faux : prendre}

Donc par le principe de prolongement analytique des solutions d’une
00

équation elliptique à coefficients C , il existe z E U tel que

. au voisinage
-

: c’est une solution du problème.
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