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XV.1

I. INTRODUCTION

* n
Soit V la sous-variété involutive de T 3R

On sait ([5] , [11]) que le spectre singulier analytique (SS) d’une microfonction

partiellement holomorphe sur V est réunion de feuilles de V, mais qu’il n’en est
00

pas de même pour le front d’onde C (WF) ; par exemple la fonction

00

(n = d + 1, x’ = (xl,...,xd)) est partiellement holomorphe sur V, est C aux points

(x’ ~ 0, xn = 0), mais pas à l’origine. Dans le cadre de l’étude de la propagation

pour les opérateurs à caractéristiques multiples sur V ce phénomène est bien connu :

la propagation C nécessite des conditions de Levi (cf. [1] , [3] , [7], II 3])

contrairement à la propagation analytique ([2]).

D’autre part, il est clair (cf. J. M. Bony [1]) , qu’il existe une notion
00

de partielle holomorphie tempérée sur V, propageant le front d’onde C et (deux)
§l * n

micro-localisable à V , le fibré normal à V dans T En privé de sa section nulle.

On se propose ici d’indiquer comment on peut (re) définir simplement ces

notions en utilisant la théorie de J. Sj&#x26;strand (14). On définira en même temps les

notions analogues pour la lagrangienne A == T*En où N est la sous-variété d’équation
N

x n-q+ 1= ... = xn = 0 (1 q  n) , et on donnera une majoration du spectre analytique

de la trace sur N d’une distribution f E HV ( v &#x3E; q/2) utilisant les notions
comp

précédentes (à comparer à [4] , [6]).

Dans la suite, on utilise la transformation F.B.I. usuelle :

associée à la transformation X : :

et on identifie V à son image par X : :
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On note qui est la

fonction pluri-sous-harmonique canoniquement associée à V. L’espace en est alors
2 -

muni de la structure symplectique i- aa et x est canonique. On désigne par

H -oo 
o 

[resp. l’espace des fonctions holomorphes u (z , ) , définies dans
(P, z0 W, z0
un voisinage de zo, pour À &#x3E; 1, telles qu’il existe Cv et V réels tels que :

o V

[resp. V V , 3 c 
v 

etc... ] .

On définit de même, pour z 
° 

E V, les espaces + 
o 

, 

o 

de sorte
o (P , V z 0 

qu’on a le diagramme :

Alors pour si et seulement si

Remarque : Dans le cas de la lagrangienne on pose plutôt avec

La transformation X associée est :
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de sorte que A = {z,Im z = O}, ce qui nous ramène au cas précédent avec d = n

et (Pi~ = 0 . ,

2
II. PARTIELLE HOLOMORPHIE TEMPEREE ; MICROLOCALISATION, WF .

v 

Définition : Soit f E ’. On dit que f est (V) partiellement holomorphe tempérée

près de (X , 0 E V si et seulement si T f E 
z 
o 

(z =X - 1£ o ).
o (PV 0 0 0

Cette définition (invariante par transformation canonique) est justifiée

par le lemme de propagation standard suivant, conséquence du principe du maximum :

Lemme 17 : Soit z E V, F la feuille de V passant par z et w ouvert connexe de

F contenant z . E pourzëo) etu(z) , alors
o .p V z 

u ( z , ) E pour tout z E c et aussi par le lemme (démontré par J. M. Bony
(PV , z0 ,

dans il] et également conséquence du principe du maximum).

Lemme B : Pour

Pour microlocaliser la notion précédente, on se place au voisinage d’un point

près de z", , Rew’ près
0

de x’ , 1.1 E ]0,1[ et w petit voisinage de x’ dans ]R on pose :
o 0

vérifie une estimation :

et au voisinage de w X (z" ) on a par exemple la formule d’inversion :
0

où on a posé ci = POE, avec
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Soit V le fibré normal à V dans tn ; ; il s’identifie à la réunion des cotangents

aux feuilles de V, qu’on identifie à n par :
W

,-:d Il n
et on note v = V (section nulle) = {w E (tn , Im w’ 0 0} et TI la projection de
,

N
V sur V .

Définition de WF 2 Soit w E V, avec n(w ) près de z . On dira que w fi’ WF2(u)
V 0 0 0 0. ¡- V

si et seulement si :

Il existe Q voisinage de w dans n, C &#x3E; 0, ’ &#x3E; 0, &#x3E;OetBER tels que :
0 0 0 0

On appelle WF2(u) le deuxième micro support tempéré de u le long de V ; c’est un fermé
, V
N

de V et en utilisant (2) et les formules d’inversion associées à des spheres
- R # ~J , on montre qu’il est homogène et qu’on a :

On a même un résultat assez précis d’invariance de l’exposant : si u vérifie

et n WF2(u) = 0 , alors au voisinage de z :
o V 0

III. LA CONDITION DE LEVI

Soit ~V(cf. [8] , [10]) le sous-anneau des opérateurs pseudo-différentiels

(dans le complexe [14]) engendré par les opérateurs de degré 0 et les opérateurs

de degré 1 de symbole nul sur est filtré par :
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Rappelons que pour P (m &#x3E; 0), et 6 = (X’,z";’o) on dit que 6 est
v o o 

’

(fortement) non micro caractéristique pour P si :

et que, si P est sous forme Weierstrass par rapport à Çl : :

- 00

on a le théorème de Cauchy-Kowalewski pour P et H par rapport aux surfaces

zl = Cte ( [8] ,[12]). 
tpv 

-

Dans la suite, on pose À’ = Soit 
w 

l’espace vectoriel des (classes
w

de) fonctions v(w,p,X’), holomorphes en w près de définies pour E ]0, IlIl il 
0

B’ 1 et vérifiant une estimation :

deux telles fonctions v 1 et v 
2 

étant égales dans 3ë si et seulement s’il existe

o

C1 &#x3E; 0, 1 &#x3E; 0, , B1 et voisinage de wo tels que, pour w Er¿, E ]0, 

~ ’ ~ ~~ on ait : 
1

Ainsi, w WF 2 (u) signifie rJ 0 dans 
lÉ . 

. Soit à présent ~2 2 l’anneauAlnsl, 
w o v 

U le 
u w 

= 0 ans 
w 

. a 
w 

0 0

des opérateurs (deux) micro-différentiels correspondants, inspiré de [8] : une

fonction est élément de ~2 si et seulement il existe U voisinage dans
2n w 0

2n de = -Im w0 0 &#x3E; 0, À’ &#x3E; 0 , A tels que q soit définie, holomorphe
o o o o o

en (w, ) dans U x [0, ] x [ et y vérifie l’ estimation :
o o

avec la convention usuelle q = 0 si et seulement s’il existe, B, C &#x3E; 0 (indépendant

de 1J ) tels que : -.
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le produit étant défini par :

(indépendant de C o pour Co assez grand).

On fait opérer
en posant :

avec E un bon contour, par exemple :

Un opérateur p E ~2 est "classique", de degré m, s’il admet un développement
w
o

asymptotique analytique :

avec 1  pour (w Q .y) e u X lo,ii 0 ] , C et C étant indépen-k ’ ’ 12 
° ’ ’ ’ o ’ 1 2

dant de p ; p est elliptique si et seulement si dans

U x ]0,11 ], et les opérateurs elliptiques sont inversibles dans t2 ([8]).
o w

o

Proposition : Il existe un morphisme d’anneau ()) de 2 
~ 

dans t 2 tel que :
- 

~’‘J 
. ~. 

v n

ii) ~ (P) est classique et si P E ~ v [m] , m &#x3E; 0 ~ (P) est elliptique en w 
0

si et seulement si w est (fortement) non micro caractéristique pour P.
o
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Idée de la preuve : ~(P) est uniquement déterminé par le théorème de la phase

stationnaire et comme dans le cas isotrope [9] le point technique consiste à

effectuer les déformations de contour. Si P = p(x,~,À) [0] on trouve :

en particulier d’où si

ce qui montre ii) .

1 r 2
Remarque : -. Les anneaux considérés par Y. Laurent [8] sont plus petits que G :

w

on y suppose l’analyticité en p près de 0 dans les symboles, ce qui est 
0

naturel dans le complexe, et permet un calcul symbolique très précis.

Dans le réel, il peut être intéressant de garder v &#x3E; 0 : par exemple

p = ~’ + a ne vérifie pas la condition de Levi pour a # 0 mais ~(p) = Â’p 2ri 12 + a

est inversible dans 8 pour a Ç qui n’est pas surprenant, p étant alors
w 

p

H.E C ). Rappelons queodans [1] , J. M. Bony a démontré le théorème suivant :

Théorème : Soit P ’Z» (m), m &#x3E; 0, transversalement elliptique sur V. Si Pu ~ 
w 

v (P
(i.e. est C ), WF(u) propage sur les feuilles de V.

constructions

Indiquons brièvement comment on peut retrouver ce résultat à l’aide des 
’~ ’

, , 
L

précédentes : ~(P) est elliptique sur V, par inversion de ~j~(P) on en déduit

des majorations de G puis en utilisant la représentation inverse (2),

que u E + H +00 On applique p2 alors les deux lemmes A et B.que u E 
H(p, 

+ 
H(P 

. On applique alors les deux lemmes A et B.
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IV. TRACE

Soit la sous-variété d’équation :

le fibré conormal à N dans :

1 
... 

d 
I.Ic n *

p la projection canonique de T * 1é1 n 1 sur T N

* * *
le cotangent à A de point courant : (X’";X’ " ).

* *

La projection de A sur N induit l’injection j de 1 x T N dans T À : :
N

v 
et on note p la projection de j ( À x T N) sur T * N :

N

Soit SS le spectre singulier analytique.

Théorème :

Idée de la preuve : On identifie

et on pose

où f (n) est la transformée de Fourier de f. On montre facilement que S2f se
calcule en fonction de T1f (où T1 est celui de ~1’) ) et en particulier
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Y = (y’ Y") (y" réel) n’est pas dans WF (f) si et seulement s’il existe W
oooo il.

voisinage de y , C &#x3E;0, S &#x3E; 0, X’ &#x3E;0 , B &#x3E;0 tels que
000

l’intérêt de la forme explicite de S2 étant :

Lemme :

.*
Soit alors (x~,~) E T N tel que :

il s’ agit de prouver (x’,’) ) ou ce qui est équivalent, que ) (y’ ,À’)
o o N N

est à décroissance exponentielle en À’ près de y’ = x’ - ig ’ .
o 0 ô

D’après b) on a l’estimation (3) avec W voisinage complexe de

{ (y o l ,y"), y" 1 yll-1 = 1 } , et on conserve les notations (3 ) 1

s , B, c. On découpe l’intégrale à gauche en trois morceaux :
o

où Y est choisi tel que

Pour majorer I1 on utilise a), pour 12 b) quant à I 3 y on remarque que,

pour a E ]0,1[ : : 
-

et on conclut en choisissant et  V - q/2 .
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