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Les résultats que nous résumons ci-dessous ont été obtenus en collabora-

tion avec Pierre Baras.

Ils concernent deux classes différentes de problémes semi-linéaires

et traitent de :
i) 1l'existence de solutions pour des données mesures,

ii) 1'éliminabilité des singularités de certaines solutions.

Nous résolvons en particulier les quatre problémes suivants :

< . . N . _ .
Probléme 1 : Soit Yy > 1, Q un ouvert borné de R de frontiére réguliére. Pour

quelles mesures de Radon |U bornées sur ) peut-on résoudre :

- Au+u|u|Y_1= H sur Q .
(1) {

=0 ?

R

Probléme 1' : Méme question pour
- Au=u'+ >
= u p=o

1 {

uhm =0 , u=0 .
Probléme 2 : Soit <Yy > 1, K un compact de ]RN , §) voisinage ouvert de K. Considé-

rons le probléme :

Llo
Y-1
Au + ulul =0 dans 9'(Q\ K).

Y
(2) { u € c(Q\K)

A quelle condition sur K peut-on affirmer que toute solution de (2) vérifie :

Y
(3) u € Lloc(Q)

Y-1
(4) - Au + u]u] =0 dans ﬁ'(Q) ?
Probléme 2' : Méme question pour :

ch\x), u>0

(2)' { uELlo
Au+uY =0 dans 2'(Q\ K)
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et
(3)" wer (@
loc
(4)° Au +u' =0 dans Q' ().
Remarque : Les problémes (1) et (1)' sont de nature différente. Par exemple, il
est classique que (1) a une solution (unique) si U € LI(Q) . Ceci est bien

sGr faux en général pour (1)'. Méme si U € Lm(Q), il est nécessaire que

ull o SOit suffisamment petit pour que (1)' ait une solution. Il s'agit en
faitLd'un probléme de "valeurs propres non linéaires". Nous les présentons cepen-
dant simultanément, car ils sont utilisés pour résoudre les problémes 2 et 2' qui
eux offrent des similarités surprenantes. Nous commengons par un résultat mettant
ceci en évidence.

On rappelle les définitions : si m entier et 1< p < oo

wm,p(ngi) ={u € LP(IQS ; ptu € Lp(mﬂ), Vo, lol < m} muni de la norme

ful = : o2l )

™P  5< lol<m P (®Y)

La capacité Cm p associée a cette norme est définie par
’

(5) cC (K) =inffliviP  ; vEC(RY ,v>1 sur Kk}
m,p m,p (o]

=

N
pour tout compact K<€ IR . On l'étend de maniére classique & un ensemble gquelconque.

On rappelle qu'un point est de Cm - capacité nulle si et seulement si
14

mp SN .

Une variété de dimension 4 est de Cm o~ capacité nulle si et seulement si :
’

d S N-mp. Cette propriété admet d'ailleurs une version plus générale en termes de
mesures de Hausdorff (voir [11] pour un exposé systématique sur ces capacités et
[1] pour le lien entre la définition (5) est celle donnée dans [11]).

Signalons aussi que, si Br est une boule de rayon r, il existe une constante

k telle que :

si N > mp

vo<r<1i1/2,c (B.)
mp x si N = mp.
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Soit maintenant Lm défini sur § par

L u.= z:::::: Da(aau)

ol
6) €L ()
( a (§2) .
Théoréme 1 : Soit F un ensemble relativement fermé dans l'ouvert § tel que
Cm Y,(F) =0 ou 1ly + 1ly' = 1. Alors toute solution de
uwern (Q\F), u=o0
loc

(7)
Lmu +u < o (resp. = 0) dans X' (#\ F)

est aussi solution de

u € LXOC(Q) ,u>o0
(8)

Lmu + uY < O (resp. = 0) dans D .

Remarques : Une démonstration d'une version plus générale de ce théoréme peut
étre trouvée dans [3]
Vu les propriétés rappelées ci-dessus on voit que :
si F = {1 point} , "(7) = (8)" dés que N >met Yy > N|(N-m).

. si F est une variété de dimension 4, "(7) = (8)" si A < N-mYy'

Dans le cas ou L, = -A , des résultats de ce type avaient été obtenus dans [8]

et [13] avec une méthode trés différente ; voir aussi [7], [10] pour le cas Lm = A .

Aucune hypothése d'ellipticité n'étant faite sur Lm, le théoréme ci-dessus
s'applique donc aux problémes 2 et 2'. Pour (2), on se raméne au cas de solutions

positives en utilisant que, si u est solution de (2), alors

- Alul + IulY < 0 dans ' (Q\ K).
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Reste & déterminer dans quelle mesure ce résultat est optimal
en particulier, la condition C2' Y,(K) = 0 est-elle nécessaire pour que
(2) = (3) et (4) (ou (2)' = (3)" et (4)') ?

Si C2, Y,(K) >0, il existezune mesure |1 positive non nulle & support
dans K (compact) et telle que e €EW Al (I@% . (voir [11]). L'idée naturelle pour

répondre & la question ci-dessus est donc d'essayer de résoudre les équations :
(9) L B T
N -pu=u o+ oy .

De tels u vérifient (2) (resp. (2)') sans vérifier (4) (resp. (4)').

L'équation (9) est résolue & l'aide du théoréme suivant qui fournit une
résponse compléte au théoréme (I). Pour plus de généralité, étant donné § un ouvert

borné de frontiére réguliére, on considére l1l'opérateur différentiel L défini par

3 du 0

Iu = - 'Z. S;Z(aij 5;:) + ; 3% (biu) + cu
i, 3 775 i i i
ou
1 = C . &)
(10) aij’ bi € C (), vi,j=1,...,N, a€L (Q).
(11) 5 E £ > (3 &%) >0, V¥ ( £E) eR
L3882 2 £4). @ >0, Epreeer By
i,] i
Bbi
— 2 .D.
(10) a=20 , a + ? Bxi O p.p

Définition : Etant donné une mesure de Radon U sur § , on dit que uy ne

charge pas les ensembles de Cm Y,-capacité nulle si
!

e Y,(E) =0 = |ul(E) =0 .

m,

=N

Théoréme 2 : Soit U une mesure de Radon bornée sur { . Le probléme

we @ nwl@
(12) { ©

Lu + uluIY_1 =qu dans ' ()
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a une solution si et seulement si u ne charge pas les ensembles de C

2,y

, —capacité

nulle. Quand elle existe la solution est unique. De plus U+ u est une applica-

tion croissante.

Remarque : Ceci est prouvé dans [2]. Signalons que des résultats avaient &té

obtenus dans [6] pour des masses ponctuelles et des non-linéarités plus générales.

Voir aussi une autre approche récente dans [9]. Nous sommes maintenant en mesure de

compléter la réponse au probléme 2.

Théoréme 3 : Soit K< ) compact.

i) Si c, Y'(K) = 0 , toute solution de
’

Y
u€lL (2 \ K)
(13) {. loc

Lu + uluIY_1 =0 dans ' (Q \ K)

est solution de

u € wi'P(Q) V1<p<oa
(14) oc
Y-1
Lu + ulu] =0 p.p. dans .
ii) Si CZ,Y'(K) >0
o) il existe Y =2 O & support dans K et u solution de
wel @
(15)
Lu + ul = u dans Q' (Q).
B) il existe u solution de
Y
u € LlOC(Q\ K)
(16) Lu +u =0 dans D'(Q\ K)
Y
u ¢ oL ().
Remarques : Si U est une mesure de Radon a support compact dans {

pew Ry

on sait que 1y ne charge pas les ensembles de c2 Y
’

,— capacité nulle.

vérifiant
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i

D'aprés le théoréme 2, il est donc possible de résoudre 1l'équation (7) ce qui
donne (15) .

Pour le point ) , on résout

w €Y@ n wltie)
n o]

Y _ b
+ = .
Lun u n UK dans (Q)
On utilise alors l'estimation locale suivante (voir [3] , [12])
00
vy €CO(Q) avec 0 < < 1°

Y 2 2y A
Jun v < ™ au, +cliyl 2,y

ol C ne dépend ni de P, ni de n. Comme n +—> u, est croissante, choisissant

Y € C:( 2\ K), on en déduit que u croft p.p. vers u € L{o

satisfait Lu + uY = 0 dans § \K et on vérifie aisément que u ne peut pas étre

C(Q \K). La limite

prolongée en une fonction de L{OC(Q) .

Revenons maintenant au probléme 1'. Soit G la fonction de Green associée a

=

l'ouvert 2 et & - A . Par solution de (1)' on entend une fonction u vérifiant

( 1
u€lL (), u=o0
loc
(17) { p.p. x G(x,.)uY € L1(Q)
u(x) = I G(x,y) uY(y)dy + £(x) p.p. X € Q
Q

\

ou f(x) = J G(x,y)du(y) .
Q

Théoréme 4 : Soit Y une mesure de Radon sur ) telle que f € Li'oc( Q) et
f 2 0 p.p. Alors (17) a une solution si et seulement si

y-1[ (-Ag)Y
v 1

| pour tout ¢ € C2 @ n CO(Q) avec - A (¢ =2 0 et & support compact.

(18) J @ du <
Q
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Remarque : Ceci est un cas particulier d'un résultat beaucoup plus général
démontré dans [5] (Voir aussi [2] ). Il s'étend & des non-linéarité j(u) ou j est
convexe, positive, croissante et & des noyaux positifs N(x,y) trés généraux au

lieu de G. La condition (18) devient alors

% -
(19) [ h £ < { 3 (—ILﬁbih , Vh 2 0O bornée & support compact
JQ Q Nh
( * .
ol Nh(x) = | N(y,x) h(y)dy et j(r) = max or - j(@).

En particulier, on peut remplacer - A par un opérateur elliptique du type L
défini plus haut. Les fonctions de Green étant comparables, on en déduit que,

Y

dans le cas j(r) = r' , la condition (19) est du méme type pour -A et les

opérateurs L. Donc la classe des mesures U pour lesquelles on peut résoudre
Lu =u' + Au pour A petit
ne dépend pas de L.

Notons que dans le théoréme 4, la condition nécessaire est triviale (ce qui
rend la condition suffisante d'autant plus surprenante). En effet, soit
2 = .
@ € C (N CO(Q) avec - Agp > 0, & support compact et h = - Ap, soit

e(x) = G(x,y)h(y)dy. Multipliant (17) par h, on obtient

[
]9
r h(x)u((x)dx = J[

J J G(X,y)uY(y)h(x)dx + { f(x)h(x)dx.
Q QAxQ

Q

Soit encore

J @du - + J (DuY = J hu = f @LW u hl/ < } ou’ + Y_' ] 77
Q Q Q Q oY Q Yy da el Y
On en déduit (18).
I1 nous reste a voir en quoi la condition C2 Y'(K) = O est optimale pour
que "(2)' ==>(3)' et (4)' ". Pour prouver qu'en fait cette condition est nécessaire,

nous avons vu qu'il suffisait de résoudre (9)' lorsque C , (K) > O. Le théoréme

2,y
suivant montre que, tout au moins pour A assez petit, on peut résoudre

—Au=u'+ My w0

ce qui suffit aussi.
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N
Pour cela, rappelons que d'aprés [11] , si K est un compact de R tel

que C ,(K) > 0, il existe une mesure de Radon positive UK a support dans K, non

2,Y
nulle et telle que

Ixu € V(R ), T* (Ix uK)Y_l € L (R

o N . -2
ol I est le noyau de Green sur R , soit I(x) = CNI th (N = 3) et CN constante

ne dépendant que de N.

Théoréme 5 : Soit K €  compact avec C ,(K) > 0 et UK la mesure définie ci-

2,y
dessus. Il existe C = C(N,Y) telle que

V€ CZ(Q) n CO(Q) avec - Ap 2 O et a support compact

yi-1 [ -8y

(
@©d u.< C a .
Jg or'-t

Ty

l-oﬁ a= IIx(I* p, =,

Démonstration : Soit @ € Cz(ﬁ) n CO(Q) avec - A ¢ 2 0 & support compact dans

Q . on considére V¥ =1I * (- Ap). D'aprés le principe du maximum @ < VY sur Q .

Il nous suffit donc de montrer

JfUidu;K< caY' -t [ =AWy

1
by
. I
ou = .
J gy
Notons £ = - A} , soit y =I* fetH=1Ix . Ona
(21) rwdu _lme<e fHYw i’ [ .
J¥ 7 J Y1 J‘J)Y'—l

8 x) £(y) a u (2) dx dy

Y, _ Y-1 i [
(22) IH p = JH (Ixu) (Tx£) = c(N) ”J — =
1x -yl Ix -zl

Mais
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Y-1
23) f[f H (x) £(y) d]JK(z)dx dy -
JJJl N-2 n-2 =
2lx-z| > ly-z| |x -yl |x - z|
' dy_ (z) Y-1
< N-2 J[ £(y) ay [ "'k [ H (x) dx

le_ZIN—Z J Ix_le—z

S C(N) a J[ f(y) H(y) dy.

1
Si 2|x-z|<|y-z| , onaly-zI<|y-x| + |x—z|<|y—x|+zﬂy—ﬂ

= |ly-z| < 2lx-vyl

Donc
Y- 1
”Jf B (0 £(y)du (z)dx dy
N-2 N -2
21x-z|<ly- zl lx-yl7 % Ix-zl
du. (z) y-1
N-2 r K [' H (x)
<2 Jf(y)dy.J = x)_
ly - zl Ix -zl

< Cc(N)a Jff(y) H(y) dy .

De (21), (22), (23), (24) on déduit

( _ < ( co) [ £
deuK—JHf \EC(N)aJHf-l—e_Y'_l Jq)'Y'-l
Choisissant € = 2—(:—1(—1\-]-)—%— , on obtient
'Yl
y'-1 [ £
P duK< Cc(y,N) a J w————-y,_l

ce qui est la relation cherchée.
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Terminons par l'examen de deux cas limites explicites. On suppose

N = 3 et Y = N/(N-2) = 3. Considérons les équations

3
_ = >
(25) { Au + u 9] O dans §2
ul =0
of
{—Au=u3+)\u A > O petit, u = o, u=o0
(24) —
uIBQ— o)

D'aprés le théoréme 2, on sait que si, U est une masse ponctuelle,
(25) n'a pas de solution, la valeur 3 étant de ce point de vue une valeur
critique. On peut se demander s'il y a existence lorsque | est une mesure
sans atomes. La réponse est négative. En effet, il existe des compacts de
W2’3/2 -capacité nulle dans ]R3 qui portent des mesures sans atomes non nulles.
De telles mesures ne sont donc pas acceptables d'aprés le théoréme 2 (voir [4] pour
de telles constructions).

Pour (24), on déduit du théoréme 5 que, si U € Lq(Q) avec g > 1, alors

il admet une solution pour A assez petit. En effet, si ¢ est une fonction
(-49) Y
gy -1
1

test comme dans (18) et si W = , on a

che=w oY

*
Donc, pour 1 < p < ¥ =N/2,p = pN/(N-2p), on a, d'aprés les injections de

2,p

Sobolev et les estimations W pour -A :

P B
ol » <cleol ,  <clbol <<wa oY) /P <
P w2 P P J

ply'-1)

< (J[ /Y (J[(DY"P , (Y =p)/Y'p

.

*
Comme 1 < p<yY'=N/2 ,ona p 2 p(y'-1)/(y'-p). On en déduit que pour tout

1 <r<owo |

el r < ¢ er
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Ainsi, si U € LY avec qg >1

[

< flull et , <cCc | w
(ORT] H LP. (DLq J

ce qui prouve que Au vérifie (18) pour A petit ; d'ou l'existence d'une
1
solution pour (24). Reste le cas limite U €L (D).

2y -
Prenant dans (18) des fonctions-test du type Y on montre aisément

que (18) implique

VKc Q' c ﬁ'c 2 , K compact, §' ouvert
J[ x < c(@',y) cC (K)
et donc dans le cas N = 2 Y'

U < Cl(Log 1/r)1“Y

JIX--X |1<r
o

I1 est clair qu'il existe des fonctions de L1 ne vérifiant pas cette inégalité.

Donc, on ne peut pas résoudre (24) pour tout U € Ll(Q).

Remarque : Une étude similaire pour les problémes paraboliques
Jdu A Y
Syl uxu =\ , u(o) =u , uIBQ =0, V , 1 mesures,

a été réalisée par les mémes auteurs et peut étre trouvée dans [4] et [5] .
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