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XII.1

Le travail que je résume briévement ci-dessous a été fait en collabora-

tion avec J. L. Brylinski et J. L. Verdier. cf. [B1] et [B-M-V] .

1. TRANSFORMATION DE FOURIER DANS LE DOMAINE REEL

Notations : Y désigne un espace localement compact paracompact de dimension

3

finie ; E » Y un fibré vectoriel réel de rang constant r sur Y, qu'on supposera
Al

orienté pour simplifier ; E'_I_, Y désigne le fibré dual. Enfin A est un anneau

noethérien (en pratique A = € ou Z).

. . - . i
Soit G € D(E,A) on dit que G est homogéne si les H G sont constants

~

. . . +
sur les rayons de E, i.e. les orbites de l'action deim* sur E (Y ; on notera

Dhom(E,A) la sous-catégorie pleine des complexes homogénes de D(E,A).

Définition 1.1 : On pose D = {(x,§) € E X E' |<x,£> < 0} ; soit q(resp.q') la

projection naturelle D » E (resp. D » E')

*

+
Définition 1.2 : Pour G € D (E,A), on pose § G = Rq: g G . On définit de

hom
méme § en remplagant D par D, = {(x,£) € Ex E'| <x,E> > 0}.
Y

+
Le foncteur g , qui va de D (E,A) dans D (E',A) s'appelle "transfor-

hom hom
mation de Fourier géométrique". Ses principales propriétés sont les suivantes

(1.3) (Formule d'inversion). On a un isomorphisme de foncteurs

2 20 f‘“ G =~ ¢ [-r] (G €D (E,n))
hom

+
(1.4) SF commute aux changements de base. Pour &€ E', T'(§) =y ,

ﬂ-l(y), et soit Z

\EFGg se calcule de la maniére suivante : posons E £
la famille de supports dans Ey formée des cbnes fermés Z tels qu'on ait
z - {y}e{x € Ey | <x,E> > 0}. On a alors un isomorphisme canonique

(5G)g = RT , (GIE).

Cette formule est & comparer avec [S.K.K.], chap. 1, prop. 1.2.3 ;
elle montre essentiellement que la transformation de Fourier géométrique est la

restriction au cas homogéne de la "microlocalisation & la Sato".
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(1.5) Soit u : E » F un morphisme de fibrés vectoriels sur Y ;

+ t * o+
pour G € Dhom(E’_A)’ ona & (Ru!G) = u g G

+ .
Cette formule résulte par diagram-chasing de la définition de s 4 . Une conséquence

immédiate et importante est la suivante :

Proposition (1.6) : Soit ¥: EXE' -»> R X E' l'application
Y

(x,8) » (<x,&> ,&), et soit p la projection E X E' » E ; alors on a
Y

Fte = I 3 o)
= Ve ROPEleysm

(éfE, désigne ici la transformation de Fourier sur E' X IR considéré comme fibré

vectoriel sur E').

Cette formule raméne le calcul de la transformée de Fourier au cas d'un
fibré et méme d'un fibré trivial, de rang 1.

Enfin, la définition de 9q-et la formule d'inversion permettent
immédiatement d'obtenir des formules d'adjonction et de dualité : en effet, pour

+ +
G € Dhom(E'A)' et H €D (E',A), on a (dualité de Verdier)

hom

* !
Hom(Rg| q G,H) = Hom(G,Rg,q' H)

- +
d'autre part, la formule d'inversion montre que g [r] est un adjoint de é' ;
- ]
d'ol un isomorphisme canonique (1.7) FH = Rq,q' H[-r] .
En permutant les rdles de E et E', et en utilisant la description

! * +
classique : q! = RTD p = RFD p [r] , on obtient qu'on a pour G € Dhom(E,A)

(1.8) F*G =RpL RT p G

(p' la projection E X E' » E' ). Formule qui s'écrit aussi, avec les notations

de (1.6). Y

(1.9) &= F rg, pol
E *
{1} xE"

Il me parait probable que l'isomorphisme entre les seconds membres de (1.6) et

(1.9) est la fléche naturelle R.m'-> R@, , mais je n'ai pas établi ce point.
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Enfin, si A admet un complexe dualisant, par exemple si A est régqulier,
on a une théorie du complexe dualisant sur Y, E et E' (Verdier). Soit alors
G €D, (E,A) et DG son dual ; on a
hom
* * 1
D Rq' 9G=Rq, DgG=Rgy, g DG ;
]

d'ou par (1.7) la formule
(1.10) p¥'c = Fpclr]

Indications sur les démonstrations

La seule formule qui demande du travail est la formule d'inversion (1.3)
on peut 1l'établir sur E \Y et sur Y par un diagram-chasing & partir de la défini-
tion (1.2), ou encore en se ramenant aux calculs de [S.K.K.] chap. I, § 1,4, mais
il y a une difficulté de recollement entre les deux résultats obtenus. On
trouvera dans [B.M.V] une méthode qui évite cet inconvénient ; cette méthode est
fondée sur une description plus générale de gft , qui s'applique aussi a des

cas non homogénes.

2. TRANSFORMATION DE FOURIER DANS LE DOMAINE COMPLEXE

Je serai ici trés bref , en me contentant pour 1l'essentiel de renvoyer
a [B1] ,[v1] ,[v2] ; soit E T v un fibré vectoriel complexe sur Y de rang r, et
soit E'-—E:—>Y son dual complexe ; on remarque d'abord que E', muni de Re <.,.> ,
est le dual réel de E ; par suite 5V+ est une équivalence Dhom(E,A) - Dhom(E',A),
dont un quasi-inverse est 51—[2r] (formule 1.3 ; on suppose choisie une racine
de -1, i.e. une orientation de €, ce qui oriente canoniquement E et E' ; autrement
il faudrait rajouter des "twist & la Tate").

D'autre part, si u : E » F est un morphisme de fibrés ¢€-vectoriels sur Y,
les transposés réel et complexe de u coincident ; on déduit alors de (1.5) l'ana-
logue complexe de (1.6) :

(2.1) Soit B& : EXE'>¢XE' défini par G¢(x,£) = (<x,8>,8) ; pour
Y

+o _ 4t — *
G €D (E,A), ona F'e = g B P Gley o

’
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Soit G € D(E,A) ; on dit que G est monodromique si les glG sont locale-
%
ment constants sur les orbites de l'action de ¢ dans E\ Y . On déduit de (2.1)

le résultat suivant
. . 5{* .
(2.2) si G est monodromique, G est monodromique.

+ —
On pose alors 5c =4"¢ r (ouQ/ G[r] , qui lui est ici isomorphe).

Supposons maintenant que Y soit une variété analytique complexe, et E un fibré

vectoriel holomorphe sur E. On dispose alors d'une notion de "faisceaux pervers"

sur E, pour laquelle je renvoie & [B2] . Le résultat fondamental est le suivant

Théoréme (2.2) : Si G € D(E,C) est monodromique et pervers, éfé est monodromique

et pervers.

La démonstration se raméne, via (2.1) et un théoréme d'Artin, au cas ol
E =Y X (€ ; elle se fait alors en caractérisant les faisceaux monodromiques pervers
en termes de (¥,d,can,var) & la Deligne [S.G.A] , et en démontrant que g{ est
l'échange ( ¥ » &,can e van). Le méme procédé de réduction au rang 1 montre aussi

le résultat suivant (je renvoie & (Bl) pour l'énoncé précis et la démonstration).

Théoréme (2.3) : Par la correspondance de Riemann-Hilbert ([K] [Mel]), l'action ge

g sur les faisceaux monodromiques pervers correspond & la "transformation de

Fourier algébrique" (échange des opérateurs de multiplication et de dérivation

dans la fibre).

3. SPECIALISATION ET MICROLOCALISATION GEOMETRIQUES

L'exposé oral comprenait quelques considérations sur ce sujet, pour les

quelles je renvoie a [v2].
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