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1. INTRODUCTION

=

Cet exposé résume une série d'articles & paraitre, pour la plupart en
collaboration avec B. Helffer, et consacrés (entre autres) au probléme suivant
étant donné un systéme (Ll"'Lp) de champs de vecteurs complexes, Cw , dans un
ouvert £ de Rd, a quelle condition a-t-on l'implication suivante, pour tout s

réel et pour tout ouvert w <

S

u € 92'(Q) (Re L.,)u € H (w)
J loc
>
s . S -
Lju € Hloc(w) (3 =1,...,p (Im Lj)u € Hloc(w) (3 1,...,pP).
On supposera que les 2p champs de vecteurs réels X = Re L, et

Y.
j J
(j =1,...,p) vérifient la condition de HOrmander (C.H.)r (o r 2 2), c'est-a-dire

= Im L,

J
que le systéme des commutateurs itérés, de longueur < r , des champs Xj et Yj' est
un systéme elliptique. Etant donné un point X de ), on dira alors que le systéme
(Lj) est hypoelliptique maximal en X s'il existe un voisinage V de Xy dans
lequel 1l'implication (1) est vérifiée. Cette terminologie est justifiée car, d'aprés
un résultat de Rothschild-Stein [9], la propriété (1) et (C.H.) entrainent bien

1'hypoellipticité du systéme (Lj) avec perte de 1 - %-dérivées.

Le probléme de caractériser 1'hypoellipticité maximale est déja résolu si
par p = 1 (par Egorov [3]) ou r = 2 (exposé & Saint-Jean-de-Monts, 1980, utilisant
les techniques de Hdrmander [6]). Ces résultats sont encore valables dans le cas
pseudo-différentiel. Dans ces deux cas, l'hypoellipticuté maximale équivaut a
1'hypoellipticité avec perte de 1 - %’dérivées. On sait que cette équivalence est

fausse en général (cf. exposé de H. M. Maire, Saint-Jean-de-Monts, 1980).

Dans cet exposé, nous allons énoncer
1. Une condition nécessaire (Théoréme 5), valable dans le cas général, et formulée,
selon les idées de V. V. Grushin [5] et C. Rockland, d'une maniére qui met en
évidence le lien qui existe entre ce probléme et la théorie des représentations
de groupes de Lie nilpotents (lien mis aussi en lumiére, dans des cas particuliers,
par Rothschild-Stein [9] et Rothschild [8]). L'analogue du théoréme 5 est encore
valable si 1l'on remplace le systéme (Lj) par des opérateurs s'exprimant de maniére
polynomiale par rapport aux champs Xj et Yj (comme 1le []b). Par contre, nous igno-
rons si la réciprogue du théoréme 5 est vraie en général (elle l'est dans certains

cas particuliers énumérés au § 4), et si le théoréme 5 s'étend au cas pseudo-



différentiel (en dehors des cas r = 2 et p = 1 mentionnés ci-dessus).

2. Une formulation plus explicite de la condition précédente dans le cas parti-

culier ol le systéme (L.) est le systéme de Cauchy-Riemann induit gb sur une
hypersurface de Cp+1. Dans ce cas, la condition est nécessaire et suffisante. Si
r = 2, la condition, bien connue dans ce cas, est que la matrice de Lévi ait au
moins une valeur propre strictement positive et une autre strictement négative.

Au § 2, on détaille le cas du 55 sur une hypersurface tubulaire de Cp+1.
La formulation explicite de la condition, dans ce cas, est le fruit de dissussions
avec H. M. Maire. Le cas du gb en général est traité au § 3, et la condition
nécessaire générale est énoncée au § 4.

Remarquons que le systéme (Lj) est hypoelliptique maximal en X si, et

seulement si, il existe un voisinage V de X, et une constante C > O tels que

-

2 2 2
(2) Ix ol +lvul® < c2 rul® + lull®) ¥V ue€ c°0°<v>

j=1 J j=1
2
(normes dans L (Q)).
- p+1

2. CAS DU Bb SUR UNE HYPERSURFACE TUBULAIRE DE C

p+1

Si M est une hypersurface tubulaire de C , on peut supposer qu'elle est

définie localement par une équation de la forme suivante :

- p+1 -
(3) M= {z €c R xp_'~1 f(xl,...,xp)}

[e o]
ou f est une fonction C dans un ouvert de Rp, a4 valeurs réelles. On peut idendi-

p p

fier M & un ouvert § de RX X R X Rt, gréce au paramétrage
Yy

(4) (x,y,t) » z(x,y,t) = (%, + iyl,---,xp + iyp, f(x) + it)

Le systéme de Cauchy-Riemann induit Bb s'écrit, dans ce systéme de coordonnées

9 = (L,,...,L ) avec L, = X, + iY_. et
b 1 P j j J
J ) of 3
5 X = Y, = +—+ —— —
(5) 3 ox , j 9y . 9x, ot
J J J
Ces champs vérifient la condition (C—H)r en un point z, = z(xo,yo,to) (selon la

terminologie classique, on dit que z_ est un point de type r) si, et seulement si,



il existe un voisinage V de X et une constante C > O tels que

(6) : £ ) >c VxEV

2<|al<r

Autrement dit, pour tout z assez voisin de zo, 1'ordre de contact de M avec son

plan tangent en z est < r . La condition que nous allons énoncer porte sur la

position relative de M et ce plan tangent .

S'il existe X, € V tel que la fonction

(7) R 3n - (x/h) = £lx + h) - £0x) - £'(x).h

admette un minimum local & l'origine, alors le systéme Bb
dans aucun voisinage de z(xl,yo,to). I1 suffit de considérer la fonction suivante

n'est hypoelliptique

(définie dans un voisinage de (xl'yo'to))
) 1/2
(8) u(x,y,t) = [£(x) - £(x,) - £1(x)) (x=x,) + i(t - f'(xl).y)]

(o]
qui vérifie L u = O, mais n'est pas C . Comme la fonction h - ¢(x,h) ne doit pas

J
avoir non plus de maximum local, on doit avoir , si x est assez voisin de xo et

d > O assez petit :

(9) sup ed(x,h) >0 €= %1
lhl < a

Si f est analytique, M. S. Baouendi et F. Tréves ont démontré un résultat
de régularité analytique sous la seule condition (9). Pour 1l'hypoellipticité maxi-

male, il nous faut renforcer cette condition (9), ce qui nous conduit a 1'énoncé du

z(xo,yo,to) est un point de type r de la variété M définie

Théoréme 1 : Si zO =
par (3), il y a équivalence entre
i) Le systéme 55 est hypoelliptique maximal en z, -

ii) I1 existe un voisinage V de xo et deux constantes CO >0 et 4 O tels

que l'inégalité suivante

3 ' (o) Lol

(10) sup £ ®(x,h) = CO L f x)! a
Ih| < d 2 < loal<€r

soit vérifiée pour ¢ = %1 , pour tout x € V, et pour tout d € ]O,dg




Nous allons détailler la preuve de l'implication i) = ii), pour montrer

=

comment s'introduit un ensemble d'opérateurs a coefficients polynomiaux qui sera
généralisé au § 4.

On raisonne par 1l'absurde, en supposant que i) est vérifiée, et que
ii) ne 1l'est pas. Puisque ii) n'est pas vérifiée, il existe des suites (xn) dans

+
RP, (En) et (dn) dans R telles qu'on ait (en prenant par exemple € = +1 dans ii)

(11) X =X, d -» 0, € - O quand n - + ®
n o n n
(12) sup ®(x ,h) < € E:::::: |f(a)(x )|d|a|
Inl<da_ n 2< ol <r noon
Si l'on pose P_ = [ E:::: 1£) (x )ldlal]_£ les suites p d'alf(a)(x )
n n ' n n n n
2<|al <r

(2 < ol < r) sont bornées. Quitte & extraire des sous-suites, on peut supposer

qu'elles admettent des limites Qa (2 < |lal<r). Posons

(13) Px) = & %, X

o!
2 <|lol< ¢

Le polyndme P est non nul et on voit facilement, d'aprés (12) et (6), qu'il admet

-~/ ~s ~J
un maximum local & l'origine. Considérons les p champs de vecteurs Lj = xj + in

définis par

- 9 -9 ,9& 9
(14) Xj T o9x Yj - 3yj * axj ot

On montre que <i i) est vérifiée, (donc 1l'inégalité (2) aussi), on a, pour tout
o 2
Y € CO(R P+1), 1'inégalité suivante (avec la méme constante C > O que dans (2)) :

D

2 ~ 2 ~ 2

IXp e + 1Tyl <c : ITjwl
j=1 J j=1

(15)

Pour le vérifier, il suffit d'appliquer 1l'inégalité (2) a la suite de fonctions

X - x Y -Y

d Y |
n n

of
, pn[(t -t) - Zaxj(xn)(yj - yjo)])

(o]

(16) un(leIt) = UJ(

et de faire tendre n vers 1'infini. Comme les champs §; et f5 vérifient la

condition de HOrmander, 1'inégalité (15) entraine 1l'hypoellipticité du systéme (E;).



Comme on l'a vu, c'est en contradiction avec le fait que le polyndme P admet un
maximum local & l'origine. L'implication i) = ii) est donc démontrée.

C'est ce méme schéma de démonstration, avec une définition beaucoup plus
compliquée de la suite de fonctions u . qui servira & démontrer le théoréme 5.
Pour introduire plus facilement 1'énoncé de ce théoréme, considérons l'ensemble

des polyndmes P construits par le procédé ci-dessus. On peut le définir ainsi :

Définition 2 : Pour tout z, = z(xo,yo,to) € M, désignons par Lx 1'ensemble des’
o
polyndémes P, & coefficients réels, 4 p indéterminées, de degré < r, tels qu'il

+
existe des suites (xn) dans Rp, (pn) dans R et (dn) dans R , telles que :

(17) X > X Ip.nl > + o, dn—> O quand n - +®
%) = lim p dE® (x) si 2<jal<r
x nn n
n -»
(18)
Ql. .
BXP(O) =0 si Jao] < 1.

Résumons briévement la preuve de l'implication ii) = i). On voit

facilement que la condition ii) équivaut & dire qu'aucun polyndéme P € LX , non
o
nul, n'admet de maximum local & l'origine. Pour tous P € Lx et n € Rp, on définit

des opérateurs différentiels dans Rp, en posant :

(19) (Xj) = 3%, ﬂ(n,P)(Yj) = 1(nj + 5;j)

™
P
m,P) 3

et, bien sir, 7 (Lj) = (Xj) +im (Yj). On vérifie facilement que la

(n,P) ™ m,P) (n,P)

condition ii) est équivalente & la condition d'injectivité iii) suivante
iii) Pour tout (n,P) € RE x LX tel que (n,P) # (0,0) le systéme d'équations

ﬂ(n P)(Lj) Y = O n'admet aucune’solution Y € Cw(Rp), non nulle, dont le module
14

admette un maximum atteint en un point.
C'est une condition analogue qui sera énoncée dans le cas général au § 4.
La démonstration de l'implication iii) = i) se fait en 2 étapes. On commence par

démontrer que, si iii) est vérifiée, il existe C, > O tel que, pour tout

1
(n,P) € RE x Lx , et pour tout P € C:(Rp), on ait

o
2

™o

p
2
< .
(Yj)wn <, jirn(nlp)(Lj)wn

2
(20) [ L

=1



Cette premiére étape ne fait qu'exprimer un résultat abstrait sur les représen-
tations unitaires irréductibles de certains groupes de Lie nilpotents (cf. exposé
de B. Helffer a Saint Cast, 1979). Enfin, un argument de perturbation d'inégalités
inspiré de Egorov [3] permet de montrer que 1'inégalité (20) implique bien (2).
L'un des éléments de la preuve est la minoration du membre de gauche de (20) par
la norme de V¥ dans un espace L2 avec poids (résultat de N. Moukadem, thése de

3éme cycle, 1981).

3. CAS DU Bb SUR UNE HYPERSURFACE QUELCONQUE

La condition explicite que nous allons énoncer, étant équivalente a
1'hypoellipticité maximale du Sb’ est donc invariante par difféomorphisme.
Cependant, nous n'avons pas pu en trouver d'interprétation géométrique. Il est
probable qu'elle porte sur la position relative de 1l'hypersurface M et des sous-

oy s . . +1
variétés complexes de codimension 1 dans Cp

qui sont tangentes & M, de méme
que la condition de HOrmander exprime l'ordre de contact maximum de M avec ces
sous-variétés.

On peut suppose que M est définie localement par.

p+1

21 M= = f ceeX Yoo

(21) {z € c 7, xp+1 (x1 xp Y, yp, p+1)}

. . o 2p+1 . . <
oi f est une fonction C dans un ouvert ) de R . On identifie M & cet ouvert
0 , en paramétrant M par

D P - _ . . .
(22) R® X R XR 2 (x,y,t) » z(x,y,t) = (x1 + 1y1,...,xp+1yp,f(x,y,t)+1t).

On choisit une base Ll,...,Lp de champs de vecteurs antiholomorphes sur M, qui

s'expriment, dans ce systéme de coordonnées par Lj = Xj + in, avec

_ 9 3 . 9
(23) X, = ; Bj(x'y't)Bt Yj = 3y + aj(x,y,t)at
J

ou les coefficients aj et Bj sont detérminés par les équations

(24) Lj(f(x,y,t) + it) =0 j=1,...,p



Pour tout ¢ =& + in € Cp, on désigne par A(Z) le champ de vecteurs suivant :

P
25 A = 2 & X, +n.Y.
(25) (¢) j=1£J 3 nj i

Soit zo € M. Il existe un voisinage V de zo, et k > O tel que, si 7 € gp vérifie
Izl < k, le flot du champ de vecteurs A(Z) définisse une application C , notée
z -»>exp A(C).z de V dans M.

Pour tout z € M, on désignera par n(z) un vecteur unitaire de la
normale en z a M, dépendant réguliérement de z. Enfin, on désignera par P l'ensem-
ble des polyndmes & coefficients complexes, & p indéterminées Cj = gj + inj , de

degré <r. Pour tous z € V, zecP (avec lgl< k), et g € P, on posera

(26) ¢g(z,C) = n(z).(exp A(L).z2 - z) + Re(g(Z) - g(0)).
Théoréme 3 : Soit z, un point de type r dans M. Le systéme 55 = (L1'°'Lp)

est hypoelliptique maximal en z, si et seulement si, il existe un voisinage V de

zr et deux constantes Co >0 et d03> O tels que l'inégalité suivante :

(27) sup E@ (Z,C) = C : N Iaz‘agQ (Z,O)Idlal+l8l
lzl<a ¢ ° Jal+lBl €r 9

soit vérifiée pour € = %1, et pour tous z €V, g €EP, et d € ]O,d; .

4. CAS GENERAL : CONDITION NECESSAIRE

Nous adoptons le point de vue de Grushin [5] et de nombreux travaux
ultérieurs (Bolley-Camus-Helffer [1] , Boutet de Monvel-Grigis-Helffer [2]),
en introduisant une famille d'opérateurs définis globalement sur Rk (ot k sera un
entier variable compris entre 1 et d), & coefficients polynomiaux, dont l'injecti-
vité dans -ﬁ(Rk) sera entrainée par 1l'inégalité (2).

C. Rockland a remarqué que, dans les cas étudiés par Grushin, les
opérateurs a coefficients polynomiaux introduits par cet auteur peuvent s'inter-
préter & 1l'aide de la théorie des représentations de groupes de Lie nilpotents.

Dans le cas général, on va définir 1'algébre de Lie et l'ensemble de représentations

qui vont intervenir.
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1. L'algébre de Lie : Soit E}l'algébre de Lie nilpotente libre, & 2p générateurs
notés i} et ?; (3 =1,...,p), de rang de nilpotence r. Soit g%{ (1 <k<r le
sous-espace de E}.engendré par les crochets itérés de longueur k des éléments

X, et ¥.. comme dans Rothschild-Stein [9] , on considére 1'unique application
linéaire ) de 5} dans l'algébre de Lie engendrée par les champs Xj et Yj, qui

vérifie :
(28) AR =x, A =Y.
J J J J
- i <r.
(29) AIX YD =0, AD] six€F ,YEG, pra<r

2. L'ensemble de représentations. La théorie de Kirillov [7] associe & chaque

k
forme linéaire ¢ € une représentation unitaire irréductible ﬂﬁ du groupe
exp 9} (dont 1'algébre de Lie est e}), réalisée dans L2(Rk(2)), ol k() est la

moitié du rang de la forme bilinéaire suivante sur ?x (}
(30) X,Y - o([x,Y]).

En désignant aussi par ﬂ% la représentation correspondanteide '3, les 'rr2 (i}) et
w£(§3) sont des opérateurs différentiels d'ordre 1 dans Rk(l), a coefficients
polynomiaux, que 1l'on peut calculer explicitement. On obtient ainsi toutes les
représentations unitaires irréductibles du groupe exp g}.
Pour définir les représentations qui interviennent dans 1l'hypoellipticité
maximale, il suffit donc de définir 1l'ensemble des fromes linéaires 2 € %; qui

leur correspondent. C'est l'objet de la

Définition 4 : Pour tout X € Q, désignons par Fx l'ensemble des formes linéaires
sk o a
L€ i} telles qu'il existe une suite (xn,En) dans 2 x R \ {0} et une suite (tn) de

réels > O telles que, quand n = + ®
(31) X - X |gn| > ® t - O

et, pour tout X € E% (1< 3j<r

I A (x ,E)
n n n

UX) = 1im iy

n -



On a désigné par A(X) (x,£) le symbole de l'opérateur différentiel A(X).

Théoréme 5 : Avec les notations de l'introduction, si le systéme (L.) est
hypoelliptique maximal en un point X de  , alors, pour tout REZPX \ {o}.

- ]
Le systéme (L) = ”z(ﬁg) + iﬂl(Q;) (3 = 1,...,p) est injectif dafis & ) .

k()

(32) ve ST, mEDY =0 G =1,...m)=V=0

Le résultat analogue pour les opérateurs s'exprimant de maniére polynomiale
par rapport a des champs de vecteurs permet de retrouver les conditions nécessaires
d'hypoellipticité maximale de Grushin [5] et Bolley-Camus-Helffer [1] (en particulier
les "conditions d'ellipticité générale" introduites par ces auteurs).

On remarque que l'énoncé du théoréme 5 a un sens si on remplace les
champs Xj et Yj par des opérateurs pseudo-différentiels. Notre méthode de démons-
tration ne nous permet pas actuellement cette généralisation. Pourtant, cette
extension est vraie si r = 2 (d'aprés les techniques de [6]), et il semble que,
si p = 1, cette condition d'injectivité coincide bien avec la condition explicite
de Egorov, valable dans le cas pseudodifférentiel.

Sous certaines hypothéses de rang constant, L. P. Rotschild [8] a démontré
un résultat d'hypoellipticité maximale sous une condition qui est équivalente, dans

ce cas, a celle du théoréme 5.
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