R.LASCAR

C.ZUILY

Unicité et non unicité du probleme de Cauchy pour une classe
d’opérateurs différentiels a caractéristiques doubles

Séminaire Equations aux dérivées partielles (Polytechnique) (1981-1982), exp. n°3,
p. 1-10

<http://www.numdam.org/item?id=SEDP_1981-1982 A3_0>

© Séminaire Equations aux dérivées partielles (Polytechnique)
(Ecole Polytechnique), 1981-1982, tous droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire Equations aux dérivées partielles (http://sedp.cedram.org) im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SEDP_1981-1982____A3_0
http://sedp.cedram.org
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

ECOLE POLYTECHNIQUE

CENTRE DE MATHEMATIQUES
91128 PALAISEAU CEDEX - FRANCE

TéL : (1) 941.82.00 - Poste N°
Télex : ECOLEX 691596 F

SEMINAIRE GOULAOUIC-MEYER-SCHWARTZ 1981-1982

par R. LASCAR et C. ZUILY

Exposé n° I
P 11 13 Octobre 1981






I11.1

§.0. INTRODUCTION

Soit @ un ouvert de an+1. En convenant de noter (x,y), x € RrR", y € R, le point

courant de @, nous considérons des opérateurs différentiels de la forme :

P(x,y3Dy5Dy) = I a (xy)D§ + c(x,y)D,
|a|62

ol les a_, |a| < 2 et c sont dans C%(q).

Désignons par p(x,ys;g) le symbole principal de P et par (xo,yo) un point fixé de

Q. Nous ferons les hypothéses suivantes :

(i) p(x,ysg) et c(x,y) sont & valeurs réelles.

(i) c(xo,yo) #0 .

Ce travail est divisé en deux parties. La premiére est consacrée a la preuve d'un
résultat d'unicité locale, au voisinage de (xo,yo), des solutions du probléme de Cauchy
pour P, relatif a certaines hypersurfaces orientées et non caractéristiques passant par
(xo,yo) (Th. 1.3). Ces hypersurfaces devront vérifier une condition que nous appelle-
rons (par abus) de "pseudo-convexité par rapport aux bicaractéristiques de P". Ce ré-
sultat d'unicité est a rapprocher de ceux de Hormander [4] chapitre VIII ; sa preuve

utilise une technique d'inégalités de Carleman avec des fonctions poids analogue &
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celles utilisées dans [2] . Lorsque cette condition de pseudo-convexité est vio-
1ée (en un sens 1égérement fort) nous montrons qu'il suffit que P soit perturbé par
un terme d'ordre zéro de classe C , pour‘qu'il perde l1a propriété d'unicité locale
(Th. 1.4). La preuve de ce résultat est inspirée des travaux de Cohen [3], P1iS [ 71,
Hormander [ 5], Alinhac-Zuily [2]. On construit 1a fonction u, d'ol 1'on déduit
Pu

la perturbation a = - - ° comme superposition de fonctions Uy obtenues par une va-

riante délicate de la méthode de 1'optique géométrique.
Nous faisons ensuite remarquer sur des exemples, (Th. 1.5), qu'il n'y a pas non
plus d'unicité lorsqu'il n'y a pas du tout de pseudo-convexité, résultat qui est &

rapprocher de ceux de [1].

§.1. a) La notion de pseudo-convexité

Dans cette section nous allons construire un invariant, associé a 1'opérateur P,
qui nous permettra de définir, en termes géométriques, la notion de "pseudo-convexité
par rapport aux bicaractéristiques de P". Nous donnerons ensuite une traduction analy-
tique, en coordonnées locales, de cette notion. Cette construction est relativement

classique et a été en particulier utilisée dans [8].

n+l

Soient o un ouvert de R s U un ouvert de T*Q ~ 0 et ¢ 1la 2-forme symplectique

sur U. Soit N la sous-variété involutive :
N = {(X,y,‘q’.,n) € T*Q ~0: £ = 0}

IT est bien connu que Tla sous-variété N n U (notée par abus N) est munie d'un feuille-
tage canonique. On désigne par F une feuille locale connexe de N.

Soit QF la forme quadratique induite par 1/2 Hess p sur TFU. Nous allons
lui associer un objet défini sur T*F.
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Soit iF le F isomorphisme canonique de TFU sur TFU déterminé par o, soit 3 1"injec-
tion F & U, et soit h 1'application

* .
he =g i

qui définit un F morphisme surjectif de TFU dans T F Le noyau de h est J! (T N), ol
3 est 1'injection Ny U, c'est donc un sous-fibré de TFU et on a 1a factor1sat1on :

h
T — 7%
"F\’l\jF/;F
NE (N)

Ty
ol NF(N) est le fibré _TTTNT'F » 0l mr est 1'application induite par 1a projection

canonique TNU > TN,/3N(TN) » ol JF est un relévement de E et ol 1F est un F-isomor-

phisme.
On peut définir une forme quadratique sur T*F en posant :
-1
(1.1) QF = Q ) JF ) 1F

QF est clairement indépendante du choix du relévement jF.

Les objets définis ci-dessus se transforment bien sous 1'effet d'un isomorphisme
canonique.
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Désignons par pi le symbole sous principal de p et posons :
_ s
(1.2) 9 = Qp + pg |F

. _ . . . * . ®
De plus si e désigne la projection TF > F et si f € C (U) on convient de noter

?=f°3F°“F.

Nous pouvons maintenant définir la notion de "pseudo-convexité par rapport aux

bicaractéristiques de P".

Définition 1.1. : Soit (xo,yo) €qsf€C(a), df(xo,yo) # 0. L'hypersurface orientée

{flx,t) = F (xo, Y,)} est dite pseudo-convexe par rapport aux bicaractéristiques de P, en

(x 0 Y o)s 8t elle est non—caractéristique et st elle vérifie la condition (Y¥) suivante :

. * . . . .
St 3 € T QN0 est un point de N tel que n(zo) = (xo,yo) il existe une feuille

locale F de N passant par 3, telle que :

¥)

* ~ 2~
(zo, z;o) €ETF, qF(zO, t,) =0, HqF(f)(zo, co) =0 = (HqF) (f) (zo_, ;O) >0

ou Hq désigne le HWZtonien de la fonction g définie en (1.2.).
F

Cette méme hypersurface sera dite fortement non pseudo-convexe par rapport aux

bicaractéristiques de P 8T :

* .
3z € TQANO0 : 2, €N ; n(zo) = (xo,yo) » AF feuille locale de N passant par

*
2 ,3t _€T_F:
()() o o ZO

_ > _ 2 %
qp(z,,8,) = 0 HqF(f) (2,5,) =0 et (HqF) F)(z ,c,) <0

Remarque 1.2.

a) On peut prouver que si la condition (¥) est satisfaite pour une feuille locale F,
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elle est verifiee pour toute feuille locale passant par z,.

b) Dans les coordonnées (x,t.y), x e;nz“'l, t € R, y € R supposons que P soit donné

par :

_nl
P=Dy+ ] a(xy.t)D)+ c(xy,t)D,
|a]<2

et que f(x,y,t) = t, au voisinage de 1'origine. Alors la condition (y) est équivalente &

oC
i 0)
vee R™ L 2 (050 - £ —a(035) <0
c(0)

Quant & Ta condition (¥) elle est équivalente a :

25 (0)

c(0)

o n-1
3:% € R tg 2 (0:¢%) - a(0;¢%) >0

b) Enoncé des résultats et exemples

Théoréme 1.3 : Soit {f(x,y) = f(xo,yo)} une hypersurface orientée pseudoconvexe
par rapport aux bicaractéristiques de P en (xo,yo). I1 existe alors un voisinage

de (xo,yo) tel que si u € c”(Q) vérifie Pu = 0 et si u est nulle dans

{(x,y) € @ f(x,y) > f(xo,yo)} alors u est nulle dans w .

Le résultat de non unicité est le suivant

Théoréme 1.4.

Les notations étant celles du théoréme 1.1., soit S = {f(x,y) =

X )} une hypersurface orientée fortement non seudo-convexe par rappcrt aunx
0¥, Y

bicaraztéristiques de P en (x .y . Alors dans tout voisinage de w de (x_,y ) il

w0

watste un point (x,.4,) € 5, un voistnage w; de (x,,y;), des fonctions u ¢l b ce

(‘”(’wl) telles que :
Pu+ bu =0
u = 0 dans {f(x,y) > f(xo,yo)}

\ (z,,9,) € supp u
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Le théoréme suivant étudie, sur des exemples, le cas intermédiaire.

.. .. n+l . .
Théoréme 1.5. :  Considérons, au voisinage de L'origine dans .R , L'opérateur dif-
férentiel :
P=i + T a (zy)d™+ o(x,u)0
- 15 ) o Y Y - > ‘y
la|<2
ou les a  , la| = 2, et c sont réels et § |aa(0)l # 0. Il existe alors des fonctions
la|=2

b et u de classe C° au voisinage de l'origine telles que :

Pu+ bu =0
u =20 pour t >0

(0,0,0) € supp u

Donnons, pour terminer ce paragraphe, des exemples d'applications des résultats

ci-dessus.

Exemples 1.6 : Dans tous les exemples ci-dessous la variable de nz"*l est notée (x,y,t) ;

en outre, (xo,yo) = (0,0), f(x,y,t) = t et les opérateurs différentiels sont écrits mo-

dulo un opérateur d'ordre < 1 en (x,t).

n-1
2 2
(1.3) P=Dt+elszj+(1+ezt)Dy, e; =+ 1.
j=1
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Cet opérateur est soit faiblement hyperbolique soit transversalement elliptique sur
Car P = {(X,¥st5Em,t) : T =& = 0}. Si e1ep =1 le théoréme 1.3 d'unicité s'applique
et si €1€9 = - 1 une perturbation d'ordre zéro de P suffit a lui faire perdre la pro-
priété d'unicité (Th. 1.4.).

n-1

(1.4) P=D§+etZD)2(.+Dy , e =71

=1

Suivant le signe de €, cet opérateur est faiblement hyperbolique d'un cdté de 1a sur-

face et transversalement elliptique de 1'autre. I1 entre dans le cadre du théoréme 1.3.

sie = -1 et du théoréme 1.4. sie = 1.
n-1

(1.5) P=0Z+ (1vat) I 0% + (146t)D,  ,a,BER , o+ 8
‘_ J
Jj=1

Sia <B il y a unicité et si a > B le théoréme 1.4. s'applique.

§.2. Preuve du théoréme d'unicité

On prouve aprés avoir effectué une convexification convenable le résultat :

I1 existe des constantes positives C, Yos To’ r telles que pour tout u € C (Q)

avec supp u c {0 <t< T0 s Ixl+ 1yl < r} et tout vy < Y, oOn ai:
3 --Y+_..
YTz -l -y du 2

Fat o ZmZay ozt R+ it g o<t Pull .

j=1 J
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§.3. Preuve du théoréme de non unicite 1.4

La preuve du théoréme 1.4. de non unicité est inspirée des travaux de Cohen [3],
P1iS [ 7], Hormander [5], Alinhac-Zuily [2]. On construit 1a fonction u comme superpo-

sition de fonctions uk,définies dans des intervalles (bk+1’bk)’ de la forme :

t-bk
. VP(XsYs =5 aby)
1[’/:‘—kg(x’y’bk)+Tk“’(bk)y] bk 'Yk(XS.Y) t'bk
uk(x,-y,t) =@ e e w(X,Y, -b—e R bk"’k)

k

qui sont obtenues par une méthode de type "optique géométrique".

Le point crucial de la démonstration est 1'obtention des phases &, y, ¢ ayant des

propriétés de convexité convenables. Une fois ces phases obtenues, les paramétres adé-
quatement fixés, les équations de transport déterminant w correctement résolues, le
reste de la preuve est classique. C.f. par exemple [2] .

On montre que 1'on peut se ramener au cas od P est 1'opérateur

n-1

+ a(x,y,t,D,) + ¢ Dy + jzl dj ij +aD, + 8

Y
P =D}
dans un voisinage V de 1'origine, ol a(x,y,t,&) est une forme quadratique réelle, ou
C est réelle et ou :
(i) ¢(0) #0
(ii) 3 £ € Rm-1 » 3 A(x,y,t,&) telle que a(x,y,t,&) = tQE(x,y,t,g), £ =0,0ul, et:

— da oc/at
3(0,5,) #0 , et 22(0,£) - SLEH(0)a(0,8,) < 0.

La construction des fonctions u et b telles que Pu + bu = 0 nécessite plusieurs étapes.
On commence par effectuer le changement de variables t =& + s/x ol & >0 et ou
A= 6_9 o > 1, qui transforme 1'opérateur P en un opérateur'ﬁ.

On cherche des solutions formelles de Pu = 0 sous la forme :

., 1/2
u(x,y,s,(ﬁ;) = e1(T / g(x’.Y’é) t TIP((S,}’)E\)(D (X,y,S,(S) e_Y(x’y’é)w(x,y,s,(S,\))
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oll T,v sont des paramétres et ol &,p,y sont des fonctions que 1'on déterminera.
L'étude de

. T1/2

~ '1/
[ = e1( iT

£+ TYy)+ Vo -y P(e %+ Ty + VO )

b

fait apparaitre, si on fait le choix des paramétres T = szz

, une équation de phase
et une équation de transport.
L'équation de phase est explicitée ci-dessous

("3?)2 = a(X.y, 6+ 35 TE) + U(8) C(xoy, 8+ 3) (3.1)

On montre qu'il existe un voisinage w de O dans R", 60 >0, S ” 0 des fonctions
réelles §&(x,y,8) € CQY W X]O,Go[), O(X,Y»S5,8) € Cw(w X]-so,so[><]0,60[) ¢ ayant
toutes ses dérivées en (x,y,s) continues pour & >0, y(8) vérifiant (3.1).

Ces fonctions de phases ayant de plus les propriétés

(a) 1E(X5y58) 1 < ¢ ! , W(8)1 < c, sM2 avec Mps M, >0,
(B) O(X,Ys5,8) = s - B(x,y,s,cS)s2 avec
0 R4 -—
B € C(w+] so,so[x [0,60[) et B(0) >0 .

La condition de convexité sur ¢ exprimée par la propriété (B) est essentielle. On
indique maintenant comment on choisit les paramétres

=

SoVsAsT dépendent d'un entier k destiné a tendre vers 1'infini.

Soit e > 0 petit

S=b, =k Lot 6=1+cet p-= 1 ; €, a= &9 -8 ,

k2pe + 20 .

et enfin 1

Le reste de la preuve est classique et nous renvoyons pour plus de
détails & notre article.
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