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§.0. INTRODUCTION

Soit ç un ouvert de 1R n+ 1. . En convenant de noter (x,y), x E 1R n, y E 1R, 1 e p oi nt

courant de Q, nous considérons des opérateurs différentiels de la forme :

où 1 es a , 1 a 1 4 2 et c sont dans C0153(o).
a

Désignons par p(x,y;) le symbole principal de P et par (xo,yo) un point fixé de

ù. Nous ferons les hypothèses suivantes :

(i) p(x,y;~) et c(x,y) sont à valeurs réelles.

(ii) c(xo’Yo) * 0 .

Ce travail est divisé en deux parties. La première est consacrée à la preuve d’un

résultat d’unicité locale, au voisinage de (x,y) , des solutions du problème de Cauchy
pour P, relatif à certaines hypersurfaces orientées et non caractéristiques passant par

(Xo,yo) (Th. 1.3). Ces hypersurfaces devront vérifier une condition que nous appelle-

rons (par abus) de "pseudo-convexité par rapport aux bicaractéristiques de P". Ce ré-

sultat d’unicité est à rapprocher de ceux de Hdrmander [4] chapitre VIII ; sa preuve

utilise une technique d’inégalités de Carleman avec des fonctions poids analogue à
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celles utilisées dans [2] . Lorsque cette condition de pseudo-convexité est vio-

lée (en un sens légèrement fort) nous montrons qu’il suffit que P soit perturbé par

un terme d’ordre zéro de classe C~, pour qu’il perde la propriété d’unicité locale

(Th. 1.4). La preuve de ce résultat est inspirée des travaux de Cohen [3], Plis f 7]~

Hormander [5J, Alinhac-Zuily [2]. On construit la fonction u, d’où l’on déduit

la perturbation a = - Pu , comme superposition de fonctions u k obtenues par une va-

riante délicate de la méthode de l’optique géométrique.

Nous faisons ensuite remarquer sur des exemples, (Th. 1.5), qu’il n’y a pas non

plus d’unicité lorsqu’il~ n’y a pas du tout de pseudo-convexité, résultat qui est à

rapprocher de ceux de [1].

§.1. a) La notion de pseudo-convexité

Dans cette section nous allons construire un invariant, associé à l’opérateur P,

qui nous permettra de définir, en termes géométriques, la notion de "pseudo-convexité

par rapport aux bicaractéristiques de P". Nous donnerons ensuite une traduction analy-

tique, en coordonnées locales, de cette notion. Cette construction est relativement

classique et a été en particulier utilisée dans [8].

Soient g un ouvert U un ouvert de T*ç~ -, 0 et a la 2-forme SYmPlectiqUe

sur U. Soit N la sous-variété involutive :

I1 est bien connu que la sous-variété N n U (notée par abus N) est munie d’un feuille-

tage canonique. On désigne par F une feuille locale connexe de N.

Soit Q F la forme quadratique induite par 1/2 Hess p sur T F U. Nous allons
* ’

lui associer un objet défini sur T F.
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Soit i F le F isomorphisrne canonique de T F U sur TU déterminé par J, soit 1 ’i niec-
tion F 4U, et soit hF l’application :

qui définit un F morphisme surjectif de T U dans T*F. Le noyau de h~ est où

iN est 1 ’i njecti on N .-, U, c’est donc un sous-fibré de TFU et on a la factorisation :

T Uoù NF(N) est le où 7r F est l’application induite par la projection
canonique TN u i ’N (TN) ’ OÙ jp est un relèvement de nF et où iF est un F-isomor-
phisme.

On peut définir une forme quadratique sur T*F en posant :

QF est clairement indépendante du choix du relèvement je.

Les objets définis ci-dessus se transforment bien sous l’effet d’un isomorphisme
canonique.
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Désignons par ps le symbole sous principal de p et posons :

De pl us si TIF désigne la projection T*F + F et si f E C~(U) on convient de noter
f 0 *

Nous pouvons maintenant définir la notion de "pseudo-convexité par ra pp ort aux

bicaractéristiques de P".

Définition 1.1.: Soit f E C°°(), 0. L’h ersur ace orienté- - 0 0 0 o 
° yp ----- e

t) = est dite seudo-convexe ar ra ort aux bicax&#x3E;actéristiques de P, en

si elle est non-caractéristique et si elle vérifie la condition (T) suivante : ·

Si z0 E T*0 0 est un point de N tel Ir (zo = il existe une 

(V) 
locale F de N assant ~ z0 te Z Ze 

où H q F désigne le de la ?p définie en ~.2.~.

hy’p’ersurfaae sera dite ortement non pseudo-convexe par aux

bicaraatéristiques de P si :

Remarque 1.2. :

a) On peut prouver que si la condition (Y) est satisfaite pour une feuille locale F,
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elle est vérifiée pour toute feuille locale passant par z 0*

b) Dans les coordonnées (x,t,y), x E t E IR , y E IR supposons que P soit donné

par :

et que f(x,y,t) = t, au voisinage de l’origine. Alors la condition (q) est équivalente

Quant à la condition elle est équivalente à :

b) Enoncé des résultats et exemples

Théorème 1.3 : Soit {f(x,y) = une hypersurface orientée pseudoconvexe

par rapport aux bicaractéristigues de P Il existe alors un voisinage

de (X ,y ) tel que si u vérifie Pu =0 et si u est nulle dans

{(x,y) E: Ç2 f (x,y) &#x3E; f(x 09Y0)} alors u est nulle dans w

Le résultat de non unicité est le suivant :

1.4.: notations théorème 1.1., soit 5’ x

/(.c ~ J } ortentée fortement non par 

r.l!.,: P en ~.3~ ~ A lors tout w, de i à

voisin w1 .de des b 

B 
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Le théorème suivant étudie, sur des exemples, le cas intermédiaire.

Théorème . 5. : au de t’opérateur d-

fé’*-rentie! ::

où les aot , lai = 2, et c sontréels et y 1 $ 0. Il existe alors des fonctiona a - -

. 

lal=2
b e t u de classe COO au voisin de telles ~ :

Donnons, pour terminer ce paragraphe, des exemples d’applications des résultats

ci-dessus.

Exemples 1.6 : Dans tous les exemples ci-dessous la variable de R  est notée (x,y,t) ;
en outre, (x 0 syo ) = (4,4j, f(x,y,t) = t et les opérateurs différentiels sont écrits mo-

dulo un opérateur d’ordre  1 en (x,t).
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Cet opérateur est soit faiblement hyperbolique soit transversalement elliptique sur

Car P = T = = 0}. Si F-1 F-2 = 1 le théorème 1.3 d’unicité s’applique
et si El £2 = - 1 une perturbation d’ordre zéro de P suffit à lui faire perdre la pro-

priété d’unicité (Th. 1.4.).

Suivant le signe de E, cet opérateur est faiblement hyperbolique d’un côté de la sur-

face et transversalement elliptique de l’autre. Il entre dans le cadre du théorème 1.3.

si e = - 1 et du théorème 1.4. si e = 1.

- 
w

Si a  il y a unicité et si a &#x3E; le théorème 1.4. s’applique.

§.2. Preuve du théorème d’unicité

On prouve après avoir effectué une convexification convenable le résultat :

Il existe des constantes positives C, T0, r telles que pour tout u E C 00 (~)
avec supp u c (0  t  T , Ixl + l yl  rl et tout y  y on ait .o . 0 

,
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§.3. Preuve du théorème de non unicité 1.4

La preuve du théorème 1.4. de non unicité est inspirée des travaux de Cohen [3],

Plis [ 7], Hormander [5], Alinhac-Zuily [2]. On construit la fonction u comme superpo-

sition de fonctions uk,définies dans des intervalles (b k+l 1bk ), de la forme :

qui sont obtenues par une méthode de type "optique géométrique".

Le point crucial de la démonstration est l’obtention des ayant des

propriétés de convexité convenables. Une fois ces phases obtenues, les paramètres adé-

quatement fixés, les équations de transport déterminant w correctement résolues, le

reste de 1 a preuve est classique. c.f. par exemple [2] .

On montre que l’on peut se ramener au cas où P est l’opérateur

dans un voisinage V de l’origine, où a(x,y,t,~) est une forme quadratique réelle, où

c est réelle et où :

(i) c(0) F 0

(ii) E 3 telle que a(x,y,t,~) = = 0, ou 1, et :

La construction des fonctions u et b telles que Pu + bu = 0 nécessite plusieurs étapes.
On commence par effectuer le changement de variables t = 6 + s/~ où 6 &#x3E; 0 et où

À = ô-8 e &#x3E; 1, qui transforme l ’opérateur P en un opérateur P.
On cherche des solutions formelles de Pu = 0 sous la forme :
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où T,v sont des paramètres et où sont des fonctions que 1 ’ on déterminera.

L’étude de

fait apparaître, si on fait le choix des paramètres T = À2v2, une équation de phase
et une équation de transport.

L’équation de phase est explicitée ci-dessous :

On montre qu’il existe un voisinage t,) de 0 dans n , 0 &#x3E; 0 , s &#x3E; 0 des fonctions

réelles E C~( w x ]0,~ [ ~, E C"O(w XI-S03s 01 x ]0,ô~[) 1p ayant
toutes ses dérivées en (x,y,s) continues pour 6 &#x3E; 0, (6) vérifiant (3.1).

Ces fonctions de phases ayant de plus les propriétés :

La condition de convexité sur w exprimée par la propriété (6) est essentielle. On

indique maintenant comment on choisit les paramètres :

,T dépendent d’un entier k destiné à tendre vers l’infini.

Soit e &#x3E; 0 petit

et enfin T = k2p6 + 2cr .
Le reste de la preuve est classique et nous renvoyons pour plus de

détails à notre article.
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