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§ 1. INTRODUCTION

Nous nous intéressons & des équations hyperboliques non linéaires

du type suivant :

(1) P(x,Dx)u(x) = F(x,u(x),..., BBu(x),...)IB|< I
ol P(x,Dx) est un ovérateur différentiel linéaire, & coefficients réels Coo ’
strictement hyperbolique par rapport a Xn' et ot F est une fonction réelle COO de
ses arguments. Nous nous posons le probléme de déterminer les singularités d'une
solution u assez réguliére de (1) connaissant, soit les singularités de u pour
X < 0, soit les singularités des données de Cauchy sur 1l'hyperplan X = O. Nous ne
nous limitons plus, comme dans [1], & une régularité d'un ordre limité, mais nous
cherchons & savoir ol u est, ou n'est pas, Coo (localement ou microlocalement) .
Bien entendu, nous n'obtiendrons de résultats significatifs que
dans des cas trés particuliers. Le théoréme 1 ci-dessous,généralisant les résultats
de [2], étudie le cas ol les singularités de u sont portées, pour x < 0, par deux
hypersurfaces caractéristiques. Le théoréme 2 est consacré au cas ou les données de
Cauchy n'ont de singularités que sur une hypersurface de 1l'hyperplan X = o.
Rappelons la définition suivante (voir [2]) que nous étendrons plus
loin. Si X est une hypersurface, les classes de distributions conormales associées
a L (pour k = ® , ce sont effectivement les distributions de Fourier associées a

la variété lagrangienne conormale & X ) sont définies par :

u€H°(Z,k) & u€Hr et zi .e2Z, U € v° pour £ <Kk,
1 L

ol les Zi sont des champs de vecteurs tangents & L . Ces fonctions appartiennent &

s+k s+k
H hors de I (et appartiennent microlocalement & H hors du conormal de I ).

Leur régularité locale prés de I n'est en général pas meilleure que Hs.

Théoréme 1 : Soient Zl et 22 deux hypersurfaces caractéristiques se coupant en [

3”"'Zm les autres hypersurfaces caractéristiques issues de I' . On

suppose que u € HS, s > n/2 + m est une solution de (1), et que, pour X < 0, on ait

u€ B hors e I, U ,u €H (I k) présde I, (i=1,2).
1 2 i i 1

On a alors, pour X > 0,

et soient z

n
u € Hs+k hors de V] Zi
1

u € HS(Zi,k) prés de Zi\ T pour i = 1,2 .
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Prés de Zj\ ' ,pour j = 3,...,m, on a, en posant to = 2s-n/2-m+1

u €H si s+k < tO

u € H O( ., pour f = partir entiére de s+k - to sinon.

Le théoréme serait encore valable si les singularités incidentes
étaient localisées sur Zl U 22 u...u Zj , JS m pour X < 0, mais 1'hypothése
que toutes ces Zj se coupent en | est peu réaliste. Le cas de trois hypersurfaces
caractéristiques se coupant en position générale est beaucoup plus difficile a

traiter, méme si P est 1l'onérateur des ondes.

Théoréme 2 : Soit H 1l'hyperplan xn = 0, et [ une hypersurface de H. On suppose
s
que u € H, s > n/2 + m est une solution de (1), et que les données de Cauchy

) j L -
Yju = (52')]u|H j =0,...,m -1 sont des distributions (sur H) conormales associées
n

a T :

STIH2r .

Y.u € H
J
Soient Zl,..., Zm les hypersurfaces caractéristiques passent par [ .
On a alors :

m
u€ 585% nors de U o
1

u € Hs(Zj,k) prés de Zj\ r .

Bien entendu, ces résultats sont locaux. Ils ne sont valables
n . < .
globalement dans R que si les Zj ne se recoupent pas et restent réguliéres (le
cas des caustiques est un autre probléme!) . Tant que les Zj ne se coupent que

deux & deux, on peut réappliquer plusieurs fois de suite 1le théoréme 1.

§ 2. OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS NON LINEAIRES D'ORDRE O

Pour s > n/2, les applications (u,,...,u )uMpF(x,ul(x),...,uN(x)) ol

1 N
. N -

F est une fonction C® de ses arguments envoian:(Hs) dans Hs . Les opérateurs

pseudo-différentiels d'ordre O appliquent également H® dans H°. Nous considérerons

enfin des applications régularisantes non linéaires u~~R(u) appliquant 9' dans c.

En composant entre eux tous ces types d'opérateurs, on obtient les opdnlO élémentaires :

ils peuvent étre représentés par un arbre du type ci-dessous, & chaque fléche pleine

étant associé un opérateur pseudo-différenticl d'ordre O, & chaque fléche pointillée un
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opérateur régularisant non linéaire, et, & chaque sommet , une fonction de classe C
de x et d'autant de variables qu'il y a de fléches aboutissant au sommet. On a

représenté ici l'opérateur :

L, v,w) = H[x,A4F(x,A1u,A2v),ASG(x,Rl(v),A3w), R2(w)].
///‘ﬂ N
\
A \
4 AS \‘R2
® ©-
\
/ \
/ \
A i 23
/ \
A2 ? Rl \
Définition 3 : Nous appellerons opdnlO un opérateur du type suivant
x(u ree-su ) = [ x(u r---,u Yh(T)dr
! N JT€Rn t N

ol les 2% sont des opdnlO0 élémentaires associés au méme arbre, ol h(T) est & décroissan-
ce rapide, et ou
- pour chaque fléche pleine de l'arbre, en notant AT l'opd associé, pour chaque

semi-norme p sur S®l'application T~A~»p(AT) est a4 croissance lente

- pour chaque fléche pointillée, on a des estimations :

N N
I RT(u)IIS,< c +lth (1 +1l ulls)

oi C et N dépendent de s et s', mais pas de T et u .
- pour chaque sommet, les fonctions FT sont & croissance lente ainsi que
chacune de leurs dérivées, et pour chaque semi-norme p de OM' l'application

~

T «uﬂ~u,p(FT) est 4 croissance lente en T .

b

Théoréme 4 : Soit & un opdnlO de N variables, et u ..,uN appartenant a Hs,

1'°
s > n/2 . Alors

s
a) i(ul,...,uN) € H

b) I1 existe des opérateurs paradifférentiels d'ordre O : Bl""'BN appartenant

~

o
a Op( Zs—n/Z) tels que

N
5 H2s--n/2

;g(ul,...,uN) = Bjuj +r avec €&
- 1
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Si &£ est un opdnlo élémentaire, a) est évident, et b) résulte

immédiatement des résultats de [1] (en tenant compte de 1'amélioration de Meyer

. - .2s-n/2 . 2s-n/2-¢€
[3] pour avoir r € H / au lieu de H s-n/ ). Dans le cas général, on obtient
pour chaque T des B. et un rT . Il reste a montrer a partir des hypothéses que
14
r et B i- °© 3 i
Il T”2s—n/2 p( j,T) pour chaque semi-norme de Op Zs—n/2 sont & croissance lente,

ce qui est aussi facile que fastidieux.

§ 3. LES ESPACES H® (M,k)

Nous noterons €k 1l'espace des »pd classiques d'ordre inférieur ou

égal a k.

Nous nous donnerons des opérateurs M1

plutdt, de maniére plus invariante, le Eo—module M engendré par 1 et les Mj

,...,Mp appartenant a €,, ou

P
y — t = A M, + A A, .
M EMe=>M €e, et M ? ™4 o 3 € €,
Il est clair que l'appartenance a ﬁ[ se lit sur le symbole principal Ol(M)' On dit
que N appartient & M localement en X, [resp. microlocalement en (xo,go)] s'il
existe M € M tel que OI(M - N) = O prés de X [resp. (xo,go)] . On dit de méme que
les N, engendrent M en X [resp (xo,go)] si pour tout M € EO , 11 existe des

Aj € €, tels que Ol(M - ZAij) = 0 prés de X [resp. (xo,go)].

Définition 5 : On note Hs(ngk) l'espace défini par

u € B (M,k)¢=su € B° et M, ..M, u€ H° pour £ < k et M, € m
1 2 3

Il serait important de caractériser les # tels que Hs(ﬁhk) soit une
algébre pour s > n/2 . On voit facilement qu'il suffit que # soit engendré au
voisinage de chaque point xo par des champs de vecteurs. Par contre, il n'est pas
suffisant que 7% soit engendré par des champs de vecteurs microlocalement au
voisinage de chaque (xo,Eo). Par exemple, en dimension 2, le module engendré par

-1/2 '
(1 - A) / D Dx est. engendré microlocalement scit par Dx soit par Dx . Pour a

1 2 1 2

o
assez grand, on a lel et Ixzfxe HS(ﬂLw) et hlp &ZP ¢ Hs(ﬂpW). Nous donnons ci-

dessous une condition intermédiaire .

Définition 6 . On dit que‘ﬁt satisfait 4 la condition des trois points si, quels

. n . .
que soient X € R, quels que soient El,ﬁz,n € rR™\ 0, il existe des champs de

vecteurs Zl,...,Zq prés de X tels que

a) les Zj appartiennent a / microlocalement en (xo,gl) et en (XO,EZ).
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b) Pour tout M € /%, il existe des Aj€ e, tels que

Gl(M - EIAij) = 0 prés de (xo,n).

Théoréme 7 : On suppose que 7% satisfait & la condition des trois points. On a
alors pour s > n/2 :

a) HS(%,k) est une algébre.

b) Soit F(x,u,...,uN) de classe COO & support compact en u, et soient uj(x),

j=1,...,N appartenant & 5% (/f,k) . Alors

X «Aﬂ»F(x,ul(x),...,uN(x)) € Hs(ﬂﬁk)
et de plus, pour chaque MI = Mi . eMy , LSk, Mi € M , on a
1 £ 3
I J
M F(x,ul(x),...,uN(x) = «-(uj, M uj)

- S . < _J .
ol & est un opdnlO, ol j varie de 1 & N, et o0 M parcourt tous les produits (avec

répétition) d'au plus ! éléments d'un systéme de générateurs de M .
.

Nous utiliserons les deux lemmes suivants :

Lemme 8 : Pour u et v € Hs(m,l), on a M(u,v) = tﬁ(u,v,Miu,Miv) ol & est un
opdnlO élémentaire.

Soit 1 =1 Ej(x,Dx) avec Ej € €, une partition de l'unité, le
symbole de chaque Ej étant nul hors d'un petit ouvert conique. On a alors

M(u.v) = ZIIZX EiM(Ej u.Ej v). Pour chacun de ces termes, on pourra trouver les Z
1 2
de la condition des 3 points valable pour les triplets appartenant &

Supp © (Ej ) X Supp O(Ej ) X Supp O(Ei). On peut donc pour un tel terme (réécrit
1 2

AM(Bu.Cu)) décomposer AM selon les champs de vecteurs Z :

AM(Bu.Cv) = ¥ D.Z2.(Bu.Cv) = X D.(Z.Bu.Cv) + ¥ D.(Bu.Z.Cv) .
J 3 J 3 J J

On a ZjB € M car Zj appartient microlocalement & # sur le support de Ol(B)' En
décomposant les Z.B et Z.C sur un systéme de générateurs de # , on a bien obtenu

une expression M(u.v) = if(u,v,Miu,Miv).
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Lemme 9 : Soit A € €o dont le symbole est concentré dans un petit ouvert conique,
[o0]

et soit £ : R » R de classe C , & croissance lente ainsi que chacune de ses

dérivées. Alors, pour M € %L, on a Mf(Au) = ,I(u,Mju), ol .?. est un opdnlO élémen-

taire.

Le spectre singulier de Au est contenu dans {(x,6)1£ € T) ou T
est un petit cdne que l'on peut supposer convexe saillant. Il est bien connu que,
dans ce cas, le spectre singulier de f(Au) est également contenu dans ce méme ouvert
conique. Soit B(x,D) dont le symbole vaut 1 sur Supp O(A) et O hors d'un petit

voisinage de 0©(A). On a donc
Mf (Au) = BMf (Au) + (I - B)Mf (Au)

R(u) = (1-B)Mf(Au) est régularisant non linéaire, et il faut vérifier que

N < e s . - s
"R(u)lls <c(l + ”u"s) , ce qui n'est pas trés difficile. Enfin, d'aprés la condition

des 3 points pour n = gl = £2 dans le support de 0O(Aa) :
BMf (Au) = ZCijf(Au) =X Cj[f'(Au).ZjAu] .

On a ZjA € M et donc le résultat en décomposant les ZjA sur un systéme de généra-

teurs de # .

Démonstration du théoréme 7

On déduit du lemme 8, par récurrence, que

s g2
(2) M(vl.v ...vn) = af(vi,iji) pour viE H (#1)

2

puis MI(Vl’Vz"°VN) = &g(vi,MJvi) pour v, € HS(ZZk).Cela prouve que Hs(ﬁ%k) est
une algébre, et que la partie b) du théoréme est valable lorsque F est un polyndme
en u, le £ obtenu é&tant un opdnl® élémentaire.

Lorsque F € CZ (pour simplifier les notations, nous supposerons que

F ne dépend que d'une seule variable u), on écrit

F(u(x)) = Je”u(") Foar .
Soit 1 = ZIEj(x,D) une partition de 1l'unité suffisamment fine. On a

exp(iTu) = r7exp(iT‘Eju), et donc

M exp(iTu) = iﬁ(exp(i'rEju), Mkexp(i T Eju)) d'aprés (2).
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D'aprés le lemme 9, on a M exp(i‘rEju) = i%(’ru,MkT u), et donc finalement
M exp(iTu) = &' (tu, T Mku), i £ est =m opdnlO &lémentaire indépendant de T . On a

donc

MF (u) = }J%(u,Mku)ﬁ(T)dT .

ol on a posé ti%(u,Mku) = Lﬁ'(Tu,TMku) qui vérifie bien les conditions de croissance
" . I < . .
lente en T . On traite de méme 1l'expression de M F(u), & partir de 1l'expression de

I
M (vl...vN).

§ 4. LES ESPACES H°(Z,k) ET LE THEOREME D'INTERACTION

m
Soit ¥ = U Zi la réunion de m hypersurfaces lisses se coupant 2
i
4 2 transversalement selon une sous-variété I de codimension 2. Soit /. 1'espace
des opd d'ordre 1 dont le symbole principal s'annule sur la réunion des conormaux a

Zi et du conormal de I. On peut décrire facilement des systémes de générateurs de
7%2 : m

- Six € U Z,,ona M = e, au voisinage de x
o € i’ M& 9 o)

1

1
- Si xOEZZi\ r , %E est engendré localement par les champs de vecteurs tangents
a I, .
i
- Si X €T, EO non orthogonal & T , Z? coincide avec el microlocalement.

- Si X €T, EO orthogonal a T, 50 non orthogonal aux Zj, 7{ est engendré micro-
localement par les champs de vecteurs tangents & I.
- Si X €r, 50 orthogonal a Zj, alors # est engexdé microlocalement par les

champs de vecteurs tangents a Zj et arl .

Définition 10 : On pose H°(I,k) = Hs(#’z,k).

. s s+k . s
En dehors de I, HS(Z,k) coincide avec H . Au voisinage de
X € Zj\ ' , 1'espace HS(Z,k) coincide avec HS(Zj,k). Par contre, ces espaces sont
plus restreints que ceux que nous avions introduits dans [2] (la différence ne se

voit qu'au voisinage de T ).

Théoréme 11 : ﬁ? vérifie la condition des trois points.
sAaceorere o b p
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I1 faut d'abord remarquer que pour L' = Zl §) 22 , l'espace 4%, est

engendré localement (et pas seulement microlocalement) par des champs de vecteurs. On

peut en effet supposer Zl et 22 définies respectivement par X, = O et x2 = 0.

Dans ce cas, les champs de vecteurs x,D

1Py7 x. D, D

e i S de
5D, 37 ,Dn constituent un systéme

générateurs de ﬁﬁz,
Revenons a nos trois points (xo,gl); (xo,€2) et (xo,n). Il n'y a
de difficulté que pour onZF. Il est clair qu'il existe (au moins) m-2 hypersurfaces

Zj (disons 23,...,Zm) telles que ni gl ni gz ne soient orthogonaux & ces Zj en

X - On pose ' = 21 0] Z2 , et l'analyse des générateurs de %& prouve clairement

que

- f% et ﬂ%, coincident microlocalement au voisinage de (xo,El) et (xo,§2)
- c /

”{Z 722!

d'ot la condition des trois points, les Zi étant les champs de vecteurs engendrant

15,

z

, au voisinage de (xo,n)

[Théoréme 12 : Si M€ m, on a [P,M] € €m—1m"+ eOP.

Cette propriété se lit sur les symboles principaux, et il suffit
de la démontrer microlocalement. Le symbole principal Om([P,M]) s'annule sur les

E 3
cotangents TZ aux Zi,-mais pas en général sur le cotangent a I'. Le seul point
i -
délicat se situe au voisinage de X €T, EO orthogonal a 21. L'opérateur P étant

*
4 caractéristiques simples, la restriction de Om(P) a TF ne s'annule que sur
%

*
TF n TZ , et y a un zéro simple. On peut donc trouver A(x,£) tel que

1
%*
om([P,M]) - A om(P) s'annule sur TT . L'opérateur [P,M] - A(x,D)P a donc un symbole
* *
principal s'annulant sur TF U TZ et il appartient microlocalement a 7.

1

Démonstration du théoréme 1 : Elle suit la méthode déja utilisée dans [2] . Dans

une premiére étape, on considére le vecteur colonne U constitué de u et des Miu ol

les Mi forment un systéme de générateurs de ﬂ%. On a Miu € Hs-l, et

B

P(Miu) = [P,Mi]u + MiF(uf"" 9 u)

et, d'aprés le théoréme 12

NMJ)=ZQMJ+-MxmmuLﬁm +Mfuh“.,a%h
i J3J i
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On a (théoréme 7) MiF(u,...,BBu) = cﬁ(u,...,MjBBu), et donc (théoréme 4)

P(M,u) = X2 D, ,Mu+ D, u+r,
i ij 3 io i

ou les Dij sont des opérateurs paradifférentiels appartenant & Op Zs—n/z—m et
€ H25—2m—n/2 .
i
On obtient donc un systéme paradifférentiel & partie principale
diagonale
) ..
(3) PU= (D,.)U +t(r.):l
ij i

N . s-
ol on sait que U € H 1(.'an), que U € B° pour x_ < 0, et que, en dehors de

* * s+k-1
5 U TZ , U appoartient microlccalement a " . Le théoréme de propagation des

singular%tés de [1] étendu aux systémes & partie principale diagonale (voir [2])

T

t
permet d'affirmer que U € Hs(lfh puis que U € H ! microlocalement en dehors de
* *
T urT pour t
z z
1 2

1= min (s+k-1, 2s-n/2-m+1).

On poursuit par récurrence. A la Qe étape (4 < k), le vecteur
s I . . ~ s
colonne UQ constitué des M u (longueur de I < ) satisfait aux mémes conditions

que précedemment. On obtient donc finalement, pour longueur de I < k,

I
Mu € H° , c'est-3-dire, u € Hs(Z,k),

* *
5 Uy T énoncées dans le théoréme 1.

1 2

et les améliorations de régularité hors de T

§ 5. PROBLEME DE CAUCHY

On se donne donc, comme dans le théoréme 2, une hypersurface T de

1'hyperplan H défini par x = O. On suppose que Pu = F(x,u(x),...,BBu(x)) et que
s-1/2-3

(x") (T' k).
X' les espaces de fonctions de x' = (Xl""'xn-l))'

les données de Cauchy vérifient yju € H (On distingue par 1l'indice

L'idée est de considérer le probléme de Cauchy pour les systémes
paradifférentiels du type (3) et donc de regarder la régularité des données de
Cauchy du vecteur colonne U. Nous n'expliciterons que le premier pas de la récurrence,

s-1/2-3

oli il s'agit de montrer (dés que k > 1) que, pour M € 1”2, on a iju € H(x')
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(j =0,...,m1). En fait, nous allons montrer que cette propriété est vraie pour

tout M € €1 dont le symbole principal s'annule sur le conormal de T.
On peut supposer ' défini par x1 = xn = O, et on a donc
n-1
M=xA+xB+ £ C,D, +M
1 n 5 i J [¢]

oid A,B € 81 et Cj,DE)E %). En utilisant le théoréme de division de Weierstrass

(dans un cas trés simple!), on peut écrire

m-1

Ja _ il
DnA = EP + i Az(x,D )Dn avec E € €j+1—m et AQ, € E5+1_2.
8 m-1

On a donc Y. (x,6Au) = x Y.EF(u,...,3 u) + I x A (x,D')Y,(u). Si on remarque que

J 1 1'35 to 172 2

B s-m+1 s-1/2- 2+1 » s-1/2-%
F(u,...,9u) € H , et que X1Yg(u) € H(x’) (car 'y u € H(x') (l'y1)) on
s-1/2-3

voit que Yj(xlAu) €H . Les termes en Cij se traitent de méme (les Dj sont

%!
tangents & TI'). Quant ;u Lerme en an, décomposé comme ci-dessus, la multiplication
par x_ "fait gagner une trace", et fournit la régularité voulue.

Il suffit donc maintenant d'avoir pour les opérateurs paradifféren-
tiels (et les systémes & partie principale diagonale) un théoréme de propagation

=

des singularités & partir des données de Cauchy. Nous nous bornons & 1l'énoncer.

Théoréme 13 : Soit P € Op(iiﬁ) avec 0> 1, de partie principale strictement hyper-
bolique par rapport a X - Soient s et t réels tels que t < s + 0 - 1. Soit

' * i 2 = ; - .
(xo,go) € T*H, soient En (2 =1,...,m) les m racines de pm(xo,EO,En) 0, soient

L

G1""'Gm les bicaractéristiques issues respectivement des points (xo,gé,gn).
On suppose que Yju € Ht_l/z—J microlocalement en (xo,Eé)
t-m+ m
et que Pu € H w1 . Alors u € Ht microlocalement sur g Gz .

Remarque 14 : Dans [4] , J. Rauch et M. Reed démontrent un résultat optimal de
régularité des solutions a partir de la régularité des données de Cauchy (sans

hypothése du type distributions conormales) pour des systémes du type suivant dans

2
R

Sui Bui
P —— = RN 4 -
ci(x,t) fi (x,ul, uN)

ot ox

avec ¢, # cj pour i # j.
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Leurs méthodes sont a la fois proches et différentes des ndtres.
Elles consistent a étudier la régularité microlocale des X?uj, ou les Xi sont les
champs Jd/9t + ¢y 9/9x. La différence la plus importante réside dans le fait que les
xi sont fournis par 1l'équation, ce qui est spécifique & dimension 2, tandis que
nous avons dd introduire des champs de vecteurs dépendant de 1'équation et des
singularités incidentes ou initiales, et donc faire des hypothéses sur la nature

de ces singularités.
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