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VI.1

INTRODUCTION

Nous donnons ici quelques résultats concernant le 9 :
résolution d"un "probléme de Cauchy" et application au prolongement de formes
S—fermées, en particulier des fonctions holomorphes.

Pour cela nous utilisons la méthode des inégalités de Carleman
(voir A. Andreotti, E. Vesentini [2]) avec des fonctions poids liées au domaine
(pour lequel on veut, par exemple, résoudre un probléme de Cauchy) (voir
L. H6rmander pour les méthodes L2 avec poids [5]).

Le but de ce travail est d'essayer d'étendre & quelques domaines
dont la forme de Levi peut dégéner et qui ne sont pas pseudoconvexes, des
résultats connus, sur le prolongement des fonctions holomorphes. On a des
résultats de prolongement local pour des formes 5 -fermées, qui, cependant,
ne sont satisfaisants que dans le cas des fonctions (voir corollaire 5.2 et
Th. 5.3).

Dans le cas strict, le probléme de Cauchy a été abordé par R. Nirenberg
[8] en utilisant les résultats d'Andreotti-Vesentini.

Dans le cas des formes, signalons les travaux de J. J. Kohn, H. Rossi

[4] et A. Andreotti, C. D. Hill[1] .

QUELQUES NOTATIONS

On considére un domaine 2 borné de ¢n, une fonction @ € C2(¢n),

positive. Pour deux fonctions u,v, on note (u,v)m = J ewu.ﬁ) lorsque ceci a
n
un sens; si u est une (0,qg)-forme : ¢
u = z uIdE' ,
[Il=q

ainsi que v,on note :

(u’V)‘? = IIIZ=q (uI,vI)(p .

Rappelons que

- auI _ - BuI
Bu= I =dz, d_ = I & et 57 )dzZ,
l1l=q i 13 1=q+1 2y
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iz .
ou EJ est le signe de la permutation iI-—->»J .

On notera alors Cz)l'adjoint formel de 9 pour ( , )@ c'est-a-

dire que

= F)
( gwu,V)w (u, V)(D ’

q-1
si u est une (0,q)-forme pour tout v € 25 ol

g-1
ja = {(0,g-1)-formes Coo a support compact}

Comme on travaillera sur § , on considérera §§q—1(9) l'espace des (0,g-1)-

o]
formes C a4 support compact dans § . Notons :

= (31 9 q
Q(p(u,v) = (Bu,av)q) + (%u, %v)(p ,u,v €33(Q)
o =30 _+ % 9

® ©

Généralement on aura g = 1.

3. UN CALCUL DE Q(p(u,u) POUR u € 9%(R) ET SES CONSEQUENCES

En arrangeant d'une certaine facon les termes qui viennent de

A 2
||8u||m et HB&yH@ , on obtient une formule contenue dans la :

Proposition 3.1 : On a l'égalité

ou
D P S - R

ie1 82i Bz I

(3.1)
+ Z Z (93“9 u‘?ﬁ‘;,r); v u € %)

[Jl=q+1 i,3 €J Q Bz Bz *

Q(D (u,u)

Partant de cette égalité, nous allons introduire des hypothéses qui affaiblissent
de fagon naturelle celles qu'on a dans le cas strict (cas ol un certain nombre

de valeurs propres de la Hessienne de (¢ sont strictement positives).
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Soient ki I des fonctions continues (non nécessairement positives)
’
telles que
' 82 I .J J,2

> ———az‘f’az RN NS U

i,jJE€T J i€Jg !
Posons A_(©) E::: K

I (i1)
igr

Hypothése (%) : A (0) = inf AI(Q) = 0.

E [Il=q
Corollaire 3.2 : Sous l'hypothése (*)q on a

r e A ((D)lul2 < Q9 (u,u) vV u€ed@.
Joo Ta @

Dans le cas ol A _(®) est strictement positive dans ) on en déduit une majora-

. 2 e .
tion de j ewlul , par Qm(u,u). Mais ici, nous nous intéressons au cas non strict.

Q 2
Nous allons cependant avoir une majoration de { ewlul
Q

par Q@(u,u) en exploitant
toute 1'égalité 3.1.
Pour mieux éclairer cette partie, considérons des fonctions

+ 2
U : R R, de classe C~ telles que :

ur=21, u"=o0.
On a alors la proposition suivante

Proposition 3.3 : On a l'inégalité

[ w 2 1 2 _ q
(3.2) JQe xq«p)lul + c, Falll o) < Qo) @ vV u€diQ) .
Cette inégalité nous montre que lluN ) est dominé par Qu(w)(u,u), mais en

utilisant une constante CU (qui depend de U ). Alors que si kq(@) 2 c > 0, on
aurait une majoration sans constante CU
L'inégalité (3.2) se démontre en utilisant les termes

2 e ) all?
9z, 3z, U1 1 (o)
1 1

dans 1'égalité (3.1), 1l'inégalité de Poincaré ( Q est borné!) et le fait que



[
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Hessienne (U(®)) = ' (V) .Hessienne (@) + u“(w)|8¢12, donc = Hessienne ()
Le fait que llul’?

est dominé par Q (u,u), permet de dire que, étant donné
5 H(®) H () q
f € L(O,q) (), 11 existe uu unique dans % ( %u complété de 2*(Q) pour Qu ((D))
tel que :

9 (@ (B ®) = ED) o) VY E %u

(c'est de l'analyse fonctionnelle).

Supposons de plus 5% = 0, alors en posant

\4 6 u
u u() u

on obtient (voir [ 2] )

4. INEGALITES DE CARLEMAN ET APPLICATIONS

Dorénavant U et v ont les significations données précédemment.

2
Proposition 4.1 : Soit f une (0,q)-forme telle que g—Yab € Lto q)(Q). Alors
q ’
2
(4.1) [ M@ o 12 <y Jf M @) T{I(_) .
Q H Q q ©

Ce sont les inégalités de Carleman, adaptées & notre situation (dans [2]

Aq(@) ne figure pas car Xq(m) =ZC >0).

Les inégalités (4.1) permettent de déduire un résultat de type
"probléme de Cauchy".

Théoréme 4.1 : Soit (¢ vérifiant (x) et [)\q((p)]_1 € I}(Q). Soit wecc Q

défini par w = {¢@< c}. Soit f € LTO q)(Q) telle que 9f = 0 et supp(f) € & .
2 r
Al il i
ors il existe u € L(O,q—l)(Q) tel que

supp (u) € w
du = f

Corollaire 4.2

Sous les hypothéses précédentes sur @ et w, soit £ une
(0,g9-1) -forme §~fermée dans Q\G , de classe C1 dans ﬁ\w . Alors il existe

= 2 —
une (0,qg-1)-forme F e L(O,q—l)(g) 9-fermée dans { telle que %1Q|ﬁ‘= £ .
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On a un analogue pour une intersection d'un nombre fini de domaines définis

par des fonctions @i vérifiant les hypothéses précédentes.

2
Théoréme 4.3 : Soient ml,..., @p, des fonctions positives, de classe C dans

t” telles que l'on ait

1,...,p g €L, () g=o0

Il
Q
o

I

)\I((nj) = g lII

Soit o = max(mj) et w={o<cl, o .
- : - =5}
Soit f une (0,q)-forme, oJ-fermée dans {2, & support dans w , £ € L (). Alors,

il existe u € LZ(Q) telle que
du = f
supp (u) € @ -

En utilisant les régularisées me =(p*xede » , ou XE (x) = e X(%ﬁ et ¥

-

ne dépendant que de !x|, on se raméne essentiellement & montrer les trois lemmes

suivants.

Lemme 4.4 : Soient @1,...,mp, p fonctions de classe C2 dans ¢" et Q= max(mi).

Supposons que :

2
I E D R IE 7
——— >
' 82,32'(z)aiak ' Ai(z)lail , Vz€Q
i,k ik i=1

ol Ai sont des fonctions continues dans 5-, et pour tout vecteur a.

Alors on a, au sens des distributions

z: EEJQ____ a,a = ii A, la l2
ik azi azk ik H o8 i

. = =)\ * = By E
Lemme 4.5 : Posons O =0 x X AL Xi Xe * Xe(z) € X(e)’ X ne

dépendant que de |z| . Alors

z)a.i =D A _(2)]a. 1>
1 1 1

pour tout vecteur a = (al,...,an).
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1 n
Lemme 4.6 : Soit g continue telle que 1-6 L1 (Cn) . Alors 1 €L (C) et,
_ g loc 9. loc
pour tout compact K
1 1
| 1 < =l 1
e L7 (k) 9 L (K, )

k, ={z € ¢” la(z,x) < 1}.

Cependant, il y a beaucoup de cas intéressants ol on n'a pas une minoration

1
des XI par une fonction continue positive dont l'inverse est dans Lloc;ce sont les

cas ou les AI majorent le module d'une fonction holomorphe.

Théoréme 4.1 bis : Soit ¢ vérifiant (*)q et supposons qu'il existe une fonction

h holomorphe dans ¢” telle que

Xq(w) > |h|l dans 0

soit £ une (0,q)-forme telle que :

a 1£1%m et
b) supp (f) ¢ ® ={@<c} et 3¥f =0

. . 2
Alors il existe u € L(O,q—l)(Q) telle que

supp (u) € ®
du = £.

Théoréme 4.3 bis : Soient ml,..., wp des fonctions positives, de classe C2

dans ¢ telles que l'on ait :

Kl(wj) =|lnl ,l1l=q ,3=1,...,p, h holomorphe

soit ¢ = max(@j) et w= {vo<cl,wcc . Soit £ une (0,q) -forme B-fermée
— 2
dans (), & support dans W, s'écrivant sous la forme £ = h g, avec g € L™ (Q).
Alors il existe u € L2 (Q) telle gue
(O,q‘l) -

su = £
- supp (u) < @ .
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Remarque : Les théorémes 4.1 bis et 4.3 bis n'ont pas d'intérét en eux-mémes
cependant on les utilisera pour montrer le théoréme de prolongement de fonctions

holomorphes gue l1l'on a en vue : Pour montrer le théoréme 4.3 bis on utilise le

Lemme 4.7 : Soit o, la régularisée de ¢ (comme dans le lemme 4.5). Alors on a :
- i 2
H (@) 1£1° o [ ¢ 1£]2
© X @) - )¢ Tnl
g €

ol u(q%) < ¢ sur supp(f).

L

I1 suffit de remarquer que |h!est pluri-sous-harmonique et que lhl8 décroit

alors vers |hl|. (voir [6]).

5. PROLONGEMENT LOCAL

Maintenant on donne un résultat sur le "Probléme de Cauchy local" pour
d , qui permettra de déduire un résultat de prolongement.
Soit donc w un ouvert relativement compact de {2, donné par {¢ < c}.

On considére z € dw : on considére les hypothéses suivantes :

. R . .. .
(Cl,q) Xq(g) et Xq+1(w) majorent |h| au voisinage de z_ ou h est

une fonction holomorphe telle que h # O.

(C2 q) Pour tout voisinage V de Z il existe une fonction mv positive de
4
2
> =
classe C~ telle que w ﬂﬁgv 1} < v, mv(zo) 3/2 et Aq(wv) et
Aq+1((pv) majorent |hl.
(c) Les composantes irréductibles hi de h, au voisinage de zo, sont telles

que

ou Z(hi) est la variété des zéros de hi'

Théoréme 5.1 : Supposons (C1 q) et (C2 q) satisfaites. Soit f une (0,q) forme
’ 7

s'écrivant f = h2g avec

supp(g) € ® NU, dg = O dans U, g € C1(U)

oua U est un voisinage de z .
L o
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2
Il existe un voisinage V de z et u € L V) tel que
g ° (O,q-—l)( ) q

{ gu = f dans V
supp (u) c o N V

Pour montrer ce théoréme on utilise le théoréme 4.3 bis.

Corollaire 5.2 : Supposons (C1 ) et (C2 q) satisfaites. Soit £ une (0,g-1)-

14

2 !
forme telle que £ = h g ou

dg = O dans U N C5 , g € Cl(U n qD ).
Il existe une (0,g-1)-forme fz glfermée dans un voisinage V de-zo telle que

T € L2(V)

' = f

- c.nv
©

Remarque : La aussi, le théoréme 5.1 et le corollaire 5.2 ne sont pas trés
satisfaisantsdans la mesure ol on ne peut travailler qu'avec des formes f qui
ont h2 en facteur. Cependant nous allons en déduire un résultat satisfaisant
dans le cas des fonctions : lorsqu'on a l'hypothése (C3). Cette hypothése est
trés naturelle elle est automatiquement satisfaite par un domaine w pseudo-
convexe dont la frontiére ne contient pas une hypersurface complexe (signalons
que E. Bedford et J. E. Fornaess ont montré que pour w & frontiére analytique
réelle et pseudoconvexe au voisinage de zo, une condition nécessaire et suffi-
sante pour que toute fonction holomorphe dans U N Cm.se prolonge en une
fonction holomorphe dans un voisinage de z, est que dw ne contienne pas, au

voisinage de Zo' d'hypersurface complexe [ 3]1).

Théoréme 5.3 : Suppsons (C1 ) (C2 q) et (C) satisfaites. Soit f une fonction
4 14

holomorphe dans U N CG' ., de classe C dans U N Cw . Alors f se prolonge en une

fonction holomorphe dans un voisinage de zo .
On utilise pour la démonstration le corollaire 5.2.
Remargue : A. Douady et N. Sibony m'ont fait remarquer que la condition (C)
. . 2
est toujours vérifiée par un domaine w pseudocpnvexe, de classe C , dont la

frontiére ne contient pas au voisinage de Z d'hypersurface complexe (on utilise
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pour cela l'existence pour W d'une fonction d'exhaustion, pluri-sous-harmonique

dans w , continue dans & ).

Exemples : n Zpi .
1) Considérons le domaine L |z, | - 1 <0, dans € . On posera
=1t
n 2pi
o= I lz. l . Alors on a :
, i
i=1
2(p.-1)
2
A= 2 o2z *
I . i
i ¢ I

Une condition suffisante pour étendre & w = {¢® < 1} une forme de degré (0,q),

d-fermée dans Q‘\G , oi § est un voisinage de ® est que :

(Y gz 2yt
jeEg

soit localement intégrable ot p = max(pi) et J de longueur n-q.

Il suffit donc que max(pi—l) < n-q .

4
2) On considére, prés de O, le domaine dans ¢ défini par

2 2 ) 2
= -— < i ' =
w {lzll + |z4| (lz"] |z4| ) 1} ou =z (z,,25) -
Alors pour ce domaine, les hypothéses du théoréme 5.3 sont satisfaites,

. . o
et W n'est pas pseudo-convexe au voisinage du point z = {1,0,0,0}.
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