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Dans ce travail, nous présentons une démonstration nouvelle

et plus simple d’un théorème de régularité intérieure qui est bien

connu pour les solutions faibles des systèmes non linéaires elliptiques.
Pour fixer les idées, on considère des fonctions vectorielles

u (x) = (u1(x),u2(x),...,uN(x) ) sur un domaine borné [2 de En, ,
et un opérateur quasi-linéaire elliptique du second

ordre

à De plus, soitou D =20132013. De plus, soit
a axa

une fonction vectorielle de (x,u,p) E 0 x RN x 

Définition : On dit que u est une solution faible du système

si u appartient à et si u satisfait la relation suivante :
2

et f . ~P = ë (on emploie la convention suivante

sommation relative aux minuscules grecques a, [3, ... de 1 à n, et rela-

tive aux minuscules romaines i, k, ... de 1 à N lorsqu’elles sont répé-

tées).

SUPPOSITION (S)

On suppose que Aa (x) a (x,u(x), Vu(x)) et 

sont des fonctions mesurables qui satisfont les inégalités suivantes
iF »F

avec des constantes 7~, li &#x3E; 0, M, a, b, b » 0 et a :
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pour tout x E 0 et pour tout § E IRn 1

pour tout et pour tout p E IR nN,

où l’on a posé

enfin, on suppose aussi l’inégalité

* * ,

On notera que (SI) et (S4) impliquent (S5) avec a _ aM et b =bM. Des

lors on peut supposer sans restriction de la généralité que

Le but de ce travail est de prouver le résultat suivant :

Théorème : Supposons que u soit une solution faible de

telle que (S) et

soient satisfaites.

Alors u est huldérien sur Q d’un exposant o(E (0,1) qui dépend seulement
3~ 9F

de a, b, a , b , M, X, p,, n et N.

De plus, il existe un nombre K dépendant des mêmes constantes et de meso

tel que

pour tout où d ~ dist«(2’ K est indépendant de mes (2 1 orsa ue

b = b* = 0.-b = b = 0.
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Remarque : On a noté [u] 2013, la semi-norme h81dérienne

Ce théorème a été prouvé pour la première fois dans les
travaux remarquables [131 et de M. Wiegner pour le cas parti-

IF 
L _j’*

culier a _ aM, en utilisant une méthode de 4 et en généralisant
*

un résultat de [4]. Le cas général a  aM a été traité par Hildebrandt-

Widman [5]. Un emploi de cette méthode pour des applications harmoni-

ques des espaces Riemanniennes se trouve dans [71 et [8]. Il est bien

connu que le résultat de régularité obtenu est le meilleur possible.
Par exemple, la fonction discontinue u(x) _ appartient à

H 1 HL oo sur chaque ouvert borne , [2 lorsque n&#x3E;3, et elle satisfait fai-
2 

blement le système

Une présentation de résultats analogues et d’autres exemples a été

donnée dans [3].
Enfin nous remarquons que la régularité au bord est traitée

dans [14] et, de façon simple, dans [5].

1. UN LEMME DE GIAQUINTA ET GIUSTI.

Dans cette section, nous allons prouver une proposition

auxiliaire démontrée en substance par Giaquinta et Giusti [il.

Lemme : Il existe un nombre positif c, dépendant seulement de mesQ
~ 

if- 3~

et des constantes a , À, ~, n, M et b , tels que :

pour tout £ &#x3E; 0, pour toute boule BR et pour toute solution
o 

~ 

~

faible u de (1) vérifiant les hypothèses (S) et a  1, il existe un

i 6(l,2,-..,p) avec p:= ~c/~~ + ~, tel que

... i

où R : 2 
o 

Le nombre c ne dépend pas de lorsque b° - 0.
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Démonstration : En posant avec ’ 
"

on déduit de (2) que

, 
*

D’après (S5) et a  1, on a

Soit la solution de

Alors

avec

(cf. (4~). En posant :

et

on obtient donc

pour tout

où

Par conséquent, z est faiblement L-surharmonique. D’après un lemme de

Moser [11], on conclut que
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sont indépendants de R et dépendent seulement des

, "

En outre, nous considérons la fonction vérifiant

Grâce à Moser [li], on a

et

En posant il résulte de l’équation (5) que

Puisque et w s c 4 dans B2R , , on obtient

avec c - 2 c c , en tenant compte de (4). Pour il résulte de
5 2 4

(3) que

Par suite de 0  c3 ~ w dans BR ’ on conclut que

2013 if-
où c 7 = c 6 C3 est un nombre dépendant seulement des constantes a ,

X, 11 et n.

Soit e un nombre quelconque positif. De plus, supposons que BR c,
o

et posons
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il existe un i 0E [112, ... pl tel que

2 * 
- i 
0,

Choisissons p = [c7(M + M )/EJ + 1 et posons R=2 "o R . Après cela

nous arrivons à

ce qui achève la démonstration du lemme avec c = c7( M + M ) .

2. UN RESULTAT DE HILDEBRANDT-WIDMAN.

Nous allons formuler un résultat de régularité généralisant
un ancien théorème de Ladyzenskaya et Uraltseva (cf. [3J et [4]). Ce

résultat est contenu dans [4], mais, pour la commodité du lecteur,

nous reproduisons la démonstration.

Proposition : Soit u ~ u(x) une solution faible de Lu - f(x,u, Q u)
1 dans 0 en supposant les hypothèses (S) et

Alors u appartient à pour un (7 6 (0,1) dépendant seulement

des constantes n, N, x, ~, a, b, M, mesfl et ose u. En outre, il existe

un nombre K dépendant des mêmes constantes et de 0, mais pas de u,

tel que 
’

pour tout 0’ avec dist(O’ d. Le nombre K ne dépend pas de

mes ~i lorsque b = 0.

Démonstrati on (pour n-23) . Mettons 4’= G( , x ) ‘ dans ° 

R’ ’ 
o 

°

tion (2) avec
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De plus, nous supposons quel 1 Finalement, est la

fonction de Green régularisée pour l’opérateur différentiel elliptique
L= -D3(Aa.3(x) Daj sur B 2R (cf. l’ appendice). Si 0 p  R, on obtient

p a, 2R

où

et

parce que

Au moyen des inégalités de Schwarz et de Poincaré :

où K 
P 

est indépendant de R et de x , on a

p o

(Attention : K désigne toujours un nombre qui ne dépend pas de R.)
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Deuxièmement,

On notera que dist(T2R’ , ôT2R) = R/4, et que 9(x) = G(x,x) est une2R ’ 2R 0

solution de LT= 0 dans T2R . Avec les inégalités de Caccioppoli-Moser

[11] et de Poincaré, nous obtenons

Alors, on a

Par conséquent, on conclut que

Donc

quand p- 0, en considération du lemme de Fatou.

Dès lors,

Si nous remplissons le trou dans le membre de droite, nous trouvons

que

avec
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et avec

Nous obtenons ensuite l’inégalité

pour

Par réitération, on conclut que

où

Alors

pour tout ce qui achève la première parti e de la démonstra-

tion de la propositioii ’y/2 grâce à un théor ème bien connu de

Morrey.

Enfin on prouvera que

, 
*

oà K dépend des constantes et ose u, lorsque 1.

A cet effet, on met = (u-c) Gp(. x0) dans la formule (2), où 
o

est la fonction de Green pour B 2R 
o 

= B2R (x 0 ). Donc
0 0
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Posons Alors

Soit w la solution de

et de

En soustrayant la deuxième équation de la première, on a

Quand p - 0, on obtient que

Donc, par le principe de maximum,

Alors

et la proposition est démontrée.
-

Nous remarquons aussi, que la supposition a  Î implique de facon semblable
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en posant c = 0.

3. DEMONSTRATION DU THEOREME (pour n ~ 3).

Mettons

dans l’équation (2) avec

sont définis de la

même manière qu’à la section 2.

On obtient (avec

Au moyen de l’identité

on conclut que
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avec

Par suite de la relation (A5) de l’appendice et de l’inégalité de

Poincaré (P), on en déduit la majoration suivante de ~1 : :

avec

De plus,

est estimé par

Alors on obtient

En outre, et

En posant t ~ ~, nous avons
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Au moyen du lemme de Fatou, on obtient

quand P-0. A cause du théorème de Lebesgue sur la convergence doninée

et de (7), l’inégalité (6) donne

et aussi

pour presque tout y6B . (x ), et avec des constantes K 0 et K’ 
0 
indé-

pendantes de R. Aussi, K’ = 0 quand b = b =0.

* * &#x3E;F

Puisque a ~aM et a + aM 2, on a a  1. Définissons

Alors

Par conséquent,

En tenant compte de l’inégalité (8), on obtient que

D’ ai l leurs nous définissons T&#x3E;0 par
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Supposons que n soit le plus petit nombre entier- tel que T 1 - t .
o

Posons

Par suite du principe de Harnack [11J, on a

avec

A l’aide de (9) et de (11), on conclut que

pour presque tout y E "

Pour x E B - B . on a
J

c’est-à-dire,

Posons

Donc
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pour presque tout lorsque y (R) 1. Choisissons po tel que

et posons

Après cela, nous avons

pour 
. 

o 
. 2

Soit c la constante du lemme de la section 1, et soient c= 5 et
1. Posons

Alors il existe un i 0 E [1,2,... ,p} tel que

,

où

Maintenant nous allons démontrer que

pour 1 = 0, 1 , ... ,R. En effet, (18) est vrai pour i = 0 d’ après (10)

et (15).

Supposons que (19) soi t correcte pour i = j oà i -~g m - 1 . Alors nous

allons vérifier (19) avec i= j+1·

Par induction, on a sur B. l’estimation
.

parce que
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Donc

parce que

Alors on trouve que

en tenant compte des inégalités (12), (15) et (17).

Ensuite nous avons

A cause de on déduit que

Par conséquent,

En employant la proposition de la section 2, on obtient l’assertion du

théorème.

4. APPENDICE

Cette dernière partie de notre travail est exclusivement

destinée à familiariser le lecteur avec l’emploi de la méthode de la

fonction de Green.

Soit
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un opérateur elliptique avec des coefficients L"0(njR) . Supposons

que les hypothèses (S2) et (S3) soient satisfaites.

Alors il existe une fonction de Green

sur chaque bou le : .* dans 0 et pour tout

pour tout

En outre, il existe des nombres Ki, K2 et K3 dépendant seulement de

n &#x3E; 3, de X et de p, mais pas de xo et de R, tels que :

où

et où p &#x3E; 0 est suffisamment petit, par exemple p  2R-ly-x 0 .

et

De plus,

Finalement, pour toute solution faible v ~ 0 de
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on a

La démonstration de (Al-6) se trouve dans [2] ; cf. aussi [10] et [121.
La relation (A7) est le principe de Harnack établi par Moser [11].
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