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VII.1

INTRODUCTION

Le probléme étudié est la résolution de

O p.p. dans o,

(m@{AWhum-ﬂxNH
(1) IVEV

u=0 sur 3J& ;

oii ¢ est un ouvert régulier de ng, ol (A(v)vEEV est une famille d'opérateurs ellip-
tiques du 2éme ordre pouvant dégénérer dépendant d'un paramétre v € V (ensemble fixé)
et ol f(x,v) sont des données.

Ce probléme intervient en théorie du contrdle stochastique et nous
décrivons dans la section I le probléme de contrdle stochastique associé a (1), puis
nous donnons dans la section II les principaux résultats de résolution.

Les problémes du type (1) ont été tout d'abord étudiés par N. V. Krylov
qui a montré dans quelques cas particuliers importants ( O = IQN, N = 2) l'existence
d'une solution : voir [12] , [13], [14] . D'autres résultats partiels sont donnés dans
H. Brézis et L. C. Evans [3], P. L. Lions [16],L. C. Evans et A. Friedman [5] , P. L.
Lions et J. L. Menaldi [22] , M. V. Safonov [25] et [26] . Les résultats généraux de ré-
solution sont donnés dans [17], [18], et [19] : en [17] le cas uniformément elliptique
est résolu par des méthodes d'Equations aux Dérivées Partielles, en [18] le cas
0= I@J est traité par des techniques probabilistes ; enfin le cas général est obtenu en
[19] par une "combinaison" de ces arguments.

(1)

Les équations (1) sont appelées équations de Hamilton-Jacobi-Bellman

(HJB en abrégé). Indiquons enfin que des résultats variés existent sur les équations

de HJB : résultats d'existence dans des problémes dégénérés ([16], R. Jensen et

P. L. Lions [10]); 1'étude des équations de Hamilton-Jacobi (citons, par exemple,

S. N. Kru#kov [11] , S. H. Benton [1] et [20]); la détermination du contrdle stochastique
optimal (A. Friedman et P. L. Lions [7]); Formule de Trotter et équations de HJB [21] ;
1'approximation numérique des équations de HJB (P. L. Lions et B. Mercier [23]) ;

l'interprétation des équations de Monge-Ampére comme &guations de HJB (B . Gaveau [8])..

§ 1. PRESENTATION DU PROBLEME

.

I.1 DNotations et hypothéses

Soient Olj (XIV) ’ bi(xlv) ’ C(er) ’ f(X,V) (1 < i < N, 1 < J < n) des

= N 2
fonctions continues de © X Vv dans R, ou V est un ensemble convexe fermé de Ié) ( ).

(1) Cette terminologie sera justifiée plus loin.

(2) Cette hypothése sur V peut &tre considérablement affaiblie.
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On suppose que ces fonctions vérifient

2 g
(2) ®(.,v) €EW 'a)( €) et sup (., vl 5w < o, pour ¢ = O-,,bi,c,f;
vEV W () L)
(3) c(x,v) 2 0 , pour x dans 0 et v dans V ;
et on note A = inf c(x,v).
X,V
1 T
On note a(x) la matrice suivante : a(x,v) = E-OO ; et A(v) l'opérateur
suivant :
32 3
A(v) = - ¥ a,.(x,vV) s=——+ I b,(x,v) =— + c(x,V)
.. ij 9x,0X, i ox,
1,] 1 J 1 i

I.2 Le probléme de contrdle stochastique

Soit (§2,F,Ft,P,W) un espace de probabilité muni d'un brownien n-dimen-
sionnel.
L'état du systéme (que l'on veut contrdler) est g déterminé par la

solution yX(t) de 1'Equation Différentielle Stochastique suivante

" { dyx(t) o(yx(t),v(t))dwt - b(yx(t),V(t))dt,

yX(O) x € 0;

ol v(t,w) est un processus non anticipatif & valeurs dans V : v(t) est la variable
de contrdle.

On définit une fonction colit J(x,v(.))

X S
(5) J(x,v(.)) = E[J f(yX(S),V(s))exP(— J C(yx(t),v(t))dt)dS] ;
(@] (o]

ol TX est le temps de sortie du processus yx(t) hors de O

La fonction cofit optimum est alors définie par

(6) u(x) = inf J(x,v(.)).

vi(.)
Le raisonnement heuristique de la programmation dynamique (dG & R. Bellman) indique
que u doit étre solution de (1). Ceci peut Atre facilement vérifié (en utilisant la
formule de Itd) si 1l'on sait a priori que u € C2(CY) N c(®) (voir W. H. Fleming et
R. Rishel [6]). Mais bien évidemment il n'y a aucune raison a priori pour que u donnée

par (6) soit de classe C2 et en fait ceci est en général faux.
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Le but de ce qui suit est de montrer que, néanmoins, sous des hypothéses
générales, u est solution de (1) (dans un sens convenable, cf. Théoréme 1 de la section
II), unique (dans une classe convenable, cf. Théoréme 2 de la section II).

La résolution de (1) permet également (en général) la construction

de contrbles markoviens optimaux, ce qui résoud le probléme de contrdle stochastique.

I.3 Quelques remarques sur la nature du probléme (1)

Le probléme (1) est un probléme elliptique, fortement non linéaire :
la non linéarité porte sur les dérivées seconges. Ainsi les résultats de résolution
de (1) permettent de traiter les problémes elliptiques du type :

2
H (D u,Du,u,x) (¢} dans €& ’

(7)

o
[l

0 sur o0& ;
N 2
dés que H est convexe en (D u,Du,u).
Remarquons également que si H ne dépend que de Du, u et X et si H

est strictement convexe, (7) se réduit alors aux équations de Hamilton-Jacobi du ler

ordre.

§ 2. RESOLUTION DE (1)

-

Théoréme 1 : Sous les hypothéses (2), (3) et si de plus on suppose
(8) a(x,v) =2 v I(“ pour (x,v) €30xVv , on V>0 ;
’ N ’ 4 ) 2= ’
(9) A> A,
o

o)
ou Ao dépend explicitement des normes L des dérivées d'ordre 1 et 2 de 0 et b ;

alors u(x) (définie par (6)) appartient a Wl'Oo (O) et vérifie

(10) A(v)u demeure dans un borné de L (6), pour v dans V ,

(1) au sens des matrices symétriques.
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2
(11) a—% <c dans %'(7), pour tout X :lxl =+1, avec C > 0,
X

)
b

sup {A(v)u - £(v)} O p.p. dans
[ v EV

L u=0 sur o0 .

(1)

Avant de faire quelques remarques et commentaires sur ce résultat

d'existence, donnons un résultat d'unicité et un résultat de régularité.

Théoréme 2 : Sous les hypothéses (2), (3), (8) et si A > O, alors si on suppose

[ee]
4

qu'il existe w dans WO (O) satisfaisant

A(V)w S f(v) dans '(0), pour tout v dans V ,

Si on suppose de plus gque w satisfait (10), (1) et

(11") Aw < g dans @'(O/), pour g dans LI;_IOC(C’) ;
alors w = u.
Théoréme 3 : Sous les hypothéses du Théoréme 1 et si de plus on suppose qu'il existe

un ouvert I < &, une constante positive V et un entier m tels que

,oee 0 ) EJo "
m

pour tout x dans I, il existe (v,,...,v ) € Vm,( 6
1 m 1
(12)
vérifiant : Z 6, =+ 1 et O, a(x,v.) = VvI_,
. .1 .1 i N
i i
2
alors u€w < (1) .
. . N < s .
Remarque 1 : Si 0= R , les Théorémes 1-3 restent vrais sans supposer (8). Il

convient de noter que l'hypothése (8) est une hypothése de non dégénerescence unique-
ment sur le bord de l'ouvert : une hypothése de ce genre est évidemment nécessaire

puisque 1l'on prescrit la nullité de u sur 96 .

Remarque 2 : Si 0 et b ne dépendent pas de x, alors XO = 0.
Remarque 3 : Si on considére le probléme de Cauchy pour les équations de HJIB, c'est

a dire :
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%%— + sup {A(t,v)u - £(t,x,v)} =0 p.p. dans 7 ,
vev u(t,x) =0 sur [0,T] xX3&
u(o,x) =u (x) ,
(@]

les théorémes 1-3 s'étendent facilement & ce cas, l'hypothése (9) devenant inutile.

Remarque 4 : L'hypothése (9) en toute généralité semble optimale au vu du contre-
exemple de Genis et N. V. Krylov [9] pour €= R (N = +1). Il y est montré sur

un exemple explicite que pour A < Xo, il existe v dans V tel que A(vo)u soit une
mesure contenant une masse de Dirac ce qui entraine non seulement que (10) n'est plus
vérifiée mais que (1) n'est plus satisfaite (méme au sens des mesures).

Cependant dans le cas uniformément elliptique (A(v) uniformément
elliptique, uniformément en v) nous conjecturons que (10) n'est plus nécessaire (des

résultats partiels dans cette direction sont donnés dans [16] , [17]).

Remarque 5 : La régularité de u que donnent les Théorémes ! et 3 est, en toute généra-
lité, optimale au vu d'exemples simples (cf. [18] ).
Cependant, 1l& encore, dans le cas uniformément elliptique(ol, d'aprés

2
le Théoréme 3, u € W ' (0)) nous conjecturons qu'en fait
3,p
u €W () (V p < o).
Un résultat trés partiel dans ce sens est donné dans H. Brézis et L. C. Evans [3] .

Remarque 6 : La premiére partie du Theoréme 2 indique que u est sous-solution

maximum de (1) et donc en particulier solution maximum de (1).

La condition (11') peut étre généralisée en remplagant A par tout

opérateur uniformément elliptique du 2éme ordre & coefficients réguliers.

Le Théoréme 2 implique en particulier :
i) dans le cas uniformément elliptique, 1l'unicité d'une solution u de (1) dans
wer® (@) (ceci peut d'ailleurs directement s'obtenir par le principe du maximum de
J. M. Bony [2] , cf[17]).

ii) dans le cas général, l'unicité de solution u de (1) vérifiant (11).

La condition (11) est connue comme étant optimale dans le cas particulier deg

équations de Hamilton-Jacobi du ler ordre (cf. S. N. Krufkov [11], Douglis [4]).
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Remarquons & ce propos gue dans ce cas, & savoir (considérons par exemple le cas parabo-

lique) :
3—“+H(“ ) =0
ot YW=
cette éguation est cquivalente a (en posant p = Vu)
d
ot 0x. pro= !
i

systéme du type "lois de conservation".

Et on peut montrer que si €& = R , alors bien sr (11) équivaut &
(11') mais (11) équivaut & la condition d'entropie introduite par O. A. Oleinik [ 24]
ou P. D. Lax [15] .

En dimension supérieure & (1), (11') est une généralisation sensible de

la condition (11).

Les démonstrations des Théorémes 1-3 peuvent étre trouvées dans [17],
[18],[19] : en [17] 1e cas uniformément elliptique est traité par des méthodes 4'E.D.P.
en [18] le cas O= I(N (et dégénérescence totale) par des techniques probabilistes,
tandis gu'en [19] 1e cas général est résolu par une combinaison d'arguments analytiques

et probabilistes.
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