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§ 1. INTRODUCTION

On se propose d'étudier le probléme suivant : étant donné une équation

linéaire du type évolutionnel, non kowalewskien

m

m m
. .9

Bt.u(x,t) + j§1aj(x’tl X) Bt

-3 u(x.t) = 0

avec la donnée initiale a t = O, existe-t-il au moins une "solution nulle’ locale ?
Remarquons que l'existence des solutions nulles (locales) équivaut a dire que
l'unicité (locale) des solutions ne subsiste plus. Ici la terminologie non
kowalewskien signifie qu'il existe un j tel que ordre aj > j. Ce probléme a été
soulevé par M. Goulaouic quand j'ai parlé en avril & ce séminaire. A propos de

ce probléme, H8rmander a montré que dans le cas ol tous les a_, sont a coefficients
constants, il existe toujours des solutions nulles méme globalement ([3] ).

Mais dans le cas des coefficients variables, surtout quand les coefficients dépen-
dent de x, le probléme devient compliqué méme si l'on se bcrne au cas ou les
coefficients sont analytiques. Sur ce sujet, nous renvoyons le lecteur 3 Persson [5]

Baouendi-Goulaouic [1] , Treves [6] , Komatsu [4] et Birkeland-Persson [2] etc.
Pour éclaircir la situation, prenons le cas simple
d.u(x,t) = a (x,t) Bmu + a (x,t)Bm_lu +...+ a (x,t)u, m2 2
t m X m-1 X o
L'existence des solutions nulles au voisinage de l'origine est assurée quand
a (0,0) # O .
m

Le but de cette note est de montrer l'existence et la non-existence des solutions

nulles dans le cas

am(0,0) =0 .
Pour simplifier le probléme, on va considérer 1l'équation de la forme
2 .2
(1.1) X BXu(x,t) = a Btu(x,t),

en supposant que la constante a est réelle et non zéro. Un article ultérieur
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traitera le méme probléme pour des cas plus généraux.

Dans ce gui suit, on dit que u(x,t) est une solution nulle de (1.1)
au voisinage V de l'origine, si u est continue et satisfait 1'équation (1.1) au

sens des distributions dans V, et que

(0,0) € supplul] = {t 2 o}

On va démontrer le

Théoréme 1) Si £ est impair ou O, il existe toujours une solution nulle

i

L 2) Si % est pair, il en existe si et seulement si a > O.

Note : La non-existence des solutions nulles au cas ou { est pair et a < O

est contraire & ma conjecture antérieure, et la démonstration de ce point est la

partie substantielle de cette note.

On considére le cas { = 1.
2
(2.1) X 3 u=a 3 u.
X t
Cette équation est du type fuchsien par rapport & x. On donne la donnée initiale :

u(o,t) = o, 3xu(0,t) = (Dl (t)

ou wl(t) a son support & t 2 O, et dont la classe de Gevrey est < 2. Par exemple,

@, (t) exp(-t ®) avec b > 1 .

Or la solution u(x.t) de la forme

(2.2) u(x,t) =

" ™M8

3
. (t
X @J( )

j=1

. 1 .
satisfait notre demande. En effet, on a wj = al 1 mfj )/j.(]—l)!z
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§ 3. cCAS oU & > 2

On cherche une solution particuliére de (1.1) de la maniére suivante.

>

D'abord, on considére la solution dans la partie x > O, t > O. Posons

£ = xt0 (o0 > 0),

et on considére ( £,t ) au lieu de (X,t) comme le systéme des variables indépendan-

tes. Comme BX = toag ’ Bt = Bt +(0E/t)3% , en posant u(x,t) = v(§,t), on a

Egt-(z—z)c agv - a[atv +(0&E/t) 9

v]

g

Alors, en posant O = 1/2- 2, et en supposant que v est indépendante de T, on a

3%y - ac £ Dy o o - aget Y g

£ £

v =20

g g

La solution est

BEV = exp(—aOz/EQ/_z).

a un facteur constant prés. On suppose maintenant a > O. Alors

g
v(g) = J exp(-a 02/52_2)&‘;
o

répond & notre demande. En effet, comme & = xtO (0 > 0), en complétant la
définition de u(x,t) par O pour x < O, ou t <0, on voit que u(x,t) est une
solution de (1.1) et qu'elle est indéfiniment différentiable.

Finalement, dans le cas oG £ est impair, en changeant x par -x, on peut
supposer toujours a > O, ce qui démontre le théoréme excepté les cas ou L = 2

ou £ est pair et a < O.

§ 4. CAS OU £ EST PAIR

On pose l'équation (1.1) sous la forme

(4.1) 20 aiu = ad u (n>1).

On considére la solution u pour x > O . En posant
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1/ (n-1)x" 1

1l

[\
N
~

Yy , pour n 2

log 1/x

I
—
~

y , pour n
et u(x,t) = v(y,t), 1l'équation (4.1) devient

2 n
. + = = , >
(4.2) Byv n_1/y Byv a 8tv nzx 2
2
(4.3) v+ 3dv=aigdv , n=1
Yy Y t

Pour simplifier la notation, supposons a = 1 dans (4.3). Si 1l'on pose
1 1
w(y,t) = exp {EY i'Zt}V(Y-t) ’

(4.3) devient

2
(4.4) dw=2=%0w.

Yy t
Quant a (4.2), on considére le cas ol a < O. On suppose donc a = -1. En posant

2 N
w(y.t) = yY/ v(y.t), od Y = n/n-1,

(4.2) devient

2 L] 2 —_ - l=l -—
(4.5) W+ Y'/ytw = -0 w (Y'=50- v/2)2 0).

D'abord (4.4) montre que dans le cas oa a > O,

w = t—l/zexp(—y2/4t)

donne une solution nulle. On va donc considérer (4.5) en supposant simplement

Y' 2 O. Alors en changeant t en -t , (4.5) devient

(4.6) Biw + Y'/yzw = 3w,

gui est essentiellement 1'équation de la chaleur. Explicitons les conditions sur

w.
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1) w(g.t) est définie dans D = { (y,t);y 2 y (>0, t £ t< o},

2) w(y,0) = 0, 3) il existe une constante positive ¢ telle que

lw(y.t)] £ Y, pour y assez grand

Pour démontrer la partie 2) du Théoréme, il suffit de démontrer la
[Progosition : Sous les hypothéses ci-dessus, w = O dans D.
Pour démontrer cette proposition, on utilise le lemme suivant.

Lemme : Sous les mémes hypothéses que dans la proposition, w a la propriété

suivante : il existe un té (to< té< 0O) tel que pour tout A, on a

(4.7) lw(y,t) ! < e_Ay quand y » +o, et t € [té,O] .

Il en est de méme de Btw(y,t) et Byw(y,t).

L

Admettons ce lemme. Pour simplifier la notation, supposons té = -1, et
désignons D = {(y,t); y 2 Yoo -1 £ t £ 0} . On considére 1l'estimation du type

Carleman de

II ¢F(Y:t)(9 w - 82w - Y'/y2w)2dy dat,
p ° t Y

en prenant

(4.8) @ (y,t) = exp {n(1+t) (y - yo)}

n étant paramétre positif tendant vers 1l'infini. Notons que wn(y,t) est égale
4 1 sur le bord de D excepté {t = O} ot w s'annule avec toutes ses dérivées. On

calcule 1l'intégrale, qui est O, de la maniére suivante
2 2
@ (9 -2 -y =
Dn( & Yw Y'/y W)
2 2 2 2
= (Btu + 2n(1+t)3yu) - (Byu + n(y - yo)u + n " (14t)"u + yY'/yTu) ,

ol u = (» w. L'intégrale prend la forme
n

O=H3u+2n(1+t)3 ull® +M%u +...0 2% +J .
t Y y n
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Or, si 1l'on suppose que w(y,t) # O, il est facile de montrer que
I 2 exp(§n) pcur n assez grand (§ > O),

qui est évidemment absurde.

§ 5. PREUVE DU LEMME

Il existe une solution fondamentale E(y,n,t - T) (t 2 T) de (4.6), telle

que w(y,t) s'exprime par

00
W(YIt) = J E(Y:n;t—to)w(n,to)dn

Yo

t
- L{ayE(y,yo;t - TIw(y, )+ E(y,yo;t—r)}ayw(yo,ﬂ} art ;
(o]

= w1 (y,t) + W2(Y,t) -

E(y,n;:;t - T) a la propriété suivante

2
1) IBEE(Y,H it = t))| < const. p! kP e~ §(y-n) ;

pour t - tO 2 € (> 0,fixé).

2) IaﬁE(YrYo;t - T)| £ const. (2p)! KZPe_ G(Y_YO)Z,
il est de méme de oF 3 E.
t vy
Ce qui montre que
{ laiwl(y,tﬂ < const.p! kPeY , pour t - tO 2 €

(5.1)
P 2p - S(y- )2
13w, (y,t)l < const.(2p)! K b 7 oW ¥

Notons que w(y,t) satisfait ng(y,o) = 0 pour tout g 2 O .

t
-1 - +
On a donc 8€W(y't) = (g-1)1 J (t--T)q ! BE qW(Y:T yar , g = 1.
o

En décomposant w = Wy + Wor et compte tenu de (5.1), on a
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2
+q &' -
108w (y,£) 1 < K_(p! AR (2p:quf+q e Y )1ed (c > 0)

pour tout p, g =2 O.

+1
Encore, on utilise BEW = [ 85 w(y,T )dT , pour tout p 2 O.

. . o
En répétant k fois, on aura

2
Oy —cy ] Kp+q+k

+ (2pt+2k) !qle 1

lBEw(y,t)l < KO [(p+k)!ec
x el TK gty .. (gHk) .

-1 '

En posant p = O, et en limitant t & Itl < té = K1 , on a
c!' -c 2
iy, )l € X [kte® Y + 2k 1qte™ 1/(ar1) ... (atk)
. . 1+€
Rappelons que (q,k) est arbitraire. On prend g = k (0<e< 1), et
ek (A+c'")Y
k = e . Alors on a

1+¢ 2
Ay e2A/€ vy +y - cy ).

Iw(y,t)l < Ko(e— +

Comme O < € < 1, ce qui montre le Lemme.
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