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INTRODUCTION

Dans ce travail, nous présentons tout d'abord un théoréme d'unicité
pour des solutions d'équations aux dérivées partielles & coefficients Coo (ou
d'inégalités différentielles), solutions astreintes & s'annuler & l'ordre infini
sur une sous-variété V de dimension quelconque. Ce théoréme étend les résultats
obtenus par Alinhac et Baouendi [2] dans le cas o@l V est un point, et ses hypo-
théses relient la partie imaginaire de 1l'opérateur P considéré a la géométrie
de V ; la démonstration de ces résultats d'unicité consiste essentiellement &

établir des inégalités du type Carleman.

C'est, avec le travail de Baouendi et Zachmanoglou [5] dans le cas
analytique, le seul résultat, & la connaissance des auteurs, entre la forte

unicité d'un point et 1l'unicité de Cauchy (cf. Caldéron [6]).

Nous montrons également par la construction de contre-exemples, a
v
rapprocher des travaux de Plis et Hormander (cf. HOrmander 8], que les hypo-
théses "P elliptique" et "P réel sur le fibré conormal de V" (qui est nécessaire

=

d'aprés Alinhac [1]) ne suffisent pas & assurer l'unicité de la solution.

Le premier paragraphe est consacré & l'exposé des résultats, le
second & la preuve des inégalités de Carleman et le troisiéme & la construction
de contre-exemples. On pourra lire des démonstrations plus détaillées dans

=

un article a paraitre.

§ 1 : LES RESULTATS PRINCIPAUX

Soit dans :Rg , au voisinage de l'origine, une sous-variété V de
[ee]
classe C (O € V), de dimension k. Notons d(x) la distance de x & V, définie

pour X voisin de O.

[ee]
Nous dirons qu'un opérateur K(x,Dx), du second ordre, & coefficients C

réels, est tangent a V s'il s'écrit
K(x,D ) = Z K_ (x) 2,2, ,
X . ij 1 ]
l,J

[ee]
aux termes d'ordre inférieur ou égal a 1 prés, les Z, étant des champs réels C
i

tangents a v.
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Théoréme 1 : Soit P(x,DX) un opérateur différentiel du second ordre a

[ee]
coefficients (complexes) de classe C défini dans un voisinage de l'origine.
Nous supposons que

(i) ReP est elliptique.
(ii) ImP est tangente & V.

[ee]
Si u de classe C est plate sur V et telle qu'il existe C(u) 2 0 et un voisinage

de l'origine dans lequel on ait

|Pu(x)| < Clu) { 1Va] (x) + ]ul(x) } ,

log d(x) | a(x) (d(x))z

alors u = 0 dans un voisinage de l'origine.

=

Rappelons qu'on dit que P a la propriété de forte unicité & partir
(e ]
d'une sous-variété V si la seule solution u, de classe C , plate sur V de Pu=0

est triviale.

Un résultat classique d'Aronszajn et Cordes [3], [7] est qu'un opéra-
teur P du second ordre, elliptique a coefficients réels, posséde cette propriété
pour V = {0} dans R" . Le corollaire 2 de Alinhac et Baouendi [2] &tend ce
résultat au cas ou Pm(Q,Dx) seulement est & coefficients réels; le théoréme 1
en constitue une généralisation et l'hypothése (ii) est suggérée par la condition

nécessaire établie par Alinhac [1] .

On peut considérer le théoréme 1 comme un théoréme d'unicité pour le
probléme de Cauchy caractéristique relatif & un opérateur de la forme

L(t,xr,0,rD ,r'DI, DG) et 4 la surface initiale {r=0} : il suffit pour cela

d'introdui;; des coordonnées cylindriques (t,r,0) (r=0 définissant V ,

0 €S n-k-1 et t étant des coordonnées locales sur V), et de prendre L==r2P .
L'étude d'un tel probléme de Cauchy sur un modéle fournit le théoréme 2.
Remarquons également que, compte tenu du résultat classique de Caldéron [6] sur
l'unicité de Cauchy, le cadre de la codimension 2 fournit les "premiers" contre-

exemples pour des opérateurs & caractéristiques simples (cf. Alinhac [1]).
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2 .
Théoréme 2 : Soit l'opérateur L = (rd )2+ .+ ArZ 9% + irk_ 9. 9 ’
—_— r §) t 3°t6
A=A +dd, Ay reel, k=1, 0 € sl
(1) Il existe m(A2,)\3) =0 , fonction homogéne de degré 1 de )\2 et )\g ’

(m=0 & )\2 )\3 = 0), telle que, pour )\1 < m()\2,>\3), il existe une fonction u(t,r,0),

(0]
de classe C , plate sur {r =0}, et une fonction continue a satisfaisant

C
Pour tout N, |a(t,r,0)| < —N—N , Lu+au=0 .
Ilog r|
(2) Il existe m' (>\2,>\3) = 0, foncticn homogéne de degré 1 de )\2 et )\g ,

(m'=0 & A2 )\3~ = 0), telle que pour m'()\2,>\3) <>\1 , si u€Coo , plate sur

{r=0} , satisfait 1'inégalité

C(u)

|Lu(t,r,e)| < m}——r—l

-

{lrurl + |Beu| + Irutl + |u| }

alors u = 0 pour r assez petit.

On peut remarquer que l'opérateur

2 2 2 2
= + + i A< A
P Bx ay+>\18t 1A28t ’ 1 o, 2#0 '
bien qu'elliptique et réel sur le fibré conormal de V (mais RRe P non elliptique)
n'a pas la propriété d'unicité demandée.
De plus, pour l'opérateur
2 2 .2

_ Ly 242 .
L=r A + A r at + 1>\2r Bt + 1)\3r8t8

AA, # 0 ,
X,y 1

o' "273

il existe )\1 > 0 (assez petit) pour lequel cette propriété est également violée.

§ 2 INDICATIONS SUR LA PREUVE DES INEGALITES DE CARLEMAN

Afin de démontrer simultanément le théoréme 1 et le théoréme 2 (2) on
prouve une inégalité du type Carleman pour un opérateur ol les variables (t,r,0)

(t€]Rk,r >o0, 6682-1) de la forme

(3.1) L = (rzai) + (2-1) (r 9x) -Ae + Q(t,rDt) + rs ,
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2-1 . - <
ol Ae est le laplacien positif sur S , dont la racine positive sera notée 0
Q est un opérateur différentiel homogéne d'ordre 2 et S un opérateur différentiel

d'ordre 2 en rDt, rDr, De . En outre la partie réelle du symbole principal de Q

vérifie —ql(t,T) > CIle-
On effectue un changement de variables singulier (dit "é&clatement")
en posant (cf. [2]).

r=(1-|t/HrR, t="T

= = ~|mpl2 2m 9
on a rd = R , ratj R(1-|T] )aTj+ 2R° T 3,

ce dernier champ étant noté Yj. Du fait que dans Yj le second terme est de la

forme 2RTj (R BR) r on obtient, en conservant les mémes lettres, que L s'écrit
L=1r232+ -1)rd_ - Aj+ Q(t, r(1-]t|>) D)+ rS
r r 8] ! t !

ol S est un opérateur du second ordre en (1—|t|2)rDt, rDr, De .

o0
On obtient aprés éclatement une fonction u de classe C plate sur r=0
et ltl =1 que 1l'on peut prolonger par 0 sur |t| =1 et satisfaisant une inégalité

différentielle analogue, r| Btul étant remplacé par r (1 t|?) I Btul .

On pose, avec Y grand paramétre ,

Yy

u=e v,oﬁll)=logr+Mlog(logr_l),0<r<R<1 ,

M constante > 0. On pose également U =r'= 1+ (U est proche de 1) .

logr
Soit LY = e-Yw Lewj ; on a
_ 202 _ 2_ 2 44 2,2
L, = 0L+ (2yu +2-1)xd_ + (vu) Ay +x* (1 | £]?) Q(t,p)

+  Yru'+ (4-2)yyu

S

+ r S(t,r,9, r(1—|t|2)Dt,rDr—iYu,De) ,

les cing premiers termes constituant la "partie principale”.
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On pose LY = J+K avec

_ .22 2 _ 24 _1sl2y2
g=x20% +ard o+ (-4 + " | t]%) Q, (£,D)

+ oyru' o+ (SZ,~2)yp+rsllY

~ X 01— D2 4 242
K o= (2vu + 0=1-0)rd + ir’(1 [ t]?) 9, (t,D)

+ 1S
TSZ,Y .

En notant (v,w) le produit scalaire vav?dr atadé ,

-
D= (O,R} X ]R]; X Se ! , et ” H la norme L? correspondante
o obtient (pour O < 2 < 2)
...%.. — _].';_E_ 1 _ 14¢€
-5 . 2
| U Lyv||2=||r2 o2 av|
Sl Lxe

| -1 -1-

e 2w 2 kv]2r2me T ROV, k)

Du premier ei du troisiéme terme du membre de droite, il vient, aprés un long
calcul, pour €, ,> 0 arbitraire, vy > Yo (81) et R < Ro(el),s>0 , 1'inégalité
1

fondamentale.

i i+€
(1+e) Hr" 2,2 Lvaz >
3 1
S EACE TSI %+-;-||r2 (-t v avll? 2
3
R RSN b
s,3 s_1 s, 1
eosle? T v rd e Se® 2 agvlrdh e il 2 av 2 a-w
1 1

2 2 2 4 2 2
+ v |l 2 -]t )Vth (4c- ) +v]lr arvH 4(a-1) +
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1

-1
+ Y ||r 2llog r| /\v”2§2E

1

e % Jreg 2|7 v |2 2-e)m

+ Y

+ (0-3) 2 Re (Brv , r? u—l_g

R R R FA O
On peut alors prouver le théoréme 1 : il suffit, par un changement de

variables, de mettre l'opérateur P sous la forme (3.1) et de choisir o = 3 .

Pour le théoréme 2 (2) il faut examiner les modifications introduites

par le terme supplémentaire i>\3 r Br d, ; on obtient une inégalité analogue dont

5]
le dernier terme est remplacé par

-1 1

2 -€ 2, 2 a2 . -l-€ 2y02
2Re (arv , (oa-3)>\2 r‘u i(1-t% “ 3 v) +2]Re(8rv,(oc—2)>\3 iru (1-t )Bte) .

Si )\1 est assez grand > O on peut trouver une valeur de 2 < o < 3 pour

laquelle on obtient une inégalité utilisable.

§ 3 INDICATIONS SUR LA PREUVE DU THEOREME 2 (1)

2

Soit L = (rd )%+ 9
r 6

. 202, .
+(>\1+1>\2)r 8t+ 1)\3r8t86 .

On utilise la méthode de l'optique géométrique :

si vir,0,t) = e (

I

r.y i8+itt  yo(s)
m) e e I,UY(s)

r N
avec V,m,Y,T,0 des paramétres réels > 0, s = log 3 et Y un grand paramétre,

T§=ay , 2 entierf=Cy,0#0 et C > 0 .

On obtient 1l'équation de phase suivante (A= )\1 + i )(2)

L2 20"+ A=0L2>\(ezs—1)"i>\3 ac(e®-1)

avec A =1 - Cc? - ocz)\—i%30tc .
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Les équations de transport viennent de la résolution approchée de

1l'équation différentielle suivante

"+ 2 ! '+ 1) +O" =0
Ycon YlPY(w ) pY

~ X .

On peut résoudre successivement dans un voisinage fixe de O les

équations de transport portant sur les aj (car ©'(0) +1 # 0).

On choisit I,UY(O) =1. On peut dégager des conditions suffisantes sur )\1,}\2,}\3

afin que
RRe (P'(0)+1) >0 et IrRe "(0) < O.

_uk

On considére alors, pour bk= e , k entier, la fonction uk

"centrée" en bk donnée par :

_ Y . .
o e\)k r k e1k6+1rkt thp(sk) e
k mk Uk k !
oi S = log — v = Yo (1+£)
K g b, ' 'k Yok

e <]
fk étant une fonction de classe C a4 décroissance rapide en k que l'on

déterminera. On prend

k b =ay oia O et C sont des constantes strictement positives

L R X
indépendantes de k.

On montre que, pour k assez grand et r € [bk+1 ’ bk] , On a

d uk > co k
dar log u - r :
k+1

u

(mk) =0

- v. par la relation log

On détermine \)k+ 1 Kk

Y+t

et on obtient \)k ~ C1 k% .
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En posant u = z X, u avec ¥X. = X( = log —
’
u
> k k k b

) , X étant

o0
une fonction de classe C & support compact dans J]-1,+1[ telle que, si

m = o BH b, s 0<B<1, et 0<B<B <1, avec %—< B', ¥ vaille

identiquement 1 sur [-B',R'].
On obtient que, sur [bk+1'bk] , u = Xklﬁ<+ Xk+1 uk+1 . On pose

Lu -N
alorsa==:;- et on obtient facilement que, prés de bk, |a| < CNllong .
Lu

Dans la zone "centrale" (prés de mk), en posant Rk = , 11 vient

Uy

Re Y ¥ Revt Yt
U T Wi

On utilise la fonction fk pour "ajuster" Rk (ce qui est possible grdce au
résultat de Whitney [9]) de telle sorte que Rk posséde un zéro d'ordre infini

en r = mk et r = mk_1
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